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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica

Observacao 123: O Calculo de Predicados de Primeira Ordem
da Logica Classica (adiante abreviado por Calculo de
Predicados) € também conhecido na literatura por Logica de

Primeira Ordem Classica ou, simplesmente, por Logica de
Primeira Ordem.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Observacgao 124:

Ao contrario do Calculo Proposicional, no Calculo de
Predicados existem duas classes sintaticas: a classe dos
termos e a classe das formulas.

Os termos serao usados para denotar objetos do dominio de
discurso em questao (por exemplo, numeros naturais,
conjuntos, etc.).

As férmulas corresponderado a afirmacgédes relativas aos objetos
(por exemplo, “dois € um nimero par” ou “o conjunto vazio &
subconjunto de qualquer conjunto”).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Observacao 124 (cont.):

O Calculo de Predicados sera parametrizado por um tipo de
linguagem, que fixara quais os simbolos que poderao ser
usados para construir termos (que designaremos por simbolos
de funcao) ou para denotar relagcdes elementares entre 0s
objetos (que designaremos por simbolos de relacao). Este
conjunto de simbolos dependera, naturalmente, do problema
em estudo.

Por exemplo, se estivermos a considerar a Aritmética (a teoria
dos numeros naturais), entre outros, sera util ter simbolos que
denotem o numero 0, a operacao de adigcao e a relagao de
igualdade.

Ja no caso de estarmos a considerar Teoria de Conjuntos, sera
util, por exemplo, ter simbolos para denotar o conjunto vazio, as
operacgdes de reunido de conjuntos e de conjunto poténcia, e as
relacoes de pertenca, inclusao e igualdade de conjuntos.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 125: Um tipo de linguagem € um terno (F, R, N) tal
que:

a) F e R sao conjuntos disjuntos;

b) N é uma fungédo de F UR em Ny.

Os elementos de F sao chamados simbolos de funcao e o0s
elementos de R sao chamados simbolos de relacao ou
simbolos de predicado.

A funcao N é chamada funcao aridade, chamando-se ao
numero natural n = N(s) (para cada s € F UR) a aridade de s e
dizendo-se que s € um simbolo n-ario. Intuitivamente, a aridade
de um simbolo corresponde ao seu numero de argumentos.

Os simbolos de funcao de aridade 0 sdo chamados constantes.
Neste estudo, assumiremos que os simbolos de relagao nunca
tém aridade O.

Os simbolos de aridade 1 dir-se-ao também simbolos unarios,
os de aridade 2 binarios, etc.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 126:

Oterno L = ({0,s,+, x},{=, <},N), onde N(0) = 0,
NGBS =1, N+)=2,N(x)=2,N(=) =2e N(<)=2,éum
tipo de linguagem.

Chamaremos a La,;t 0 tipo de linguagem para a Aritmética.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 127:
Oterno Lyupo = ({1, '}, {=}N),onde N'(-) =2, N(1) =0,
N(") =1eN(=) =2, é uma linguagem.

Chamaremos a Ly O tipo de linguagem para grupos.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 128:

Oterno Lepo = ({1, {=,<},N),onde N (=) =2e N(L) =2, é
uma linguagem.

Chamaremos a Ly, 0 tipo linguagem para conjuntos
parcialmente ordenados.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Notacao 129:

Habitualmente, usaremos a letra L (possivelmente indexada)
para denotar tipos de linguagens.

Caso nada seja dito em contrario, durante este capitulo L
denotara um tipo de linguagem (7, R, \'), sendo o respetivo
conjunto de constantes denotado por C.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 130: O alfabeto A, induzido pelo tipo de linguagem
L € o conjunto formado pelos seguintes simbolos:

a) L, A, V, 1, — e« (0s conetivos proposicionais);
b) 4 eV, chamados quantificador existencial e quantificador
universal, respetivamente;

C) Xo, Xi,..., Xn, ..., chamados variaveis (de primeira ordem),
formando um conjunto numeravel, denotado por V;

d) “(”, ‘)" e, chamados simbolos auxiliares;

e) os simbolos de funcao e os simbolos de relacao de L (que se
assume serem distintos de todos os simbolos anteriores).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 131:
A sequéncia de 8 simbolos

Ixo—(Xo = 0)
é uma palavra sobre o alfabeto A, .
Mas, a sequéncia de 8 simbolos

I (%o = 1)

ndo é uma palavra sobre A;, . (1 ndo é uma das letras do
alfabeto A,,,).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Defini¢cao 132: O conjunto 7, € o menor conjunto de palavras
sobre A; que satisfaz as seguintes condicoes:

a) paratodo x € V, x € Ty;
b) paratoda a constante cde L, ¢ € 7;;
c) para todo o simbolo de funcao f de L, de aridade n > 1,
heT e..etheT, = f(t,...,t,) € T, para todo
by oty € (AL
Aos elementos de 7, chamaremos fermos de tipo L ou,
abreviadamente, L-termos.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 133:
Kl As seguintes 6 palavras sobre A, sao termos de tipo Lay:
X1, X2, 0, 8(0), xX(x1, X2), +(x (X1, X2), 5(0)).
Lida como uma sequéncia de palavras sobre A,,,, esta

sequéncia constitui uma sequéncia de formacao de
+( X (X1 , X2)7 S(O))

A As palavras sobre A, = (0,x1) e < (0, x;) (ambas de
comprimento 6) nao sao L.;-termos.
Apesar de = e < serem simbolos de aridade 2 e de 0 e xq
serem dois Ly, -termos, = e < sdo simbolos de relacao e nao
simbolos de fungao, como exigido na condi¢ao c) da
definicao anterior.
Estas duas palavras sdao exemplos do que adiante
designaremos por formulas atomicas.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 133 (cont.):

H As _seguintes palz;vrgs sobre_ Al grpo S20 termgs cje tipo Lgrupo
(e lidas em sequéncia constituem uma sequéncia de
formacao da ultima palavra):

X1, X2, 1, 71(x1), -(X2, 1), -(-(x2, 1), 7" (x4)).

A O conjunto dos termos de tipo L.y, € 0 conjunto das variaveis
V.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 134:

Seja L, o tipo de linguagem ({c, f;, &}, { Ry, R}, N'), onde
N(C) ZO,N(ﬁ): 1,N(f2) :2,N(R1):1 eN(RQ) = 2.

As seguintes quatro palavras sobre A, sao L,-termos (e
constituem uma sequéncia de formacao do ultimo termo):

c, xi, k(e xi), fi(k(c, x1)).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Notacao 135:

Quando f é um simbolo de funcao binario e t;, t, € 7, utilizamos
a notacao tf f>, possivelmente entre parénteses, para
representar o L-termo f(t, &»).

Por exemplo, a notagao (x; x x2) + s(0) representara o
Lari-termo +(x(x1, x2), 5(0)).

No contexto do tipo de linguagem Lgp0, termos da forma ~(t)
serdo, normalmente, denotados por ' ou (t)~".

Por exemplo, x; - x; ' denotard o Lgypo-termo -(xi,~" (x1)).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Teorema 136 (Inducao Estrutural em L-Termos):

Seja P(t) uma condicao sobre um L-termo t.

Se:

a) paratodo x € V, P(x);

b) para todo ¢ € C, P(c);

c) paratodo f € F, de aridade n > 1, e paratodo &, ..., t, € T,,
P(t)e..eP(t) = P(f(t,....t));

entdo para todo t € 7, P(t).

Dem.: Exercicio. O
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Observacgao 137:

A definicao indutiva do conjunto dos L-termos € determinista e
tem associado um principio de recursao estrutural, para definir
funcoes cujo dominio € o conjunto dos L-termos.

Este principio é usado nas trés definicdes que se seguem.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 138: O conjunto das variaveis que ocorrem num
L-termo t é notado por VAR(t) e é definido, por recursao
estrutural em L-termos, do seguinte modo:

a) VAR(x) = {x}, paratodo x € V;
b) VAR(c) =0, para todo ¢ € C;

n
c) VAR(f(t,....t.)) = | JVAR(t), paratodo f € F, de aridade

i=1

n>1,eparatodo ty,....t, € T;.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica

Sintaxe

Exemplo 139:

O conjunto das variaveis que ocorrem no La;-termo xo + s(xq) €:

VAR(XQ + S(X1 ))

= VAR(x2) U VAR(s(x))
{x2} U VAR(x1)

= {Xg, X1 }
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 140: O conjunto dos subtermos de um L-termo t é
notado por subf(t) e € definido, por recursao estrutural em
L-termos, do seguinte modo:

a) subl(x) = {x}, paratodo x € V;
b) subt(c) = {c}, para todo c € C;

c) subt(f(ty, ..., t)) = {f(tr, ... t-)} U | Jsubt(t), para todo f € F,

i=1
de aridade n > 1, e paratodo t, ..., t, € T;.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 141:
O conjunto dos subtermos do La.-termo (x2 + s(x1)) x 0 é:

{X2, X1,8(Xx1), X2 + S(x1),0, (X2 + 8(x1)) x 0}
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 142: A operagao de substituicdo de uma variavel x
por um L-termo t num L-termo t' € notada por t'[t/x] e & definida
por recursao estrutural (em t') do seguinte modo:

t, se y=x
a) y[t/x] = , paratodo y € V;
Yy, se y#x
b) c[t/x] = ¢, paratodo c € C;
c) f(ty,...t,)[t/x] = f(t;[t/x], ..., t,[t/X]), para todo f € F, de
aridade n > 1, e paratodo t;, ..., t, € 7y.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 143:

E O La-termo que resulta da substituicao da variavel x; pelo
Larir-termo s(0) no Lasi-termo xo + s(xq) é:

(e + 8(x1))[s(0)/x1]
= X[s(0)/x1] + s(x1)[s(0)/x1]
= Xz + 5(x¢[s(0)/x1])
= X2+ 5(s(0))
H (X2 + S(X1))[S(0)/X0] = Xo + S(X1)
(observe que xo ¢ VAR(X2 + S(X1)))-
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Proposicao 144: Sejam x uma variavel e t; e t, L-termos.
Se x ¢ VAR(t), entdo 4[t/x] = 4.

Dem.: Por indugao estrutural em t;. (Exercicio.) O
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 145: Uma palavra sobre o alfabeto induzido por L da
forma
R(ty,.... 1),

onde R é um simbolo de relagao n-ario e ti, ..., t, sdo L-termos,
€ chamada uma formula atomica de tipo L ou, abreviadamente,
uma L-formula atomica.

O conjunto das L-formulas atémicas € notado por Af;.

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 27/54



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 146:

E As trés palavras sobre A,,, que se seguem sao formulas
atomicas de tipo Lai:
= (0 X1 )’ < (ov X1 )! = (+(07 X1 )7 X (S(O), X1 ))
A Ja a palavra sobre A, , x(0, xy) ndo & uma La.-formula
atémica (note-se que x é um simbolo de fungao e ndo um
simbolo de relacao; de facto, esta palavra € um L.-termo).

B As seguintes palavras sobre A, sao formulas atomicas de
tipo Lgrupo:
= (X0, X1)e= (X% ,1).
A As seguintes palavras sobre A, sdo formulas atomicas de
tipo Lepo:
= (X07X1) e < (Xo,Xo).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Notacao 147:

Quando R é um simbolo de relacdo binarioe 1, € 7y,
utilizamos a notagao t; R t,, possivelmente entre parénteses,
para representar o L-formula atémica R(t, b).

Por exemplo, a notagéo x, < s(0) representara a La;-formula
atémica < (xo, s(0)).
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 148: O conjunto F, € o menor conjunto de palavras
sobre A; que satisfaz as seguintes condic¢oes:

a) p € F,, paratoda a L-férmula atémica ¢;

b) le Fi;

C) p € FL = (—y) € Fi, paratodo ¢ € (AL)*;

d) pc Frey e F, = (¢0v) € Fi, para todo
Oe {A,V,—, <} eparatodo p, ¢ € (A)*;

e) p € Fi = (Qxyp) € Fi, paratodo Q € {3,V}, para todo
x € Veparatodo ¢ € (AL)".

Aos elementos de F; chamaremos formulas de tipo L ou,
abreviadamente, L-formulas.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 149:

E As seguintes palavras sobre A, ,, séo formulas de tipo L
(fazendo uso das simplificag0es anteriormente mencionadas
na representacao de férmulas atémicas):

(% < s(0)),

(—(x0 < s(0))),

Xo = X4,

((=(% < 5(0))) = X0 = x1),
(Ix1((=(x% < 8(0))) = X = X)),
(VXxo(3x1((—(x0 < 8(0))) = X0 = X1)))-

Lida como uma sequéncia de palavras sobre A, ,, esta
sequéncia constitui uma sequéncia de formacao de
(VX0 (3x1((—(Xx0 < 8(0))) = X0 = X1)))-
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 149 (cont.):
B (Vxo(Xo < Xo)) é uma formula de tipo Lepo.

B (3x(Vxi(xo - X1 = 1))) € uma férmula de tipo Lgrypo-
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 150:

Recordemos o tipo de linguagem Ly do Exemplo 134:
Lo = ({C, f1, fg}, {R1, Rg},N), onde N(C) =0, N(f1) =1,
N(fg) :2,N(R1) =1 eN(Rg) = 2.

As seguintes quatro palavras sobre A;, séo Ly-formulas (e
constituem uma sequéncia de formacao da ultima formula):

Ri(x1),

RQ(X1, fg(C, X1)),

(Ri(x1) = Ra(x1, 2(c, x1))),
(VX1(R1 (X1) — RQ(X1, fg(C, X1))))
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Notacao 151:

Os parénteses extremos e os parénteses a volta de negacgdes
ou de quantificadores sao geralmente omitidos.

Por exemplo, a La,-formula
(V%o (FX1((—(% < s(0))) = X0 = X1)))
pode ser abreviada por

Vxo3x1(—(Xo < 8(0)) — Xo = X1).

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 34/54



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Teorema 152 (Inducao Estrutural em L-Formulas):
Seja P(¢) uma condicao sobre uma L-formula .
Se:

a) P(v), paratoda a L-formula atémica ;
b) P(L);

c) P(y) = P(—%), paratodo ¢ € Fi;

d) P(y1) e P(y2) = P(¢104»), para todo

O e {AV, =, <, € Fr;
e) P(¢v) = P(Qxv), paratodo Q € {3,V},x € V¢ € Fi;
entdo P(y), para todo ¢ € F.
Dem.: Exercicio
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Observacao 153:

A definicao indutiva do conjunto das L-formulas € determinista e
tem associado um principio de recursao estrutural, para definir
funcoes cujo dominio € o conjunto das L-formulas.

Este principio € usado na definicao seguinte.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 154: O conjunto das subformulas de uma L-formula ¢
€ notado por subf(y) e € definido, por recursao estrutural, do
seguinte modo:

a) subf(y) = {v}, paratodo ¢ € Al;
b) subf(1)={Ll};
c) subf(—) = subf(y) U {—}, para todo ¢ € Fi;

d) subf(y10Ow,) = subf(yy) U subf(ipo) U {11012}, para todo
U e {/\7\/7_>7<_>}’ whwz € FL;

e) subf(Qx ) = subf(y)) U {Qx v}, paratodo Q € {3,V}, x € V,
Y € Fl.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 155: Seja ¢ uma L-férmula e seja Qx ) uma
subférmula de ¢, onde Q € {3,V}, x € V e ¢ € F.. O alcance
desta ocorréncia do quantificador Qx em ¢ é a L-férmula .
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 156: Na L,.;-formula

Vxo(Ix1 (X0 = S(x1)) = (—(Xo = 0) A Ix1 (X1 < X0))) :

Kl o alcance da Unica ocorréncia de Vx; €
Ix1(Xo = S(x1)) = (—(Xo = 0) A Ix1 (X1 < Xo));

B o alcance da primeira ocorréncia do quantificador 3x; é
Xo = S(X1);

H o alcance da segunda ocorréncia do quantificador Jx; é
X1 < Xp-
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 157:

Numa L-férmula ¢, uma ocorréncia (em subférmulas atomicas
de ¢) de uma variavel x diz-se livre quando x nao esta no

alcance de nenhuma ocorréncia de um quantificador Qx (com
Q € {3,V}); caso contrario, essa ocorréncia de x diz-se ligada.

Escrevemos L/V(y) para denotar o conjunto das variaveis que
tém ocorréncias livres em ¢ e LIG(y) para denotar o conjunto
das variaveis que tém ocorréncias ligadas em .
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 158:
Seja ¢ a Lag-formula
3x1(ﬂ(\x9_/< s(0)) = Vxo( Xo = X1 )).
(a) (b) (a)

A ocorréncia (a) de x, € livre, enquanto que a ocorréncia (b) de
Xo € ligada.

A ocorréncia (a) de x; é ligada.

Assim, LIV(¢) = {xo} e LIG(¢) = {X0, X1 }
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Observacao 159:

Note-se que LIV(p) N LIG() ndo é necessariamente o conjunto
vazio (veja-se o exemplo anterior).

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 42/54



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Definicao 160: A operagao de substituicao das ocorréncias

livres de uma variavel x por um L-termo t numa L-férmula ¢ é

notada por [t/ x| e é definida, por recursao estrutural em
L-férmulas, do seguinte modo:

a) R(t, ..., th)[t/x] = R(ti[t/x],....t.[t/x])  paratodo R € R, de

aridade n, e paratodo ti, ..., t, € T;;
b) L [t/x] =1;
c) (—y)[t/x] = —[t/x], paratodo ¢ € F;

d) (V10v2)[t/x] = v1[t/x]O¢2[t/x],  paratodo
Oe {/\7\/7_>7<_>}’ ¢17¢2 EFL;
Qyy se y=x
e) (Qy¥)[t/x] = , para todo
Qyy[t/x] se y # x
Qe {3V}, yeV, ¢ye FL.
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Exemplo 161:

1] (%o < 5(x1))[0/Xo]

Xo[0/X0] < S(x1)[0/X0] (def. anterior a))

0 < s(x1) (substituicao em L-termos)

2] (Fxo(x0 < 5(x1)))[0/xo]
= Ixo(X0 < s(x1)) (def. anterior e), 1° caso)

(Ixo(Xo < 8(x1)))[0/x1]
Axo(Xo < S(x1))[0/x1] (def. anterior e), 2° caso)
Axo(Xo < 8(0)) (def. anterior a) e substituicao e

4] (Ixo(Xo < 5(x1)) A (0 < X0))[0/X0]
= dxo(xo < S(x1)) A0 <O (porqué?)

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 44/54



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Sintaxe

Exemplo 162: Seja ¢ a Laq-férmula 3x;(xo < Xq). Entéo,

©o[s(x1)/X] = Ix1(s(x1) < X1).

Observe que em ¢ a ocorréncia livre de x; “nao depende” da
quantificagdo 3x;, mas, apos a substituigao, o termo s(x;), que
substituiu xp, “depende” da quantificagdo 3x;.’

Na definicao seguinte, identificaremos as condigoes que evitam
este fendmeno indesejado de captura de variaveis em
substituicoes.

"Note que tomando Ny como dominio de interpretagéo das variaveis e
interpretando s como a fungao sucessorem Ny e < como a relagao de igualdade em
No, ¢ é verdadeira, enquanto ¢[s(x1)/xo] é falsa.

(Esta nocao de interpretacao de férmulas sera tornada precisa na secgao seguinte.)
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Definicao 163: Sejam x uma variavel, t um L-termo e ¢ uma
L-férmula. Diz-se que x é substituivel (sem captura de variaveis)
portempouqueté livre para x em p quando para todas as
ocorréncias livres de x em ¢ no alcance de algum quantificador

Qy, y ¢ VAR(D).
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Observacao 164: Se x é uma variavel que nao tem ocorréncias
livres numa L-formula ¢ ou t € um L-termo onde nao ocorrem
variaveis, x € substituivel por t em .
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Exemplo 165: Seja ¢ = Vx1(x1 < X2) V =(X; < X2). Entdo:
a) xo € substituivel por x; + s(x2) em ¢, pois X Ndo tem
ocorréncias livres na formula;

b) x; é substituivel por x; + s(x2) em ¢, pois a Unica ocorréncia
livre de x; ndo esta no alcance de qualquer quantificador;

C) X2 ndo € substituivel por x; + s(x2) em ¢, pois xo tem uma
ocorréncia livre no alcance do quantificador Vx; e
x; € VAR(Xxy + s(x2));

d) x. € substituivel por x; + s(x2) em ¢, pois, embora exista uma
ocorréncia livre de x, no alcance do quantificador Vxy,
X1 g VAR(XO + S(Xg)).
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Observacao 166: Note-se que, mesmo quando uma variavel x
nao é substituivel por um L-termo t numa L-formula ¢, a
operacgao de substituicao de x por t em ¢ encontra-se definida.

Por exemplo, x, ndo é substituivel por x; + s(x2) em
© =YXx1(X1 < X2) V (X1 < X2));

a Laqi-formula resultante da substituicdo de x, por x; + s(x2) em
¢ encontra-se definida e é igual a

Vxi(x1 < X1+ 8(X%)) V(X1 < X1 + S(x2))),

no entanto, ao efetuar a substituicao, acontece o fenémeno da
captura de variaveis.
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Proposicao 167: Sejam o uma L-férmula, x uma variavel e t
um L-termo. Se x & LIV(p), entédo ¢[t/x] = ¢.

Dem.: Por indugédo estrutural em L-férmulas. A prova esta
organizada por casos, consoante a forma de ¢.

a) Caso ¢ =L. Entéo, ¢[t/x] =L [t/x] LL= .

Justificagoes

(1) Definigao de substituigao.
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b) Caso ¢ = R(t,...,t,),com R € R, n-ario, e t, ... t, € T|.
Entdo, x ¢ VAR(t;), paratodo 1 </ < n, de outra forma
teriamos x € LIV(y), e contrariariamos a hipotese. Assim,
aplicando a Proposicao 144, tj[t/x] = t;, paratodo 1 < i < n.
Logo:

olt/x]=R(t, ... t)[t/X] 2 Rt [t/X], ... tat/X]) 2 Rty ... 1)

Justificagoes

®.

(1) Definicao de substituigao.
(2) t[t/x]=t,paratodo1 <i<n.
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c) Caso o = Qypr,com Qe {3,V},y € Ve y € F.
c.1) Caso x = y. Entao:

lt/x] = (Qyen)t/x1 2 Qy o1 = 0.

Justificagoes

(1) Definicdo de substituicao.

c.2) Caso x # y. Entao:

elt/x] = (Qy o)it/X1 L Qy on[t/x1 2 Qy o1 = .

Justificagoes

(1) Definicao de substituicao.
(2) Por hipétese, x ¢ LIV(p). Como LIV(p1) C LIV(p) U {y} e x # y,
segue que x & LIV(¢4). Logo, por H.L., ¢1[t/X] = ¢1.

d) Os restantes casos sao deixados como exercicio. O
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Definicao 168: Uma L-formula ¢ diz-se uma sentenca de tipo L
ou uma formula fechada de tipo L (abreviadamente, uma
L-sentenca ou uma L-formula fechada), quando LIV (y) = (.
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Proposicao 169: Seja o uma L-sentenca. Entao, para toda a
variavel x e para todo o L-termo t,

El x é substituivel por t em y;
B o[t/x] = ¢.
Dem.: Exercicio. O
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