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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Observacao 170: As formulas do Calculo de Predicados sao
construidas a partir das formulas atémicas (simbolos de relagao
“aplicados” a termos) e, por esta razao, as formulas atomicas
desempenham papel semelhante ao das variaveis
proposicionais no Calculo Proposicional.

Contudo, ao passo que no Calculo Proposicional podemos
atribuir “diretamente” um valor l6gico a uma variavel
proposicional, a atribuicao de valores logicos as formulas
atémicas é um processo mais complexo.

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 3/83



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Para atribuirmos valores légicos a férmulas atdmicas, em
particular, sera necessario fixar previamente a interpretacao dos
termos.

Tal requer que indiquemos qual o universo de objetos (dominio
de discurso) pretendido para a denotagao dos termos (por
exemplo, numeros naturais, conjuntos, etc.), bem como a
interpretacao pretendida quer para os simbolos de fungao do
tipo de linguagem em questao (por exemplo, para indicar que
tomando Ny, por universo, o simbolo de fungao binario +
denotara a operacgao de adigao) quer para as variaveis de
primeira ordem.

Para a interpretacao das formulas atomicas, sera ainda
necessario fixar a interpretacao dos simbolos de relacdo como
relagcdes entre objetos do dominio de discurso.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

A indicacao de qual o dominio de discurso pretendido e de
quais as interpretagcdes que deverao ser dadas aos diversos
simbolos sera efetuada através daquilo que designaremos por
estrutura para um tipo de linguagem.

A interpretacao de variaveis de primeira ordem sera feita no
contexto de um dominio de discurso, através daquilo a que
chamaremos atribuicbes numa estrutura.

Um par (estrutura, atribuicdo) permitira fixar o valor légico de
qualquer férmula e, portanto, pode ser pensado como uma
valoracdo, uma vez que estes pares desempenharao papel
idéntico ao das valoragdes do Calculo Proposicional.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Definicao 171: Seja L um tipo de linguagem. Uma estrutura de
tipo L, que abreviadamente designaremos por L-estrutura, € um
par (D, ) tal que:

a) D € um conjunto ndo vazio, chamado o dominio da estrutura;

b) — é uma fungao, chamada a funcao interpretacao da
estrutura, e é tal que:

e a cada constante ¢ de L faz corresponder um elemento de
D, que sera notado por ¢C;

e a cada simbolo de funcao f de L, de aridade n > 1, faz
corresponder uma funcéo de tipo D” — D, que sera
notada por f;

e a cada simbolo de relacao R de L, de aridade n, faz
corresponder uma relagao n-aria em D (i.e. um
subconjunto de D"), que sera notada por R.
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Definicao 171 (cont.):

Para cada simbolo de funcao ou relacao s de L, s é chamada a
interpretacao de s na estrutura.

Se L incluir o simbolo = como simbolo de relacao binario,
E = (D, ™) diz-se uma estrutura normal de tipo L quando a
interpretacdo de = é a relagao de igualdade em D (i.e.,
=={(x,y) e DxD:x=y}).
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Notacao 172: Habitualmente, usaremos a letra £
(possivelmente indexada) para denotar estruturas. Dada uma
estrutura E, a notagcdo dom(E) denotara o dominio de E.
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Exemplo 173:
a) Seja Ex = (Ng, ), onde:
e 0 & 0 nUmero zero;
e S é afuncao sucessorem Ny, i.e., s: Ny — Nj
n — n+1

b

e + é afuncao adicdo em Ny, i.e.,
+: Nog xNg — Ng ;
(mn) — m+n
e x & afuncao multiplicacdo em Ny, i.e.,
P Nog x Ny — Ny
(mn) — mxn
é a relacao de igualdade em Ny, i.e.,
={(m,n) € Ng x Ng: m= n};
€ a relacao menor do que em Ny, i.e.,
< ={(m,n) € Ng x Ng: m< n}.
Entao, Ex € uma estrutura normal de tipo L., que
designaremos por estrutura standard para L.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

b) O par £, = ({a,b}. ), onde:

e 0=g;
e seafuncdao {a, b} — {ab};
X > X

e +éafuncdo {a b} x{a b} — {ab};

(x.¥) = b
e x éafuncdo {a,b} x{a b} — {a, b} ;

(x.) . a sex=y

' b sex#y

¢ == {(a’ a): (b7 b)}!
o <={(ab)},

€ também uma L,;-estrutura normal.

Existem 2 x 4 x 16 x 16 x 16 x 16 L -estruturas cujo
dominio é {a, b}, das quais 2 x 4 x 16 x 16 x 16 s&o normais.
(Porqué?)
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Exemplo 174:
a) Seja £; = (R, ), onde:
e - é operacgao de adicao em R;
> 0 numero real 0;
€ a operacao que a cada real faz corresponder o seu
simétrico;
e = ¢é arelacao de igualdade em R.
Entdo, E; € uma estrutura normal de tipo Lgpo-

b) Seja E; definida tal como E;, com excecao da interpretacao
do simbolo ~' que em E; é interpretado como a operagdo que
a cada real x faz corresponder x — 1. Entao, E, é também
uma estrutura normal de tipo Lgrypo-

=
I\
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Exemplo 175:
a) Seja £5 = (P({a.b}). ), onde:
e = ¢é arelacdo de igualdade em subconjuntos de {a, b};
e < é arelagao de contido ou igual em subconjuntos de
{a, b}.
Entao, E; € uma estrutura normal de tipo Lgpo.
b) Seja A = (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entao,
Ex = (X,), onde = é arelagao de igualdadeem X e < é a
relacdo < em X, é uma estrutura normal de tipo Lgp,.
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Definicao 176: Seja E uma L-estrutura. Uma funcao
a:V — dom(E) (do conjunto V das varidveis de primeira
ordem para o dominio de E) diz-se uma atribuicdo em E.
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Exemplo 177: Asfungbes a:V — Ny e
X — 0
am:y — N sé&o atribuicoes em Epy.
Xi +— i
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Definicao 178: Sejam E = (D, ) uma L-estrutura, a uma

atribuicdo em E e t um L-termo.

O valorde t em E para a é o elemento de D, notado por t[a]s ou

por f[a] (quando é claro qual a estrutura que deve ser

considerada), definido, por recursao estrutural em L-termos, do

seguinte modo:

a) x[a] = a(x), paratodo x € V;

b) cla] =¢, paratodo c e C;

c) f(t,....t,)[a = f(ti[a], ..., t.,[a]) paratodo f € F de aridade
n>1eparatodo ty,....t, € T;.
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Exemplo 179: Seja t 0 Las-termo s(0) x (xo + X2).
Bl O valor de t para a atribuicdo @, na La-estrutura Eayii, €

(s(0) x (%0 + x2))[@™]

(0)[@™] x (%0 + x2)[@"™]

= (0[@™] +1) x (xo[@™] + x2[@"])
(0 +1)x (0+2)

|
w

B Ja para a atribuicao ay (do exemplo anterior), o valorde t € 0
(porqué?).
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Exemplo 179 (cont.):

B Consideremos agora a La-estrutura Ey do Exemplo 173 e a

seguinte atribuicao

nesta estrutura:

a:v — {ab}
X — b

O valor de t em Eq para & é:

o x| X| X]| X|
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Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Exemplo 180: Consideremos a estrutura de tipo Ly E1 dO
Exemplo 174 e consideremos a atribuicao a em E; tal que
a(x;) = i para todo i € Np.

B (x '1)alg =—-1e(xi ' x)[ag = 1. Porqué?
A (1.1 )*1 [ale, = 0 e, de facto, para toda a atribuicdo & em E;,
tem-se (1.1)'[&]g, = 0, pois:

(1.1)'[&le, = ~((1.1)[@]e,) = —(1[@]g +1[d]g) =—(0+0) =0.
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Proposicao 181: Seja t um L-termo e sejam a; e a, duas

atribuicées numa L-estrutura E = (D, 7).

Se ai(x) = ax(x), para todo x € VAR(t), entao t[a] = t[ay].

Dem.: Por indugao estrutural em t. A prova esta organizada por

casos, consoante a forma de t.

a) Caso t seja uma varidvel. Entao, t € VAR(t). Logo, por
hipotese, ai(t) = ax(t) (). Assim,

tia] Y a (1) 2 a(t) 2 t{a).

Justificagoes

(1) Definicao de valor de um termo para uma atribuicao.
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b) Caso t seja uma constante. Entao,

1)
tay] L 72 t[a,].

Justificagoes

(1) Definigao de valor de um termo para uma atribuigao.
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c) Caso t = f(t,....t;),com f € F de aridaden>1e
ti,...,t, € 7T.. Entao,

t[a1]
= f(t,..., t)[a]
D Ftlanl, .. tolan])
= 7(1‘1[82],---,tn[32])

Dty 1) [a]
= t[az].

Justificagoes

(1) Definicdo de valor de um termo para uma atribuigao.

(2) Paral <i< n,como VAR(t;) C VAR(t), da hipétese segue-se que: a;(x) =
as(x), para todo x € VAR(t;). Logo, por H.l., para todo 1 <i < n, tjfa;] =
tilaz].
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Notacao 182: Sejam a uma atribuicdo numa L-estrutura E,
d € dom(E) e x uma variavel. Escrevemos a( y ) para a
atribuicdo & : V — dom(E) em E definida por:

dse y=x
paratodo y eV, d(y)=
aly) se y #x
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Exemplo 183: a’”d< %0 ) denota a atribuigdo em L, definida
por:

. 1 sei=0
a’”d< %0 )(x,-): _ _ , para todo i € Ny.
i se i#0
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Exemplo 184: Verifique que
(x0+0)[a™( 2 )] = 1= (x0 + 0)[s(0)/xc][a"].

De facto, esta igualdade é um caso particular da proposi¢ao
seguinte, que fornece uma alternativa para o calculo do valor de
um termo que resulta de uma substituicao.
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Proposicao 185: Sejam f, e t; L-termos e seja auma
atribuicdo numa L-estrutura. Entao, [t /x][a] = to[a( ,1’[‘31 >].

Dem.: Por indugao estrutural em t,. (Exercicio.) O
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Definicao 186: Sejam E = (D, ) uma L-estrutura, a uma
atribuicao em E e p uma L-férmula. O valor logico de o em E
para a é o elemento do conjunto dos valores l6gicos {0, 1},
notado por ¢[a]s ou por ¢[a] (quando € claro qual a estrutura
qgue deve ser considerada), definido, por recursao em
L-férmulas, do seguinte modo:

a) L [a] =0;

b) R(t,....t))[a] = 1 sse (t]a],..., t,[a]) € R, paratodo o
simbolo de relacao R de aridade n e para todo ti, ..., t, € T;

c) (—¢1)lal = f.(p1[a]), paratodo o1 € Fi;

d) (p1 Ap2)[al = fa(p1ld], p2[a]), paratodo o1, p2 € Fi;

e) (1 V p2)[al = f(pilal], p2la]), paratodo yy, s € Fi;

f) (o1 = v2)lal = £ (w1[a] 2[a]), paratodo o1, 42 € Fi;

g) (v1 ¢ w2)al = f(pila], pola]), paratodo ¢r, w2 € Fi;

—~~ N/~
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Definicao 186 (cont.):

h) (3xy4)[a] = 1 sse para algum d € D, ¢y [a< o >] =1,
paratodo x € V, oy € Fy;

i) (Vxpq1)[al =1 sse paratodo d € D, ¢y [a( o )] =1,
paratodo x € V, o1 € Fi.
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Proposicao 187: Para quaisquer L-estrutura E, atribuicao a
em E, L-férmula ¢ e variavel x,

a) (3xy)[a] = 0 sse para todo d € dom(E), go[a( . )] = 0;
b) (Vxy)[a] = 0 sse para algum d € dom(E), go[a< o )] =0;
¢) (3xp)la] = méximo{ap[a< . )] .d e DY;

d) (Vxp)la] = m/'nimo{gp[a< . )] . d € D}.

Dem.: Imediata, tendo em atencao a definicao de valor légico e
as propriedades de maximo e de minimo. O
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Exemplo 188: Consideremos a estrutura L, € as atribuigoes
a™ e a, em Egq, definidas no Exemplo 177.
El Para a La-férmula ¢ = s(0) < xo, tem-se:
i) vo[@™] = 1, dado que s(0)[a™] =1, x:[@™] =2 ¢
(1,2) € < (pois 1 € menor que 2);
ii) po[ao] = 0, dado que s(0)[a] =1, x2[a] =0e (1,0) €<
(pois 1 ndo € menor que 0);
B Para a Lai-formula 1 = 3x(s(0) < x») tem-se:
i) ¢1[@™] = 1, pois existe n € Ny t.g. 5(0) < xg[a"”d< 5 )] =1

(como s(O)[a’”d< 2 )] =1, basta tomar n > 1);

n

ii) p1[ao] = 1, pois existe n € Ny t.g. s(0) < Xg[ao( 5 >] =1

n
X2

(também neste caso se tem s(O)[ao< : >] =1, pelo que,
basta tomar n > 1);
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Exemplo 188 (cont.):

B Para a Lag-formula ¢, = 3x-(s(0) < x2) tem-se também o
valor ldgico 1, quer para a™ quer para a, (porqué?);

A Japara a Lag-férmula o3 = Vx2(s(0) < xo) tem-se valor logico
0 para ambas as atribui¢des (de facto, a afirmacao “para todo
ne Ng,1 < n”é falsa).
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Exemplo 189: Consideremos agora a Laq-estrutura Ey do
Exemplo 173 e as atribuicdes & e &’ em Ej t.q., para todo
i € Np, &(x;)=bea'(x;)=asse i épar.

El Para a La-férmula ¢ = s(0) < x» (considerada no exemplo
anterior), tem-se:
i) pold] =1, dado que s(0)[d] = a,x[d]=be(ab) e<;
ii) po[@’] =0, dado que s(0)[@"] = a, x:[d] =ae(aa) & <.

A Para a La;-férmula o1 = 3x2(s(0) < x2) o valor logico é 1
para ambas as atribuicdes (porqué?).

HE Verifique que as férmulas ¢, e 3 do exemplo anterior
recebem valores l6gicos 1 e 0, respetivamente, para ambas
as atribuicoes.
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Exemplo 190: Consideremos a Lgypo-fOrmula

o = VXo(Xo - Xo "=1)eas Lgrupo-estruturas E; e E, do Exemplo

174.

El Para qualquer atribuicdo em E;, o valor l6gico de oo em E; é
1, uma vez que a afirmacéo “paratodo x e R, x+ (—x) =0"¢&
verdadeira.

B Ja em E,, o valor légico de g € 0, independentemente da
atribuicao, uma vez que a afirmagao “para todo x € R,

X+ (x—1)=0"éfalsa.
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Exemplo 191: Em relacéo a Lo-estrutura E; (considerada no
Exemplo 175) e a qualquer atribuicao em E; que atribua o
conjunto vazio a variavel x;:

H a Lgo-formula 3xp(xo < x¢) tem valor légico 1 (a afirmacéo
“existe X € P({a, b}) tal que X C ()” & verdadeira);

A a Lgo-formula Ixp(xo < x4 A (X9 = x4)) tem valor 16gico 0 (a
afirmacao “existe X € P({a,b})talque X Che X #0"é
falsa”).
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Defini¢cao 192: Sejam E uma L-estrutura, a uma atribuigdo em
E e o uma L-formula. Dizemos que E satisfaz ¢ para a,
escrevendo E = ¢[a], quando ¢[ale = 1. Escrevemos E |~ ¢[a]
quando E nao satisfaz ¢ para a, ou seja, quando ¢[a]g = 0.
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Proposicao 193: Sejam E uma L-estrutura e a uma atribuicao
em E. Entao:
a) E = Ixyp|a] sse existe d € dom(E) t.q. E |= ga[a< o >];

b) E | Vxy[a] sse E E <p[a( o )], para todo d € dom(E);
c) E £ Ixplal sse E |~ cp[a( o >], para todo d € dom(E);
d) E |~ Vxyp|a] sse existe d € dom(E) t.q. E [~ go[a< o >].

Dem.: Consequéncia imediata da definicao de satisfacao e da
Proposicao 187. Por exemplo:

E ¥ 3xela]
sse dxyplale =0 (def. de }~)

sse go[a< o >]E = 0, para todo d € dom(E) (Prop. 187 b))

sse E [~ gp[a( o )], para todo d € dom(E) (def. de £).
O
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Proposicao 194: Seja ¢ uma L-formula e sejam a; € a,
atribuicées numa L-estrutura E. Se a;(x) = a»(x), para todo
x € LIV(p), entdo E |= plai] sse E = g[an].

Dem.: Por indugao estrutural em ¢. (Exercicio.) O
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Corolario 195: Sejam ¢ uma L-sentenca e E uma L-estrutura.
Se para alguma atribuigcdo aem E, E |~ ¢[a], entdo para toda a
atribuicao aem E, E = ¢l[a].

Dem.: Exercicio. O
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Proposicao 196: Sejam ¢ uma L-férmula, E = (D, ) uma
L-estrutura, a uma atribuicdo em E e x uma variavel substituivel
sem captura de variaveis por um L-termo t em . Entao,

E = ¢lt/xlla) sse E Fola 5 )1

Dem.: A demonstragao segue por inducao estrutural em .
Vejamos alguns casos.

1) Caso ¢ #.L. Entao, ¢[t/x] =L e ambos os lados da
equivaléncia sao falsos.
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2) Caso ¢ = R(t,...,tn),com R € R, de aridade n > 1, e
t,....th € TL. Entao.

EER(t,..t )[a( el )]

sse (tfa( 5 )L tla( gy D eR
sse  (L[t/x[al, ... t[t/x][a]) € B
sse E & R(L[t/X], ... tbt/x])a]

sse E & R(t, ... t)[t/x][a].

Justificagoes

(1) Definicao de satisfagao.
(2) Pela Proposigdo 185, t,[a( t[):a] )] = [t/x]ti[a]., paratodo 1 < i< n
(3) Definicao de substituigao.
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3) Caso p = Vypy.
3.a) Subcaso y = x. Entao,

E = lt/x][d]

(1)

sse E [ ¢|q]
sse E ela( 5 )1

Justificagoes

(1) Definicao de substituicao.
(2) Pela proposigao anterior, uma vez que, como x & LIV(y), as duas
atribuigdes coincidem no valor das variaveis com ocorréncias livres em .
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3) Caso p = Vypy.
3.b) Subcaso y # x. Entéo, y ¢ VAR(t) (de outra forma x ndo
seria substituivel sem captura de variaveis por t em ).

Assim,

(1)
sse
(2)
sse

(3)
sse

4)
sse

(2)
sse

E = (Vyeq)lt/x][4]

E = vy(e[t/x])a]

E = ¢ [t/x][a( , )], para todo d € dom(E)

E = o [a( Y )< ,[a(xg )] )], para todo d € dom(E)
E = o [a( e )( y >], para todo d € dom(E)

E = vyeila( iy )]
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Justificagoes

(1) Definicao de substituicao.
(2) Proposigao 193.
(3) Hipotese de indugao.

(4) Comoy # x, a( tffa])(g) ( )()t[a] )e, da
y
d

Proposicao 181, por y ¢ VAR(t), t[a] = t[a(

4) Restantes casos: exercicio.
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Definicao 197: Dizemos que uma L-formula ¢ € valida numa
L-estrutura E ou que E valida ¢ (notagao: E |= ¢) quando, para
toda a atribuicao aem E, E = ¢[a].

Utilizamos a notagéo E ~ ¢ quando ¢ ndo é valida em E, i.e.,
quando existe uma atribuicdo a em E tal que E - ¢|a].
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Exemplo 198: Consideremos a estrutura Ea.

E A férmula x; = xo € valida em Eg,;; de facto, para qualquer
atribuicao a em Epxyt, tem-se Eanr = Xo = Xo[@], uma vez que
Xola]l = a(xo) e (a(xo0), a(xo)) € = (a(xo) e a(xp) séo naturais
iguais).

A A formula xo = x; ndo é valida em Eg.;; por exemplo, para a
atribuicdo a™ tem-se xp[a™] = 0, x;[@™] =1 e (0,1) & =,
pelo que Eaqt [~ xo = x¢[@™].

B A formula —(xp = x;1) ndo é valida em Ep;; por exemplo, para
a atribuigao ap que atribui 0 a todas as variaveis tem-se
Xo[@] = 0, x1[ag] =0 e (0,0) € =, pelo que Eait = Xo = X1[ao]
e, consequentemente, Ean = —(Xo = Xq)[a0]-

A Aformula xo = x; V =(Xxo = x¢) € valida em Eg; (para

qualquer atribuicdo a em Eut, a afirmagao “(a(x), a(xq)) € =
ou (a(xo), a(x;)) ¢ =" é verdadeira).
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B A férmula 3xo—(xo = xq) € valida em Eg; (para toda a
atribuicdo a em E,; a afirmagao “existe n € No, n £ a(x;)” é
verdadeira (tome-se, por exemplo, n = a(x;) + 1)) e a formula
Vx13Xx—(Xo = Xxq) € também valida em Epx.; (porqué?).
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Exemplo 199:

E A Lgupo-formula Vxo(xo - X, ' = 1) é vélida na estrutura E; do
Exemplo 174 (a afirmagéo “paratodo x € R, x + (—x) = 0" &
verdadeira).

B A Lpo-formula VxoVx:((Xo < X1 A X1 < Xo) — Xo = X1) € valida
na estrutura E; do Exemplo 175 (a afirmacao “para todo
Xo, Xs € P({a,b}), se Xo C X; e X; C Xo, entdo Xo = X;” é
verdadeira).

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 46/83



Calculo de Predicados de Primeira Ordem da Légica Classica Semantica

Proposicao 200: Sejam E uma L-estrutura e o uma
L-sentenga. Entdo, E = ¢ sse para alguma atribuicao aem E,

E = olal
Dem.: Se E | ¢, € imediato que E | ¢[a] para alguma
atribuicao a, pois E | ¢ significa que E = ¢[a] para toda a
atribuicao a.

Admitamos agora que E | ¢[a] para alguma atribuigao a.
Tomemos uma atribuicao & arbitraria em E.

(Queremos provar que E E ¢[d].)

Como ¢ é uma L-sentenga e portanto LIV(y) = (), tem-se
trivialmente que a(x) = &(x) para todo x € LIV(y).

Assim, atendendo a Proposicdo 194 e a que E |~ ¢[a],
conclui-se E |= ¢[&]. O
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Definicao 201: Uma L-formula ¢ é (universalmente) valida
(notagdo: = ¢) quando é valida em toda a L-estrutura.

Utilizamos a notagao |~ ¢ quando ¢ nao € (universalmente)
valida, i.e., quando existe uma L-estrutura E tal que E £~ .
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Observacao 202: Uma L-formula ¢ ndo € universalmente valida
quando existe alguma L-estrutura que nao valida ¢, ou seja,
quando existe alguma L-estrutra E e alguma atribuicdo aem E

t.q. E |~ ¢[a).
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Exemplo 203:

B A Lai-formula xo = x4 ndo é universalmente valida.
Como vimos no exemplo anterior, esta férmula nao é valida
na estrutura Ea.

B No exemplo anterior, vimos que a formula x, = x; € valida na
estrutura Ea/it.

No entanto, esta férmula nao é valida em todas as
L asir-€struturas.

Por exemplo, se considerarmos uma Ly-estrutura

Ei = ({a, b}, ) em que = seja arelacao {(a, a)}, E; ndo
valida xo = Xp, pois considerando uma atribuicao & em E; t.q.
a(xo) = bteremos E; |~ xo = Xo[&], uma vez que o par
(xo[d], Xo[&]), que € igual ao par (b, b), ndo pertence a
relacao =.
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B A La-férmula Vxo(xo = x1 V =(Xo = X)) € universalmente

valida.

De facto, dadas uma qualquer Ly -estrutura E = (D, ) e
uma qualquer atribuicdo a em E, tem-se:

Sse

sse

sse
sse

E EVXxo(Xo = x1 V(X0 = x1))[4]

EE(o=x1V-(x= x1))[a< b )] paratodo d e D
EE=Xx= x1[a< )]ouE):ﬁ(Xo fx1)[a< )] paratodode D
(d,a(x1)) € =ou E [~ xo = Xq [a< )] paratodo d € D
(d,a(x1)) e =ou(d,a(xy)) € =, paratodod € D

e a Ultima afirmacao é verdadeira.
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Definicao 204: Uma L-formula ¢ é logicamente equivalente a
uma L-férmula ¢ (notagao: ¢ < ) quando = ¢ + v, i.e.,
quando para para toda a L-estrutura E e para toda a atribuicao
aemE, E = ¢[a] sse E = ¢[a].
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Observacao 205: As propriedades enunciadas para e
equivaléncia l6gica no capitulo anterior, mantém-se validas no
contexto do Calculo de Predicados. Por exemplo, < é uma
relacdo de equivaléncia em ;.
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Proposicao 206: Sejam x,y € Ve p, ¢ € F.
a) Vxp < Ix—p b) —~Ixp < Vx—p
C) VXp < —Ix—p d) Ixp & =Vx—p
e)Vx(p A1) & Vxp AVxy  f)Ix(p V) < Ixp VvV Ixy

g) = (VX V VX)) = Vx(p V1)),
mas nao necessariamente = Vx(p vV ¢) — (Vxp V VX))

h) E 3x(e A Y) — (Ixe A Ix),
mas ndo necessariamente = (Ixp A Ixy) — Ix(v A )

1) VXVyp < VyVxe j) IXFyp < JyIxp

K) E IxVyp — Vydxp,
mas nao necessariamente = Vx3yp — JyvVxp
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) Qxp < ¢
se x & LIV(p),
paratodo Q € {3,V}

m) Qxp < Qyely/X]
se y ¢ LIV(y) e x € substituivel por y em ¢,
paratodo Q € {4,V}

n) Qx(p0v) < (Qxp)0v e Qx(Yhyp) < YB(Qxy),

se x ¢ LIV(vy),
paratodo O € {A,V} e paratodo Q € {3,V}
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Dem.:
c) Sejam L uma linguagem, E uma L-estrutura e a uma
atribuicao em E. (Queremos demonstrar que: E |= Vxp[a] sse
E = -3Ix—yla].)
E |- Wxyla]
sse E [ go[a< 3 )], paratodo d € dom(E) ()

sse E [~ —w[a< o )], para todo d € dom(E) (2

sse E [~ Ix—yp[a] ®)
sse E E —3Ix—yp[q| ()

Justificagoes

(1) Por (b) da Proposicao 193.
(2) Paratodo ¢ € F, E = +[a] sse E = —[a] (Exercicio).
(3) Por (c) da Proposicéao 193.
(4) Para todo v € Fy, E [~ v[a] sse E = —[a] (Exercicio).
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k) Mostremos que = Vx3yy — JyVxe ndo é necessariamente
valida.
Seja L uma linguagem contendo um simbolo R de relacao,
binario. Seja E uma L-estrutura de dominio {a, b}, onde a
interpretacéo de R € o conjunto {(a, b), (b, a)}. Entao,
E |= Vxo3x1R(Xo, X1), mas E [~ Ix;VxoR(Xo, X1) (Porqué?).
Logo,
E B Vxo3x1R(Xo, X1) — 3Ix1VX0R(Xo, X1).

Demonstracao das restantes afirmacoes: exercicio. O
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Definicao 207: Chamaremos instanciacdo (de variaveis

proposicionais com L-formulas) a uma fungao do tipo

VOP — F,. Cada instanciagdo / determina uma fungao do tipo

FCP — F| que satisfaz as seguintes condigoes’:

a) i(L)=1;

b) i(—¢) = —i(y), para todo ¢ € FCF;

¢) i(p0y) = i(¢)Ti(v), para todo O € {A,V, —, +3} e para todo
@, € FCP.

A funcéo determinada por uma instanciagdo i pode ser vista como uma operacao
de substituicdo simultdnea, onde cada variavel proposicional p & substituida por=i(p).
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Definicao 208: Uma L-formula ¢» € uma instancia de uma
formula ¢ do Calculo Proposicional quando existe alguma
instanciagao i tal que i(¢) = 1.
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Exemplo 209: A La;-férmula
(Xo = x1) = (Ixo(Xo = 0) — (X0 = Xx1)) € uma instancia da
formula py — (p1 — po) do Célculo Proposicional.

De facto, considerando-se uma instanciagao i tal que i(po) € a
formula (xo = x1) € i(p1) € a formula Ixp(xo = 0), tem-se:

’:(Po - (P1 — o))
= i(po) = i(p1 — po)
(X6 = x1) — (i(p1) — i(po)
= (Xo = X1) — (HXO(XO = 0) — (Xo = X1)).

Mas, esta formula La.-férmula é também instancia, por
exemplo, de py — p; e de py. Porqué?
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Teorema 210 (Teorema da Instanciacao): Se ¢ € uma tautologia
do Calculo Proposicional, entdo toda a instancia de ¢ é
universalmente valida.

Dem.: Suponhamos que ¢ uma tautologia do Calculo
Proposicional e que ¢» € uma L-formula que é instancia de .
Seja E uma L-estrutura e a uma atribuicao em E.(Queremos
demonstrar que E = ¢[a].)

Uma vez que ¢ é instancia de , existe uma instanciacao i tal
que i(¢) = ¢. Seja v a valoragao do Calculo Proposicional que
satisfaz as seguintes condigdes:

1 se E=i(p)lal

0 se E |~ i(p)la]
Demonstra-se (por indugao estrutural em ¢) que: v(p) = 1 sse
E = ¢[a]. Donde, como v(¢) = 1 (pois ¢ € uma tautologia), se
segue que E = ¢[a. O
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Exemplo 211: Como vimos no exemplo anterior, a Laq-férmula
(Xo = x1) = (Ixo(Xo = 0) — (X0 = Xx1)) é insténcia da tautologia
Po — (P1 — Po).

Logo, pelo Teorema da Instanciagao, podemos concluir que esta
La+-formula é universalmente valida.
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Observacao 212: Como seria de esperar, nem todas as
formulas universalmente validas sao instancias de tautologias.

Por exemplo, vimos no Exemplo 203 que a férmula

Vxo(Xo = X1 V —=(Xo = X1)) € universalmente valida e esta férmula
nao € instancia de qualquer tautologia (esta formula € apenas
instancia de variaveis proposicionais, que nao sao tautologias).
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Definicao 213: Uma L-formula diz-se uma forma normal
prenexa quando é constituida por um prefixo de quantificagdes
(eventualmente vazio), seguido de uma féormula sem
quantificacoes, ou seja, quando € uma féormula da forma

Qi1 y1...Qnynp,

onde n€ Ny, paracada i, Q € {V,3} ey, € Ve péuma
L-formula sem quantificacdes.
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Exemplo 214:
Bl As Lag-formulas xo < X1, 3x1(X0 < X1 A =(x1 = 0)),
Vxo3X1(Xo < X1 A =(xq = 0)) sdo formas normais prenexas.
B A La-férmula Vxo(3x1 (X1 < Xo) — Ix2(Xo = S(X2))) ndo € uma

forma normal prenexa (por causa das quantificacoes
existenciais debaixo da implicacao).

Contudo:
Vxo(3x1(X1 < Xo) — Ix1(X0 = S(X1)))
& Vxo(—3x1(X1 < Xo) V 3x1(Xo = S(x1)))
< Vxo(Vxi—(x1 < Xo) V 3x1(x0 s(x1)))
S VXX (—(x1 < Xo) V 3Ixi (X0 = S(x1)))
< VxoVxi(—(x1 < Xo) V Ixa(Xo = S(X2)))
< VxoVxi3xe(—(x1 < Xo) V (X0 = S(X2)))

e a Ultima formula € uma forma normal prenexa.
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Proposicao 215: Para toda a L-formula , existe uma forma

normal prenexa 1 tal que ¢ < .

Dem.: Dada uma L-férmula ¢, uma forma normal prenexa ) que

lhe seja logicamente equivalente pode ser obtida com recurso

as seguintes transformacoes:

El escrever implicagdes e equivaléncias em termos de
negacoes, conjuncgoes e disjuncoes;

E mover quantificacdes para fora de negacoes, conjungoes e
disjuncoes (renomeando, se necessario, 0 nome de variaveis
ligadas), com recurso as equivaléncias légicas a), b), m) e n)
da Proposicao 206. O
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Defini¢cao 216: Sejam E uma L-estrutura, a uma atribuigdo em
E e I' um conjunto de L-férmulas.

Dizemos que E satisfaz I para a ou que o par (E, a) satisfaz T,
escrevendo E = ['[a], quando paratodo ¢ €T, E = ¢[a].

Caso contrario, dizemos que E nio satisfaz I' para a ou que o
par (E, a) ndo satisfaz I', escrevendo E £~ I'[a].
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Exemplo 217: O par (E, a™) satisfaz o conjunto de
La-formulas

{¥Xo0(Xo X X1 = Xo), VX1(X1 X 8(X0) = X1)},
mas nao satisfaz o conjunto de L,.-férmulas

{VX()(XO X X1 = Xo),VX1 (X1 X S(Xg) = X1)}.
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Defini¢cao 218: Um conjunto de L-férmulas I diz-se satisfazivel
ou (semanticamente) consistente quando para alguma
L-estrutura E e para alguma atribuicao aem E, (E, a) satisfaz T

Caso contrario, I diz-se insatisfazivel ou (semanticamente)
inconsistente.
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Exemplo 219:

a) O conjunto de Lu.-férmulas
{¥x0(x0 x X1 = X0), Vx4 (X1 x 8(xo) = 1)} € semanticamente
consistente (por exemplo, (Ea.i, ™) satisfa-lo).

O conjunto de La-formulas
{Vx0(Xo X X1 = Xp), VX1 (X1 X S(X2) = x1)} também é
semanticamente consistente (exercicio).

b) O conjunto de Lan-formulas {Vxp(xo = X), (0 =0)} é
semanticamente inconsistente (exercicio).
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Definicao 220: Sejam E uma L-estrutura e I um conjunto de
L-férmulas.

Dizemos que E valida I ou que E € um modelo de T,
escrevendo E = I', quando para toda a atribuicao aem E,
E = T1a].

Caso contrario, dizemos que E ndo validal ou que E nio é
modelo de I', escrevendo E [~ T.

Dizemos que E € um modelo normal de I quando E € um
modelo de I' e E € uma L-estrutura normal.
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Exemplo 221: E,,; € um modelo normal do conjunto formado
pelas seguintes La-sentencas:

Vx0—(0 = s(x0));

Vxo¥x1((S(X0) = s(x1)) = (X0 = X1));
Vxo—(S(X0) < 0);

VxoVx1((Xo = s(x1)) = (X0 < x1) V (X0 = X1))));
VXo(Xo + 0 = Xp);

VX0V X1 (S(Xo) + Xq = S(Xo + X1));

VXO(XO x 0= 0),

VXOVX1(S(XQ) X X1 = (Xo X X1) -+ X~|).

A axiomatica de Peano para a Aritmética é constituida por estas
formulas, juntamente com um principio de inducao para Nj.
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Exemplo 222: Os grupos sao os modelos normais do conjunto
formado pelas seguintes Ly po-sentencgas:

VXoVX1VX2((X0 - X1) - X2 = Xo - (X1 - X2));
VXO((XO 1= Xo) (1 XO = XO))
YXo((Xo- X0 ' = 1) A (xg ' - X0 = 1)).

De facto, uma Ly po-estrutura normal E = (D, ) € um modelo
deste conjunto de férmulas se e s6 se (D,-, 1, 1) é um grupo.
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Exemplo 223: Os conjuntos parcialmente ordenados sao os
modelos normais do conjunto formado pelas seguintes
Lcpo-sentengas:

Vxo(Xo < Xo);
Vxo¥x1 (X0 < X1) A (%1 < X0)) = (Xo = X1));
VXoVX1 VX2 (X0 < X1) A (X1 < X2)) = (X0 < X2)).

Uma Lyo-estrutura normal E = (D, ) € um modelo deste
conjunto de férmulas se e s6 se (D, <) é um conjunto
parcialmente ordenado.
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Proposicao 224: Seja I' um conjunto de L-sentengas.

El Uma L-estrutura E € um modelo de I sse para alguma
atribuicdo aem E, (E, a) satisfaz I

A I é satisfazivel sse existem modelos de I".
Dem.: Exercicio. O
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Definicao 225: Uma L-formula o diz-se uma consequéncia
(semantica) de um conjunto de L-férmulas I (notagao: I' = ¢)
quando para toda a L-estrutura E e para toda a atribuicao a em
E,se E =T|q], entdo E = ¢]a].
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Observacao 226: Na denotagao de relagdes de consequéncia
semantica, usaremos simplificacdes semalhantes as utilizadas
no contexto do Calculo Proposicional.

Por exemplo, dadas L-férmulas ¢ e ) e dado um conjunto de
L-férmulas I', a notagao I', ¢ |= ¢ abrevia ' U {¢} = 4.
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Exemplo 227: No contexto do tipo de linguagem Lay,
VX0 (X0 = S(X0)) = =(0 = s(0)).

De facto, dada uma Ly-estrutura E = (D, ) e dada uma
atribuicdo aem E tais que E = {Vxo—(x = s(xo))}[a],
temos que, paratodoo d € D, (d,s(d)) ¢ =

Assim, como 0 € D, em particular, temos que (0,5(0)) ¢

Consequentemente, E = —(0 = s(0))][a].
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Proposicao 228: Sejam I um conjunto de L-sentengas e ¢ uma
L-sentenga. Entao, I' = ¢ se e s6 se todos os modelos de I
validam ¢.

Dem.: Exercicio. O
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Notacao 229: Adiante, usaremos a notacédo L/V(I'), com I um
conjunto de L-férmulas, para representar o conjunto

User LIV().
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Proposicao 230: Sejam ¢ e ¢ L-férmulas, seja ' um conjunto

de L-férmulas, seja x uma variavel e seja t um L-termo.

a) Sel = Vxp e x é substituivel sem captura de variaveis por t
em o, entdo I = o[t/ X].

b) Sel=pex¢ LIV(l),entao I = Vxp.

c) Sel & ¢[t/x] e x € substituivel sem captura de variaveis por
tem ¢, entdo I' = Ixp.

d) Sel=3xpel kv, ex g LIV(ITU{y}),entdol | .
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a) Suponhamos que (E, a) satisfaz I'. (Queremos demonstrar
que: E = ¢[t/x][a].)
Entao, pela hipdtese, E = Vxy[a).
Assim, por definicao de satisfacao,

E= gp[a< 5 )], para todo d € dom(E).

Daqui, em particular, E = gp[a< (] >], pois t[a] € dom(E).

Logo, como por hipdtese x é substituivel sem captura de
variaveis por t em o, aplicando a Proposicao 196,

E = olt/x][al.
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b) Suponhamos que (E, a) satisfaz I'. (Queremos demonstrar
que: E = Vxyla].)
Por hipotese, x ¢ LIV(T).
Logo, paratodo v €T, x ¢ LIV(v) e, para todo d € dom(E),

as atribuicoes a e a( 5 > atribuem os mesmos valores a

todas as variaveis livres de 1.
Assim, para todo ¢ € I, segue da Proposicao 194 que

E = la] sse E |= w[a< 5 )], para todo d € dom(E).

Consequentemente, uma vez que (E, a) satisfaz I',

para todo d € dom(E), (E, a( o )) também satisfaz I'.

Como por hipdtese I' = ¢, segue que
EE go[a< o )], para todo d € dom(E),

0 que permite concluir E = Vxypla].

c) e d): exercicio.
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