4. Teoria de categorias

A teoria de categorias é um ramo da matemadtica relativamente recente e foi de-
senvolvido no sentido de permitir representar de forma uniforme diferentes estrutu-
ras matematicas. A teoria de categorias permite identificar semelhangas estruturais
entre diversos objetos matematicos que a primeira vista nao parecem estar relacio-
nados, sendo assim possivel formular conceitos de grande generalidade e efetuar a
prova de resultados com aplicagoes nas mais diversas areas da matematica, incluindo
as ciencias da computacao.

4.1 Categorias

As teorias axiomaticas desempenham um papel relevante na area de matematica.
Estas teorias sao caracterizadas por conjuntos com uma determinada estrutura e por
correspondeéncias entre estes conjuntos que preservam a sua estrutura. O conceito
de categoria generaliza estas teorias.

Defini¢ao 4.1.1. Uma categoria C é um quadruplo (Obj(C), hom,id, o), onde
- Obj(C) € uma classe a cujos elementos se dd a designagao de objetos de C,

- hom € uma correspondéncia que a cada par (A, B) de objetos de C associa um
conjunto hom(A, B) a cujos elementos chamamos morfismos de A em B,

- 1d € uma correspondéncia que a cada objecto A de C associa um morfismo id
de A em A, designado por morfismo identidade em A,

- o € uma correspondéncia que a cada par (f,g) de morfismos de C tais
que f € hom(A,B) e g € hom(B,C), associa um unico morfismo
go f € hom(A,(C), designado composicao de g com f,

e que satisfaz as sequintes condicoes:
(C1) para quaisquer A, B,C, D € Obj(C), se (A, B) # (C, D), entdo

hom(A, B) Nhom(C, D) = 0,
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(C2) (identidade) para quaisquer A, B,C € Obj(C) e para quaisquer morfismos
f € hom(A, B) e g € hom(C, A),

Joida=f e idaog=yg;

(C3) (associatividade) para quaisquer A, B,C, D € Obj(C) e para quaisquer mor-
fismos f € hom(A, B), g € hom(B,C) e h € hom(C, D),

ho(gof)=(hog)of.

Representamos por Mor(C) a classe dos morfismos de C, i.e.,

Mor(C) = U hom(A, B).
A,BEOD(C)

A um elemento de Mor(C) dé-se a designacao de C-morfismo. Note-se que dados
objetos A e B de uma categoria C, pode nao existir qualquer morfismo de A em B (se
A # B) ou podem existir varios. Além disso, de (C1) resulta que a cada morfismo
f de C estao univocamente associados dois objetos dom(f) e cod(f), designados
respetivamente por dominio ¢ codominio de [. Escrevemos

f:A—>DB ou AL B

para indicar que A = dom(f) e B = cod(f);

Da defini¢ao anterior também resulta que a cada objeto A de C estd associado um
tnico morfismo identidade. De facto, se h e id4 sao dois morfismos identidade de
A, entao h = hoidy = id 4.

Exemplos de categorias

Apresentam-se de seguida alguns exemplos de categorias, algumas das quais as-
sociadas a estruturas matematicas bem conhecidas.

(i) A categoria Pfn: Obj(Pfn) é a classe de todos os conjuntos. Se X e Y sdo
conjuntos, define-se hom(X,Y") como sendo o conjunto de todas as aplica¢oes par-
ciais de X em Y. A composicao de morfismos é a composicao usual de aplicagoes
parciais. Se X é um conjunto, entao idy é a aplicacdao identidade em X.

(ii) A categoria Set: Obj(Set) é a classe de todos os conjuntos. Se X e Y sao
conjuntos, define-se hom(X,Y") como sendo o conjunto de todas as aplicacoes de X
em Y. A composicao de morfismos é a composicao usual de funcoes. Se X é um
conjunto, entao idx é a aplicacao identidade em X.

(iii) A categoria FinSet: Obj(FinSet) ¢ a classe de todos os conjuntos finitos. Se
X e Y sdo conjuntos finitos, define-se hom(X,Y’) como sendo o conjunto de todas
as aplicacoes de X em Y. A composicao de morfismos é a composicao usual de
funcoes. Se X é um conjunto, entao idy ¢é a aplicacao identidade em X.
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(iv) A categoria Sgp: Obj(Sgp) é a classe de todos os semigrupos. Dados semigru-
pos S e U, define-se hom(S, U) como sendo o conjunto de todos os homomorfismos
de semigrupo de S em U. A composicdo de morfismos é a composicao usual de
homomorfismos. Se S é um semigrupo, entao ids é o morfismo identidade.

(v) A categoria Mon: Obj(Mon) é a classe de todos os monéides. Dados mondides
S e T, define-se hom(S,T") como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de S
em T. A composicao de morfismos é a composicao usual de homomorfismos. Se S
é um monodide, entao idg é o morfismo identidade.

(vi) A categoria Grp: Obj(Grp) é a classe de todos os grupos. Dados grupos G e H,
define-se hom(G, H) como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de grupo
de G em H. A composicao de morfismos é a composicao usual de homomorfismos.
Se GG é um grupo, entao idg é o morfismo identidade.

(vii) A categoria AbGrp: Obj(AbGrp) é a classe de todos os grupos abelianos.
Dados grupos abelianos G e H, define-se hom(G, H) como sendo o conjunto de
todos os homomorfismos de grupo de G em H. A composicao de morfismos é
composi¢ao usual de homomorfismos. Se G é um grupo abeliano, entao idg é
morfismo identidade.

a
o

(viii) A categoria Rng: Obj(Rng) é a classe de todos os anéis. Dados anéis A e B,
define-se hom(A, B) como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de anel de
A em B. A composi¢gao de morfismos ¢ a composi¢ao usual de homomorfismos. Se
A é um anel, entao id, é o morfismo identidade.

(ix) A categoria Vecty: Obj(Vecty) ¢ a classe de todos os espagos vetoriais sobre
um corpo K. Dados espagos vetoriais U e V' sobre K, hom(U,V) é o conjunto
de todas as transformacgoes lineares de U em V. A composicao de morfismos é a
composicao usual de transformacoes lineares. Se V' é um espaco vetorial sobre K,
idy € a transformacao linear identidade.

(x) A categoria Poset: Obj(Poset) ¢é a classe de todos os conjuntos parcialmente
ordenados. Dados conjuntos parcialmente ordenados P e (), define-se hom(P, )
como sendo o conjunto de todas as aplicacoes isétonas de P em (). A composicao
de morfismos é a composicao usual de aplicacoes. Dado um conjunto parcialmente
ordenado P, idp é a aplicacao identidade em P.

As categorias anteriores sao exemplos de categorias designadas por categorias
concretas, isto é, tratam-se de categorias cujos objetos sdo conjuntos (possivel-
mente com algum tipo de estrutura) e cujos morfismos sdo fungdes (que eventual-
mente preservam a estrutura do conjunto). A classe formada por estas categorias é
importante, mas existem outras categorias, também relevantes, nas quais os objetos
nao tém de ser necessariamente conjuntos e os morfismos nem sempre sao fungoes.
No caso particular das categorias finitas que a seguir se definem, os objetos podem
ser qualquer objeto matematico ou identidade fisica e os morfismos nao tém de ser
necessariamente funcgoes.

(xi) A categoria 0: E a categoria sem objetos e sem morfismos.

(xii) A categoria 1: A categoria que tem um tnico objeto e um tnico morfismo (o
morfismo identidade associado ao tinico objeto da categoria).
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(xiii) A categoria 2: A categoria que tem dois objetos, dois morfismos identidade e
um morfismo de um objeto no outro.

(xiv) A categoria 3: A categoria que tem trés objetos (designemo-los por x, e e %),
trés morfismos identidade e outros trés morfismos f:x — e, g:x > xeh:x — o
tais que f = hog.

Graficamente, as categorias 1, 2 e 3 podem ser representadas por

id,

@
id, 1d,
QA

(xv) Todo o conjunto X pode ser visto como uma categoria Dis(X): os objetos de
Dis(X) s@o os elementos de X e os tinicos morfismos sao os morfismos identidade
(um para cada elemento z € X).

id, ida
f
S

(xvi) Todo o grupo G = (G; -, ', 1) também pode ser encarado como uma categoria:
0 unico objeto da categoria é o grupo Gj; os morfismos de G sao os elementos de
(G, o morfismo identidade idg ¢ a identidade de G e a composicao de morfismos é a
operacao binaria do grupo.

(xvii) A categoria Rel: Obj(Rel) ¢ a classe de todos os conjuntos. Dados conjuntos
A e B, um morfismo de A em B ¢ um subconjunto de A x B e, portanto, hom(A, B)
¢ o conjunto de todas as rela¢oes binarias de A em B. Dado um conjunto A, o
morfismo identidade em A é a relagao identidade em A, ids = {(a,a) : a € A}. A
composicao de morfismos é a composicao usual de relagoes binarias, isto é, dadas
duas relacoes binarias RC Ax Be S CC x D,

SoR={(a,c)e AxD|3be BNC,(a,b) € Re (bc)e S}

Uma categoria C diz-se:
- pequena se existe uma bijecao entre Mor(C) e algum conjunto;
- magra se para quaisquer A, B € Obj(C), |hom(A, B)| < 1;

- disereta se os unicos morfismos de C sdo os morfismos identidade.

Exemplo 4.1.2.

(1) Dado um congunto X, a categoria Dis(X) € discreta e magra.

(2) As categorias 1 e 2 sao exemplos de categorias pequenas. O mondide (N;-, 1),
visto como uma categoria, também € exemplo de uma categoria pequena.
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4.2 Diagramas

A descricao de certas categorias e a prova de propriedades sobre objetos e mor-
fismos de uma dada categoria pode tornar-se extremamente complexa. No sentido
de facilitar tais descri¢oes e a prova de determinados argumentos a respeito de ca-
tegorias, é usual o recurso a representagoes graficas designadas por diagramas.

Um diagrama numa categoria C é um grafo orientado cujos vértices representam
objetos da categoria e cujas arestas orientadas representam morfismos da mesma
categoria. Se uma aresta representa um morfismo com dominio A e codominio B,
entao o vértice origem e o vértice destino da aresta representam, respetivamente,
os objetos A e B. Os vértices e as arestas do diagrama podem ser identificados,
respetivamente, pelos nomes dos objetos e pelos nomes dos morfismos aos quais
estao associados.

Um diagrama pode ser usado para representar uma categoria ou pode representar
apenas uma parte dos objetos e dos morfismos que definem a categoria.

Por exemplo, o diagrama seguinte

ho(gof)=(hog)of

gof
idp

ida(C A — B O P idp

gUh
\idc’/

hOg

representa uma categoria com quatro objetos e dez morfismos. Note-se que, para
cada objeto X € {A, B,C, D}, existe um morfismo idx e, para quaisquer morfismos
s € hom(X,Y) et € hom(Y,Z), com X,Y,7Z € {A, B,C, D}, existe um morfismo
tos € hom(X, Z).

A representacao do diagrama de uma categoria pode ser simplificada suprimindo
a representacao de alguns morfismos. Com efeito, caso se assuma que um deter-
minado diagrama representa uma categoria, os morfismos identidade podem ser
omitidos, uma vez que é garantido que estes existem. Assim, o diagrama seguinte

f

——

* [ ]

pode ser usado para representar a categoria 2. Note-se, porém, que no caso de
morfismos resultantes da composicao de outros dois é necessario que fique claro qual
o morfismo respeitante a composicao. Por exemplo, no caso dos diagramas seguintes
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* *
g h g h
f
*—> @ — X% *x —>0 e

o primeiro diagrama nao representa uma categoria, uma vez que nao ha qualquer
morfismo que possa corresponder ao morfismo go f. No caso do segundo diagrama,
caso se assuma que este diagrama representa uma categoria, tem de se considerar
f = hog. No ultimo caso, este diagrama nao serd considerado a representacao de
uma categoria, a nao ser que se identifique qual dos morfismos [ ou f corresponde
ao morfismo h o g.

O recurso a diagramas para estabelecer propriedades a respeito de categorias
é bastante usual; tais propriedades sao geralmente expressas dizendo que um de-
terminado diagrama comuta. Dado um diagrama numa categoria C diz-se que
o diagrama comuta se, para qualquer par (A, B) de objetos do diagrama e
para qualquer par ((fi, fo,.. ., fu), (91,92, - ., gm)) de caminhos de A a B, em que
m,n € N e pelo menos um dos caminhos tem comprimento superior a 1, tem-se
fno---.fQOfl =9m©O...-92°47g1-

Por exemplo, quando se afirma que o diagrama a seguir representado comuta

f .
. / A
k .
tal significa que h o f = k. No caso do diagrama seguinte
f e K
e

k

diz-se que este diagrama comuta se go f =1lo k.

4.3 Construcao de categorias

Seguidamente estudam-se alguns processos que permitem, a partir de categorias
dadas, construir novas categorias.

Alguns processos usuais na construcao de novas estruturas matemaéticas a par-
tir de estruturas dadas consistem na formacao de subestruturas, na formacao de
produtos de estruturas e na construcao de estruturas quociente.
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Defini¢ao 4.3.1. Sendo C = (Obj(C), homg, id®, o) ¢S = (Obj(S), homsg, id®, o5)
categorias, diz-se que a categoria S é uma subcategoria de C se:

Obj(S) € Obj(C);

todo o morfismo de S € um morfismo de C;

para qualquer A € Obj(S), o morfismo idi ¢ 0 mesmo que o morfismo z’dg;

para quaisquer S-morfismos f : A — B e g: B — D, o morfismo g oS f ¢
mesmo que o morfismo g o€ f.

Exemplo 4.3.2.

(1) Set é uma subcategoria de Pfn.
(2) FinSet € uma subcategoria de Set.

(3) AbGrp ¢ uma subcategoria de Grp.

Definicdo 4.3.3. Uma subcategoria S = (Obj(S), homs, id®, 08) de uma catego-
ria C = (Obj(C), homg, id®, o) diz-se uma subcategoria plena de C se, para
quaisquer A, B € Obj(S), homg(A, B) = hom¢(A, B).

A construcao de produtos de categorias é também um processo simples.

Definigdo 4.3.4. Sejam C = (Obj(C), homg, id®, o€) ¢ D = (Obj(D), homp, id®, oP)
categorias. Designa-se por categoria produto de C por D, e representa-se por
C x D, a categoria definida do sequinte modo:

- 0s objetos de C x D sao todos os pares (A, B), onde A é um objeto de C e B
¢ um objecto de D;

- dados objetos (A, B) e (A, B") de C x D, os morfismos de (A, B) em (A’, B')
sao os pares de morfismos (f,g), onde f € um C-morfismo de A em A’ e g é
um D-morfismo de B em B’';

- para cada objeto (A, B) de C x D, o morfismo identidade ida 5y € o par
(i idp);

- a composicao (f,g)o(f',g") dos morfismos (f,g) e (f',g") de Cx D € definida
componente a componente, isto €, (f,g) o (f',g') = (f o€ f',goP ¢').

Exemplo 4.3.5. Considerando grupos G e H como categorias, o produto de cate-
gorias G x H corresponde ao usual produto direto de grupos.
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No sentido de definir categorias quociente, comecamos por definir o que se en-
tende por congruéncia nos morfismos de uma categoria.

Definicao 4.3.6. Seja C uma categoria. Uma relagao de equivaléncia ~ definida
em Mor(C) diz-se uma congruéncia em C se, para quaisquer f,g € Mor(C),

(1) f ~ g implica domf = domg e codf = codg;

(2) f ~ g implica jo foi ~ jogoi, para todos os morfismosi : A — X e
j:Y — B, onde domf =X =domg e codf =Y =codg.

Dado f € Mor(C), representamos por [f] a classe de equivaléncia de f.

Definigao 4.3.7. Sejam C = (Obj(C),home,id®, o) uma categoria e ~ uma
congruéncia em C. Designa-se por categoria quociente, e representa-se por C/~,
a categoria C/~= (Obj(C/~), homc/., id®/™, o€/~ definida do sequinte modo:

Obj(C/~) = Obj(C);

0s morfismos de C/~ sao as classes de equivaléncia [f] de todos os morfismos f
de C (o dominio e o codomominio de [f] correspondem ao dominio e codominio
de f, respetivamente);

. o . . . C/~ Ly
para cada objeto A de C/~, o morfismo identidade id A/ ¢ [idS);

a composicdo [g] o€/~ [f] dos morfismos [f] e [g] € o morfismo [g o€ f].

Um processo bastante simples, mas particularmente importante, que permite a
construcao de uma categoria a partir de uma categoria dada consiste em “trocar o
sentido dos morfismos”. A categoria obtida por este processo, cuja definicao formal
se apresenta a seguir, designa-se por categoria dual da categoria dada.

Definicao 4.3.8. Seja C uma categoria. Designa-se por categorial dual ou ca-
tegoria oposta de C, e representa-se por C°, a categoria definida do sequinte
modo:

- Obj(C) = Obj(C);

- para quaisquer A, B € Obj(C), f: A — B é um morfismo de C se e sd se
f:B— A éum morfismo de C;

- 0s morfismos identidade de C°P sao os morfismos identidade de C;

- a composicao go f de morfismos em CP ¢é definida como sendo fo g em C.

Da defini¢do anterior é imediato que (C?)? = C. Assim, toda a categoria
é a dual de alguma categoria e toda a definicao da teoria de categorias pode ser
reformulada numa definicao na categoria dual. Cada afirmacao S sobre categorias
pode ser transformada numa afirmacao dual S, trocando as palavras “dominio” e
“codominio” e substituindo cada ocorréncia de fog por go f. Se S é uma afirmacao
verdadeira a respeito de uma categoria C, entao S é uma afirmacao verdadeira a
respeito de C°P. Por conseguinte, é valido o principio seguinte.
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Principio da dualidade: Se S ¢ uma afirmacao verdadeira para todas as catego-
rias, entdo S também é uma afirmagao verdadeira para todas as categorias.

Embora existam casos em que uma dada categoria e a sua categoria dual sejam
a mesma, como é o caso das categorias Rel e Rel”, em geral a categoria dual
de uma determinada categoria C é uma nova categoria, tal como acontece com as
categorias Set e Set’”. Note-se que um morfismo f : A — B de Set® é um morfismo
f: B — A de Set e, portanto, f : B — A é uma funcao de B em A, porém, o
morfismo f: A — B em Set” nao é necessariamente uma fungao.

Apresentam-se seguidamente mais dois processos de construcao que permitem a
formacao de categorias cujos objetos sao morfismos de uma dada categoria.

Definicao 4.3.9. Sejam C = (Obj(C), homg, id®, o€) uma categoria e I um objeto
de C. Designa-se por categoria dos objetos sobre I, e representa-se por C/1, a
categoria (Obj(C/I), homg 1, id/", 0€/N) definida do sequinte modo:

0s objetos de C/I sao todos os morfismos de C com codominio I;

dados objetos [ e g de C/1 (isto é, dados C-morfismos f: A—1Teg: B — 1),
um C/I-morfismo de f em g é um triplo de morfismos (f,j,g), onde j é um
C-morfismo de A em B tal que g o€ j = f;

para cada objeto f: A — I de C/I, o morfismo identidade id?/l € o triplo de
C-morfismos (f,ida, f);

a composicao (fa, h, f3) o (f1,9, f2) dos morfismos (fi,9,f2) + fi = fo e
(fa, b, f3) : fo = f3 de C/I ¢ o morfismo (fi, h o® g, f3) : L = fs.

Dualmente, define-se I/C, a categoria dos objetos sob I.

Definigio 4.3.10. Seja C = (Obj(C), homg, id®, o€) uma categoria. Designa-se
por categoria dos C-morfismos e representa-se por C7, a categoria
(Obj(C™), home+,id® ", 07 definida do sequinte modo:

- Obj(C) = Mor(C);

- dados objetos f1, fo de C7 (isto €, dados C-morfismos f; : X1 — Y] e
fo: Xo = Ys), um morfismo de f; em fo é um par (j: X7 — Xo, k: Y] = Y3)
de C-morfismos tais que fy o€ j = ko fi;

- para qualquer C7-objeto f : X — Y, o morfismo identidade z‘d?_) € 0 par
(idS. idy);

- a composicao (3, k') o (j, k) dos morfismos (j, k) : f1 = fa e (j, k) : fo = f3
€ 0 morfismo (j' o€ 4,k oC k) : fi — f3.




teoria de categorias 7

4.4 Morfismos especiais

No estudo de conjuntos e funcoes tém especial destaque as fungoes que satisfazem
propriedades tais como injetividade, sobrejetividade e bijetividade. Tais proprieda-
des motivaram a definicao de conceitos analogos para morfismos de categorias.

Definigao 4.4.1. Sejam C uma categoria e A, B € Obj(C).
Um morfismo f : A — B de C diz-se um monomorfismo se f ¢ cancelavel a
esquerda, i.e., se para quaisquer morfismos g,h: C — A,

feg=foh=g=h.
Um monomorfismo f de A em B também se diz uma tnclusao de A em B e é

usualmente representado por f: A— B ou A— B.
Caso ezista um monomorfismo de A em B, entao A diz-se um subobjeto de B e
escreve-se A C B.

E simples perceber que o conceito de monomorfismo surge como uma abstracao
da nogao de funcao injetiva. De facto, a respeito de monomorfismos e de fun¢oes
injetivas na categoria Set, prova-se o resultado seguinte.

Proposicao 4.4.2. Na categoria Set, os monomorfismos sao exatamente as aplica-
coes injetivas.

Demonstracao. Seja f : A — B uma fungao injetiva ¢ sejam g, h : C' — A fungoes
tais que fog = foh. Entao tem-se necessariamente g = h. Com efeito, se
admitirmos que g # h, existe ¢ € C tal que g(c) # h(c) e, uma vez que f é injetiva,
segue que f(g(c)) # f(h(c)), o que contradiz fog= foh.

Reciprocamente, admitamos que f : A — B ¢ um monomorfismo. Sejam a,a’ € A
tais que a # a’. No sentido de provar que f(a) # f(d’), consideremos um conjunto
singular {z} e as fungdes

a: {z} — A ad: {2z} = A
T o oa ¢ r — ad’

Uma vez que @ # a’ e f é um monomorfismo, entao foa # foa’. Assim,

fla) = (foa)(x) # (f od)(z) = f(d).
Logo f é injetiva. O

Tal como acontece na categoria Set, em muitas outras categorias nas quais os
morfismos sao fungoes verifica-se que os monomorfismos sao exatamente as fungoes
injetivas; tal acontece, por exemplo, em muitas categorias de “conjuntos estrutura-
dos” tais como as categorias Grp, Rng, Vecty. Porém, existem categorias cujos
morfismos sao fungoes, mas em que estes dois conceitos nao coincidem. De facto,
embora da demonstracao anterior seja claro que numa categoria concreta todas as
funcgoes injetivas sao monomorfismos, existem categorias cujos morfismos sao fungoes
e nas quais a classe dos monomorfismos nao coincide com a classe das funcoes inje-
tivas.
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Definigao 4.4.3. Sejam C uma categoria e A, B € Obj(C).
Um morfismo f : A — B de C diz-se um epimorfismo se f ¢é cancelavel a
direita, i.e., se para quaisquer morfismos g, h: B — C,

gof=hof=g=h.

. . f
Um epimorfismo f de A em B € usualmente representado por f : A - B ou A - B.
Caso exista um epimorfismo de A em B, diz-se que B € um objeto quociente de

A

A nogao de epimorfismo é dual da no¢ao de monomorfismo. Assim, um morfismo
f é um epimorfismo numa categoria C se e s6 se f é um monomorfismo na categoria

dual CP.

O conceito de epimorfismo surge como uma abstracao do conceito de funcao
sobrejetiva e na categoria Set verifica-se o seguinte.

Proposicao 4.4.4. Os epimorfismos na categoria Set sao exatamente as fungoes
sobrejetivas.

Demonstracao. Sejam [ : A — B uma funcao sobrejetiva e g,h : B — C funcoes
tais que g # h. Entao, para algum b € B, g(b) # h(b) ¢, uma vez que f é sobrejetiva,
existe a € A tal que f(a) =0b. Assim, g(f(a)) # h(f(a)) e, portanto, go f # ho f.
Logo f é um epimorfismo.

Reciprocamente, suponhamos que f : A — B nao ¢ uma funcao sobrejetiva. Entao
existe b € B tal que, para todo a € A, b # f(a). No sentido de provar que f nao ¢é
um epimorfismo, consideremos duas fungoes g, h : B — {0, 1} definidas da seguinte
forma:

(i) g(a) = h(a) =0, para todo a € B tal que a # b,

(i) h(b) = 1.

Entao go f = ho f, mas g # h e, portanto, f nao é um epimorfismo. O

Da prova anterior segue que numa categoria concreta todo o morfismo sobrejetivo
é um epimorfismo. Porém, a implicacao contréaria nao é em geral verdade. De facto,
embora na categoria Set os epimorfismos coincidam com as fungoes sobrejetivas, tal
nao é em geral verdade para outras categorias cujos morfismos sao fungoes.

Exemplo 4.4.5. Na categoria Mon, consideremos os mondides (Z,+,0) e (Ng, +,0).
A funcao de inclusao i : Ng — 7Z, que a cada inteiro nao negativo z associa o inteiro
z, € um monomorfismo. FEsta funcao também é um epimorfismo, pois assumindo
que g € h sao dois morfismos do mondide (Z;+,0) num mondide (E;*,1g) tais que
goi= hoi, prova-se que g = h. De facto, se z > 0, entdo i(z) = z, donde seque
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que h(z) = h(i(z)) = g(i(z)) = g(z). Se z < 0, entdo —z > 0, pelo que —z € Ny e,
portanto,

9(z) = g(2)*1p

= g(z) * h(0)

= g(2)*xh(—2z+2)

= g(z) * (h(—2) * h(2))

= 9(2) x (h(i(=2)) x h(z))

= 9(2) = (g(i(—2)) * h(2))
(9(2) x g(i(—2))) * h(2)
(9(2) x g(—2)) x h(2)
9(z + (—2)) * h(z)
9(0) = h(2)

= lpxh(2)

= h(2).

Uma vez que g(z) = h(z), para todo z € 7Z, tem-se g = h e, portanto, i € um
epimorfismo. No entanto, a fungdo i nao € sobrejetiva.

Proposicao 4.4.6. Sejam C uma categoria e f: A — B, g: B — C morfismos de
C. Entao:

(1) Para qualquer objeto A de C, idy € um monomorfismo e um epimorfismo.

(2) Se f e g sao monomorfismos (respetivamente, epimorfismos), entao g o f é
um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo).

(3) Se go f é um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo), entao f é um
monomorfismo (respetivamente, g é um epimorfismo).

Demonstracao. (1) Trivial.

(2) Suponhamos que f e g sdo monomorfismos. Sejam ¢ : D — Aej: D — A
morfismos de C tais que (go f)oi = (go f)oj. Pretendemos mostrar que i = j.
Ora, assumindo que (go f)oi = (go f) o j, entdo, por associatividade, tem-se
go(foi)=go(foyj). Uma vez que g é um monomorfismo, segue que foi = foj.
Por dltimo, atendendo a que f é um monomorfismo tem-se i = j.

De forma similar prova-se que se f e g sao epimorfismos, entao go f é um epimorfismo.

(3) Suponhamos que g o f é um monomorfismo. Pretendemos mostrar que, para
quaisquer i : D = Aej: D — A se foi= foj entao i = j. De facto, se
foi=foj, entdo go(foi)=go(foj). Porconseguinte, (go f)oi= (go f)oy
e atendendo a que g o f é um monomorfismo vem que ¢ = j.

De forma analoga prova-se que se go f é um epimorfismo, entao g é um epimorfismo.
O

Definicao 4.4.7. Sejam C uma categoria. Um C-morfismo f : A — B diz-se um
bimorfismo se é simultanemente um monomorfismo e um epimorfismo.
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Apresentam-se de seguida mais alguns tipos especiais de morfismos.

Definicao 4.4.8. Sejam C uma categoria e f: A — B um morfismo de C. Diz-se
que:

- [ € invertivel a direita se existe um morfismo g : B — A de C tal que
fog=idg; neste caso, o morfismo g diz-se um um inverso direito de f.

- [ € mwvertivel a esquerda se existe um morfismo g : B — A de C tal que
go f =1dy; neste caso, o morfismo g diz-se um um tnverso esquerdo de

f

Sejam C uma categoria e f : A — Beg: B — A morfismos de C. Entao
f:B — Aeg: A — B sao morfismos de C?. Assim, se go [ = idy em C,
tem-se fog =idy em C. Por conseguinte, os conceitos de inverso direito e inverso
esquerdo sao duais.

Com base na definicao anterior é simples estabelecer o resultado seguinte, cuja
prova fica ao cuidado do leitor.

Proposicao 4.4.9. Sejam C uma categoria ¢ f: A — B e g: B — C morfismos
de C.

(1) Para todo A € Obj(C), ids ¢ invertivel a direita e a esquerda.

(2) Se f e g sao invertiveis a direita (respetivamente, esquerda), entao g o f ¢
invertivel a direita (respetivamente, esquerda,).

(3) Se go f € invertivel a direita (respetivamente, esquerda), entao g é invertivel
a direita (respetivamente, f € invertivel a esquerda).

Observe-se que existem morfismos que podem nao ter qualquer inverso esquerdo;
por exemplo, na categoria Set, a fungdo f : {0,1} — {1} definida por f(0) =
f(1) = 1 ndo tem inverso esquerdo. Verifica-se também que um mesmo morfismo
pode ter mais do que um inverso esquerdo; se consideramos na categoria Set a
funcao f : {0,1} — {0, 1,2} definida por f(0) =0 e f(1) = 1, entdo os morfismos
g,h : {0,1,2} — {0,1} definidas por ¢g(0) = ¢g(2) = 0, g(1) = 1 e h(0) = 0,
h(1) = h(2) = 1 sdo ambos inversos esquerdos de f. Pelo Principio de Dualidade,
um morfismo pode também nao ter qualquer inverso direito ou pode ter varios. Na
categoria Set é, no entanto, possivel garantir a existéncia de inverso esquerdo e
inverso direito para certos morfismos.

Proposicao 4.4.10. Na categoria Set, todo o monomorfismo com dominio nao
vazio € invertivel a esquerda e todo o epimorfismo € invertivel a direita.
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Demonstracao. Seja f : A — B um monomorfismo com dominio nao vazio. Entao
A # () e f é injetiva. Por conseguinte, é possivel definir uma fungao g : B — A da
seguinte forma: ¢(f(a)) = a, para todo a € A e g(b) = ag, se b € f(A), onde ag é
um elemento fixo em A. A funcdo g é um inverso esquerdo de f.

Se f: A — B é um epimorfismo, entao f é sobrejetiva. Neste caso, pode definir-
-se uma fungdo h : B — A da seguinte forma: para todo b € B, h(b) = a, onde a é
um elemento fixo em A tal que f(a) = b. Esta fungdo h é um inverso direito de f.
Note-se que se f nao é injetiva, este inverso nao é unico. O

O resultado anterior nao é valido em todas as categorias, ou seja, nem todo o
monomorfismo é um morfismo invertivel a esquerda e nem todo o epimorfismo é
invertivel a direita. Por exemplo, na categoria 2, o inico morfismo de um objeto no
outro é um epimorfismo e um monomorfismo, mas nao tem nem inverso direito nem
inverso esquerdo.

Proposicao 4.4.11. Seja f : A — B um morfismo numa categoria C.
(1) Se f ¢ invertivel a esquerda, entao f é um monomorfismo.
(2) Se f ¢ invertivel a direita, entao f ¢ um epimorfismo.

Demonstragao. (1) Suponhamos que [ é invertivel a esquerda. Entao f tem um
inverso esquerdo, isto é, existe g : B — A tal que go f = id,. Por conseguinte, para
quaisquer morfismos 7,7 : C' — A

foi=foj = go(foi)=go(foy)
= (gof)oi=(go f)oj (por associatividade)
= ddpoi=rtddyo] (g ¢ inverso esquerdo de f)
= Q=

(2) Imediato por dualidade. O

Proposicao 4.4.12. Seja f : A — B um morfismo numa categoria C. Se
g : B — A € um inverso direito de f e h : B — A é um inverso esquerdo de
f, entao g = h.

Demonstracao. Seja f: A — B um morfismo em C tal que g : B — A é um inverso
direito de f e h : B — A é um inverso esquerdo de f. Entao

g=idyog=(hof)og=ho(fog)=hoidg=h. 0
Definicao 4.4.13. Um morfismo f : A — B de uma categoria C diz-se um tsomor-

fismo ou um morfismo invertivel se é simultaneamente invertivel a direita e a
esquerda. Um isomorfismo f de A em B é usualmente representado por f : A — B.
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Exemplo 4.4.14.
(1) Na categoria Set, os isomorfismos sao exatamente as fungoes bijetivas.
(2) Na categoria Grp, os isomorfismos sao os homomorfismos de grupo bijetivos.

Dos resultados que se estabelecem a seguir é imediato que caso exista um iso-
morfismo de um objeto A num objeto B também existe um isomorfismo de B em
A. Assim, caso exista um isomorfismo de um objeto A num objeto B diz-se apenas
que os objetos A e B sao isomorfos e escreve-se A = B.

Proposigao 4.4.15. Seja C uma categoria.
(1) Para todo A € Obj(C), ida é um isomorfismo.

(2) Se f: A — B € um isomorfismo, entdo existe um unico morfismo g: B — A
tal que go f =1idy e fog=1idg.

Demonstracao. Imediato a partir das proposicoes 4.4.9 e 4.4.12. O

Definicao 4.4.16. Seja f : A — B um isomorfismo numa categoria C. Designa-se
por inverso de f, ¢ representa-se por f1, o 1inico morfismo f~1: B — A tal que

ftof=didyefofl=idg.

Proposicao 4.4.17. Se f : A — B ¢é um isomorfismo numa categoria C, entao
f~t: B — A também é um isomorfismo.

Demonstracao. Tmediato a partir da proposicao anterior. O

A prova do resultado seguinte é um exercicio simples que fica ao cuidado do
leitor.

Proposicao 4.4.18. Sejam f: A — B e g: B — C isomorfismos numa categoria
C. Entao go f é um isomorfismo e o seu inverso é f~'o g 1.

Proposicao 4.4.19. Seja f : A — B um morfismo numa categoria C. Se f ¢é
um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo) e € invertivel a direita (respetiva-
mente, invertivel a esquerda), entao f é um isomorfismo.

Demonstracao. Seja f: A — B um monomorfismo invertivel a direita. Entao existe
g: B — Atalque fog =idg. Logo (fog)of =idgof = f,donde fo(gof) = foida.
Por conseguinte, atendendo a que f é um monomorfismo, tem-se go f = id4. Assim,
g é simultaneamente um inverso direito e um inverso esquerdo de f e, portanto, f é
um isomorfismo.

Dualmente, se f : A — B é um epimorfismo invertivel a esquerda, entao f é um
isomorfismo. O
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Observe-se que da Proposicao 4.4.11 é imediato que todo o isomorfismo é um
bimorfismo. Contudo, um bimorfismo nao é necessariamente um isomorfismo. J&
apresentamos anteriormente um exemplo desta situacao na categoria 2. Na categoria
Mon também é possivel encontrar bimorfismos que nao sao isomorfismos. De facto,
(Ng,+,0) e (Z,+,0) sdo objetos desta categoria e a fungao i : Ny — Z, que a
cada inteiro nao negativo z associa o respetivo inteiro z, nao é invertivel, mas é um
monomorfismo e um epimorfismo.

Definicao 4.4.20. Uma categoria C diz-se equilibrada se todo o bimorfismo € um
isomorfismo.

Exemplo 4.4.21. A categoria Set € equilibrada, mas a categoria Mon nao €.

4.5 Objetos iniciais, objetos terminais

Nesta sec¢ao consideram-se caracterizagoes abstratas do conjunto vazio e dos
conjuntos singulares da categoria Set e de outros objetos estruturalmente similares
existentes em outras categorias.

Definicao 4.5.1. Seja C uma categoria.

- Um objeto I de C diz-se um objeto inicial se, para qualquer objeto X de C,
existe um, e um so, morfismo I — X.

- Um objeto T de C diz-se um objeto terminal sec, para qualquer objeto X de
C, cmiste um, ¢ um so, morfismo X — T.

Exemplo 4.5.2.

(1) Na categoria Set, o conjunto vazio € um objeto inicial e qualquer conjunto
singular {x} € um objeto terminal. Note-se que a categoria Set tem wm tunico
objeto inicial e tem vdrios objetos terminais.

(2) Na categoria Grp, um grupo trivial € um objeto inicial e terminal.
(3) Na categoria Poset, qualquer c.p.o. ({x},{(z,x)}) € um objeto terminal.

(4) Considerando o c.p.o. (Ng, <) como uma categoria, o inteiro zero € o unico
objeto inicial e nao existem objetos terminais. O c.p.o. (Z,<) nao tem objetos
iniciais nem objetos terminais.

(5) Um c.p.o., encarado como uma categoria, tem objeto inicial se e s6 se tem
elemento minimo e tem objeto terminal se e so se tem elemento maximo.

Os exemplos anteriores permitem perceber que certas categorias nao tém qual-
quer objeto inicial nem qualquer objeto terminal e que existem categorias que podem
ter vérios objetos iniciais ou varios objetos terminais. Caso uma categoria tenha
mais do que um objeto inicial (respetivamente, terminal) prova-se que este é unico
a menos de isomorfismo.
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Proposicao 4.5.3. Os objetos iniciais (respetivamente, terminais) de uma catego-
ria C, caso existam, sao unicos a menos de isomorfismo. Reciprocamente, se I é
um objeto inicial (respetivamente, terminal) e I = J, entao J é um objeto inicial
(respetivamente, terminal).

Demonstracao. Se I e J sao objetos iniciais numa categoria C, entao existem mor-
fismos tnicos f: I — Jeg:J — I. Por conseguinte, g o f é um morfismo de I em
I. O morfismo identidade id; também é um morfismo de I em I. Mas, atendendo a
que I é um objeto inicial, existe um tnico morfismo de I em [I; logo go f = id;. De
modo andlogo, tem-se f o g = idy. Logo g é inverso direito e inverso esquerdo de f
e, portanto, f é um isomorfismo. Assim, [ = .J.

Reciprocamente, sejam I e J objetos de C tais que I é um objeto inicial e I = J.
Entao existe um isomorfismo i : I — .J e, para cada objeto X de C, existe um tnico
morfismo f : I — X. Logo, existe um morfismo foi~':.J — X e prova-se que
este é o unico C-morfismo de J em X. De facto, se g : J — X é um morfismo em
C, tem-se goi : I — X e, por conseguinte, goi = f. Logo g = foi~'. Assim,
para cada objeto X de C, existe um tnico C-morfismo J — X e, portanto, J é um
objeto inicial de C.

Dualmente, prova-se o resultado a respeito de objetos terminais. O

Nos exemplos anteriores verificou-se que um mesmo objeto pode ser simulta-
neamente inicial e terminal.

Definicao 4.5.4. Um objecto 0 de uma categoria C que seja simultancamente inicial
e terminal diz-se um objeto zero.

Note-se que uma categoria pode ter objetos iniciais e objetos terminais ¢ nao
ter objeto zero. Por exemplo, a categoria Set nao tem objeto zero. A categoria
representada pelo diagrama seguinte

ides
c

hof=yg h

' f N

day B )s
f/

também é exemplo de uma categoria com objetos iniciais (A e B), com um objeto
final (C') e que nao tem objeto zero.

Se C é uma categoria com objeto zero 0, entao, para quaisquer objetos A e B
existem, a menos de isomorfismo, morfismos tinicos €4 : A — 0 e £ : 0 — B.
Considerando a composicio £ o€, : A — B, prova-se que este morfismo depende
apenas de A e B e nao depende de 0.
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Proposicao 4.5.5. Sejam C uma categoria, 0 e 0 objetos zero e A, B objetos de
C. Entao o diagrama sequinte comuta

0 & B
§A‘ ‘5'3
Ag, 0

ie, oy =€P0g,.

Demonstracao. Como 0 e 0’ s@o objetos zero, existe um isomorfismo entre eles. Seja
f:0— 0 esse isomorfismo. Entao

fota=¢€, e €Pof=¢"

donde
Ea=fTlog, e P =0y
Logo
Poty=("of)o(f o)== o(fof ot =0l O

A proposicao anterior garante que numa categoria com objeto zero, para quais-
quer dois objetos A e B da categoria, existe um tnico morfismo nulo de A em B.

Definicao 4.5.6. Sejam C uma categoria, O um objeto zero de C, A e B objetos
de C, &4 A — 0 o dnico morfismo de A em 0 ¢ 8 : 0 — B o dnico morfismo de
0 em B. Designa-se por morfismo nulo de A em B, ¢ representa-se por 04 p, 0
morfismo £ o &4.

Exemplo 4.5.7. Na categoria Grp, se H e G sao grupos, {1¢} é um objeto zero e
0 morfismo
OH,G H — G
r — lg

¢ o morfismo nulo de H em G.

Proposicao 4.5.8. Seja C uma categoria com objeto zero. A composta de um
morfismo nulo com qualquer outro morfismo € ainda um morfismo nulo.

Demonstracao. Sejam C uma categoria, 0 um objeto zero de C, A, B, C objetos de
Ce f:(C — Aum morfismo de C. Entao

Oupof = (EPoa)of
= &Po(Es0f)
= Pole

Oc.B
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4.6 Produtos e coprodutos

As nogbes que a seguir se apresentam permitem caracterizar de forma abstrata
conceitos bem conhecidos tais como produto cartesiano de conjuntos, produto direto
de algebras e uniao disjunta de conjuntos.

Definicao 4.6.1. Sejam C uma categoria e Ay, Ay objetos de C. Chama-se pro-
duto de A, e Ay a um par (P, (pi)icr1,2}), onde P € um objeto de C e py : P — A,
e py: P — Ay sao C-morfismos tais que, para cada objeto S de C e para quaisquer
C-morfismos f1 : S — Ay e fo: S — As, existe um unico C-morfismo u : S — P
tal que pyou = f1 e papou = fo, i.e., tal que o diagrama sequinte comuta

N\

Ay P A,
b1 D2

O morfismo p; designa-se por projecao de indice i.

Exemplo 4.6.2.

(1) Na categoria Set, o par (A; X As, (p1,p2)), onde Ay X Ay € o produto cartesiano
dos conjuntos Ay e As e p; @ Ay X Ay — A;, i € {1,2}, € a projecao-i, € um produto
dos objetos Ay e As.

(2) Na categoria Grp, o par (Gy X Ga, (p1,p2)), onde Gy X Gy € o produto direto dos
grupos Gi e Gy e p; - Gy x Gy — Gy, i € {1,2}, € a projecao-i, € um produto dos
objetos G1 e Gs.
(3) Considerando um conjunto parcialmente ordenado P como uma categoria, o
produto de dois elementos p,q € P é um elemento p X q € P, juntamente com
projecoes

pPXqsp

PXqg=gq

tais que, para qualquer elemento s € P, se
s<pes=gq

entio s < p X q; ou seja, p X q € o infimo de {p,q}.

Proposicao 4.6.3. O produto de dois objetos de uma categoria € unico a menos de
isomorfismo.

Demonstragdo. Sejam C uma categoria, A;, Ay objetos de C e (P, (pi)ief1,2}) €
(Q. (¢i)ieq1,2y) produtos de A; e Ay. Entao, uma vez que () é um produto de A; e
Ay, existe um unico morfismo i : P — () tal que ¢ oi = p; e g2 07 = py. De forma
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andloga, como P é um produto de A; e Ay, existe um unico morfismo j : ) — P
tal que pyoj=¢qi e pyoj = qo.

Assim, pyojoi = p; e ppojoi = py. Por conseguinte, atendendo a que p oidp = py
e py o idp = po, resulta da condigao de unicidade que j o7 = idp. De forma similar
prova-se que i o j = idg. Logo i : P — () é um isomorfimo. (I

Nas condigoes da definigao anterior, e caso exista o produto dos objetos A; e Ag,
0 objeto P ¢ usualmente representado por A; x Ay e o morfismo u, univocamente
determinado pelos morfismos fi, fo, ¢ representado por < fi, fo >.

O conceito de produto de dois objetos de uma categoria C pode ser generalizado
a familias de objetos de C.

Definicao 4.6.4. Secjam C uma categoria e (A;)ic; uma familia de objetos de C.
Chama-se produto de (A;)ic; a um par (P, (p;)icr), onde P é um objeto de C e
pi: P — A;, i€ 1, sao C-morfismos tais que, para cada objeto S de C e para cada
familia {f; : S — A;}ier de C-morfismos, existe um inico C-morfismo v : S — P
tal que p; ou = f;, para todo i € I.

Nas condigoes da definigdo anterior, se |I| = n para algum n € Ny, o pro-
duto (P, (p;)ier) diz-se n-drio; em particular, se |I| = 0,1,2 ou 3 o produto diz-se
nuldrio, undrio, bindrio ou terndrio, respetivamente.

Observe-se que os produtos nuldrios de uma categoria coincidem com os objetos
terminais. De facto, se (P; (pi)icg) € um produto de uma familia (A;);cp de objetos
de uma categoria C, entao P é um objeto de C tal que, para qualquer objeto S
de C, existe um tnico morfismo u : S — P. Reciprocamente, se P é um objeto
terminal, entao (P; (p;)icg) é um produto nuldrio.

Os produtos unarios existem para qualquer objeto A de uma categoria C; de
facto, (A, (id4)) é um produto de (A).

Definigao 4.6.5. Se C ¢ uma categoria em que toda a familia finita de objetos tem
produto, diz-se que C tem produtos finitos. Se C é uma categoria em que toda
a familia de objetos tem produto, diz-se que C tem produtos.
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Dualmente, define-se coproduto de dois objetos de uma categoria C.

Definicao 4.6.6. Sejam C uma categoria e Ay, Ay objetos de C. Chama-se copro-
duto de A, e Ay a um par (Q, (i;)jeq1,23), onde Q € um objeto de C eiy : Ay — Q
e iy : Ay = @ sao C-morfismos tais que, para cada objeto Z de C e para quaisquer
C-morfismos g1 : A1 = Z e g3 : Ay — Z, existe um unico C-morfismo v : Q — Z
tal que voiy = g1 e v oy = o, i.€., tal que o diagrama sequinte comuta

A
9/1 \92

Al ——Q—4

(31 12

O morfismo i; designa-se por injecao de indice j.

Proposicao 4.6.7. O coproduto de dois objetos de uma categoria € unico a menos
de isomorfismo.

Demonstracao. Segue por dualidade da prova apresentada para a Proposi¢ao 4.6.3.

O

Caso exista o coproduto (@, (i;)eq1,2) de dois objetos Ay ¢ Ay de uma categoria
C, o0 objeto ) é usualmente representado por A; + A, e o morfismo v referido na
defini¢ao anterior, univocamente determinado pelos morfismos g; ¢ go, ¢ representado

por (g1, ga).

Exemplo 4.6.8.

(1) Na categoria Set, o coproduto de dois conjuntos Ay e Ay corresponde a sua uniao
disjunta, onde Ay + Ay pode ser definido, por exemplo, por

A+ Ay ={(a,1):a€ A1} U{(a,2)]|a € As}
e cujas funcoes injecao sao naturalmente definidas por
i1(a) = (a,1) eiy(a) = (a,2).
Dadas funcoes g1 e go nas condicoes descritas no diagrama sequinte

Z

g1 [917 92] g2

AL+ Ay

i1 i

A1 AQ

define-se
gi(x) se d =1

91, gol(,0) = { g2(x) se § =2
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Entao, se h : Ay + Ay — Z € uma funcao tal que hoiy = g, e hoiy = go, tem-se
h(xa 5) = [gla 92](377 5)7 para qualquer (J?, 5) € Al + AQO

(2) Considerando um conjunto parcialmente ordenado P como uma categoria, o
coproduto de dois elementos p,q € P é um elemento p + q € P, juntamente com
imjegoes

p=ptq

q<p+tq

tais que, para qualquer elemento z € P, se
pszeq=<z,

entao p + q < z; ou seja, p+ q € o supremo de {p,q}.

De forma anéloga ao que foi feito no caso dos produtos, a nocao de coproduto
pode ser generalizada a familias arbitrarias de objetos.

Definigao 4.6.9. Sejam C uma categoria ¢ (A;)je; uma familia de objetos de C.
Chama-se coproduto de (A;)jc; a um par (Q; (i;)jes), onde Q) € um objeto de C e
i; 0 Ay — Q, j € J, sao C-morfismos tais que, para cada objeto Z de C e para cada
familia {g; : A; = Z};ey de C-morfismos, existe wm unico C-morfismo v : Q) — Z
tal que v oi; = g;, para todo j € J.

Um coproduto (Q, (¢;)ics) diz-se n-drio se |J| = n, com n € Ny; se [J| =0,1,2
ou 3 o coproduto diz-se nuldrio, undrio, bindrio ou terndrio, respetivamente.

Dualmente ao que sucede nos produtos, os coprodutos nularios de uma categoria
coincidem com os objetos iniciais e os coprodutos unarios também existem para
qualquer objeto A de uma categoria C.

Definicao 4.6.10. Se C € uma categoria em que toda a familia finita de objetos
tem coproduto diz-se que C tem coprodutos finitos. Se C ¢é uma categoria em
que toda a familia de objetos tem coproduto diz-se que C tem coprodutos.

4.7 Igualizadores e coigualizadores

A nocao de igualizador generaliza conceitos tais como o de kernel de um ho-
momorfismo de grupo e a nocao de coigualizador generaliza o conceito de conjunto
quociente por uma relacao de equivaléncia.

Definicao 4.7.1. Sejam C uma categoria e f,g : A — B morfismos de C. Um
par (I,i), onde I € um objeto de C e i : I — A é um C-morfismo, diz-se um
igualizador de f e g se:

(i) foi=goi;
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it) para qualquer C-morfismo i : I' — A tal que foi = goi, existe um unico
(i) para qualq q goi,
C-morfismo u : I' — I tal que iou =1

Definigao 4.7.2. Sejam C uma categoria, I um objeto de C e i : [ — A um
morfismo em C. Diz-se que (1,i) é um igualizador em C se existem morfismos
f:A—= Beg:A— B tais que (I,i) € um igualizador de f e g.

Diz-se que a categoria C tem igualizadores se para qualquer par de C-morfismos
f.g: A — B eziste um igualizador.

Exemplo 4.7.3.
(1) Na categoria Set, sejam f,g: A — B fungoes e seja I ={a € A: f(a) =g(a)}.
Entao o par (1,i), onde i € a fun¢dao inclusao de I em A

i1 — A
T = x

b

¢ um igualizador de f e g.

; ' ! ! .

(2) Na categoria Grp, sejam G, = (Gy;+, ' 1) e Go = (G-, ', 1ag,) grupos,
f: G1 = Gy um homomorfismo de grupos, ¢ : G — Go 0 homomorfismo trivial (i.e.,
o homomorfismo que a cada elemento de Gy associa o elemento neutro de Gy) e seja
I={xe G : flz)=9¢x)=1g,}. Entao o par (I,i), onde i é a fung¢ao inclusao
de I em G,

¢ um igualizador de f e ¢.

Proposicao 4.7.4. Sejam f : A — B e g : A — B morfismos de uma categoria
C. Se(l,i:I—A)e(I')i':I'— A) sio igualizadores de [ e g, entdo I e I' sao
isomorfos.

Demonstracao. Sejam C uma categoria, f : A — B e g: A — B morfismos de C,
(I,i: 1 — A)e (I')i':I' — A) igualizadores de f e g. Uma vez que (/,i) é um
igualizador de f e g, tem-se f oi = g oi. Entao, atendendo a que (I’,7') também é
um igualizador de f e g, existe um, e um s6, morfismo w : I — I’ tal que ' ou = 1.
Considerando que (I’,4') é um igualizador de f e g, também se tem foi' = go7'
Logo, como (I,7) é um igualizador de f e g, existe um, e um sé morfismo v : I’ — [
tal que sov = ¢'. Além disso, como (I, i) é um igualizador de f e g, sabe-se que existe
um, e um sé6, morfismo w : I — I tal que 7 o w = 4, esse morfismo é o morfismo id;.
Uma vez que vou é um morfismo de [ em [ e io(vou) = i, segue que vou = id;. De
modo anélogo prova-se que ¢ o v = idy. Assim, u é invertivel a direita e a esquerda
e, portanto, u é um isomorfismo de I’ em I. Logo I e I’ sao isomorfos. O
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Proposicao 4.7.5. Sejam C uma categoria, A e I objetos de C ei : I — A um
C-morfismo. Se (1,i) é um igualizador em C, entdo i € um monomorfismo.

Demonstragao. Seja (I,i : I — A) um igualizador em C. Entao existem
C-morfismos f : A — Beg: A — B tais que (/,i) é um igualizador de f e
g. Pretendemos mostrar que ¢ é um monomorfismo, ou seja, que para quaisquer
C-morfismos k: C —1Teh:C — 1,

tok=ioh=Fk=nh.

De facto, se k : C — A e h: C — A sao C-morfismos tais que 20k = ioh e se
considerarmos z =iok =1i0h _ F
i

I A

B

g

tem-se

foz=foliok)=(foi)ok=(goi)ok=go(iok)=goz

Mas (1,4) é un igualizador de f e g, pelo que existe um tnico morfismo v : C' — [
tal que i ou = z. Entao, como io0k =ioh = 2z resulta que k = h = u. Logo 7 ¢ um
monomorfismo. O

Proposicao 4.7.6. Sejam C uma categoria, A e I objetos de C ei : [ — A um
C-morfismo. Se (1,i) é um igualizador em C e i é um epimorfismo, entao i é um
isomorfismo.

Demonstragao. Sejam (I,i: [ — A) um igualizadorem Ce f: A— Beg: A— B
morfismos dos quais (/,4) é um igualizador. Entao foi = goi. Se i é um epimorfismo
segue que f = g, donde foidy = goidy.

i =y
I A B

%1‘4
A

Atendendo a que (1,14) é um igualizador de f e g, existe um tnico morfismowu : A — [
tal que 7 o u = id 4, donde resulta que iowuoi =idy 0ot =1 =1io01id;. Entao, como
todo o igualizador é um monomorfismo, segue que w o i = id;. Logo u é um inverso
direito e um inverso esquerdo de 7 e, portanto, ¢ é um isomorfismo. O

u

Definigao 4.7.7. Sejam C uma categoria com objeto zero 0, N um objeto de C e
f:A— B um C-morfismo. Diz-se que N é um niicleo de f (ou um kernel de f)
se existe algum C-morfismo i : N — A tal que (N,i) é um igualizador de f e 04 p.
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Da definicao anterior resulta imediatamente que dois nicleos de um mesmo mor-
fismo f : A — B sao isomorfos. O nucleo de f (kernel de f) é, usualmente, repre-
sentado por Nucf (ou kerf).

Proposicao 4.7.8. Se f : A — B é um monomorfismo numa categoria com objeto
zero 0, entao Nucf = 0.

Demonstragio. Se f : A — B é um monomorfismo prova-se que (0,64 :0 — A) é
igualizador de f e 04 5. De facto, como 0 é objeto inicial e f o &4 e 045 0 &4 sdo
morfismos de 0 em B, tem-se

fo&t=04p0¢E"N
Além disso, se admitirmos que 7' : K — A é um C-morfismo tal que
foi = 04,5 od,
ie., é tal que

fo il = OK,Ba

prova-se que existe um unico morfismo v : K — 0 tal que 4 ou = /. Com efeito,

de
foi =0k ¢ foOxas=0kp

vem que
fOi, :fOOK,A»

pelo que ' = 0k, 4, pois f ¢ um monomorfismo. Entao existe u = &k tal que
&1 owu =14 Note-se que u s6 pode ser ., uma vez que 0 é objeto terminal.

Assim, (0,&1) é um igualizador de f ¢ 0 A8 ¢, portanto, Nucf = 0. O
Considerando o dual da defini¢ao de igualizador tem-se a noc¢ao de coigualizador.

Definicao 4.7.9. Sejam C uma categoria e f,g : A — B morfismos de C. Um
par (K. k), onde K € um objeto de C e k : B — K € um C-morfismo, diz-se um
coitgualizador de f e g se:

(i) kof=koy;

(i1) para qualquer C-morfismo k' : B — K’ tal que k' o f = k' o g, existe um tinico
C-morfismov : K — K' tal que vok = k.
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Definicao 4.7.10. Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k : B — K um
morfismo em C. Diz-se que (K, k) é um coigualizador em C se existem morfismos
f:A— Beg:A— B tais que (K, k) é um coigualizador de f e g.

Diz-se que a categoria C tem cotgualizadores se para qualquer par de C-morfismos
fig: A — B existe um coigualizador.

Sendo o conceito de coigualizador dual da nogao de igualizador, sdo imediatos
os resultados seguintes.

Proposicao 4.7.11. Sejam f : A — B e g : A — B morfismos de uma categoria
C. Se (K.k:B— K) e(K',k:B— K') sao coigualizadores de [ e g, entao K e
K’ sao isomorfos.

Demonstracao. Imediato por dualidade da Proposicao 4.7.4. O

Proposicao 4.7.12. Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k : B — K um
morfismo em C. Se (K, k) é um coigualizador em C, entao k ¢é um epimorfismo.

Demonstracao. Imediato por dualidade da Proposicao 4.7.5. O

Proposicao 4.7.13. Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k: B — K um
morfismo em C. Se (K, k) € um coigualizador em C e k é um monomorfismo, entio
k ¢ wm isomorfismo.

Demonstracao. ITmediato por dualidade da Proposicao 4.7.6. O

Exemplo 4.7.14. Na categoria Set, sejam X um conjunto, R C X x X uma rela¢cao
de equivaléncia em X e considere-se o diagrama

R
] T2
u
X X x X X
b1 b2
onde r1 e ry sao as funcoes de R em X definidas por

rn: R — X rn: R — X
(a,b) — a (a,b) — b

e p1 € pg sao as projecoes de X x X em X. Entao a aplicacao natural

mr: X — X/R
r +— [z]g

¢ um coigualizador de r1 e ry. De facto, para qualquer (z,y) € R, tem-se
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(mror)(z,y) = Tr(ri(z,y)) = Tr(z) = [2]x,

(mrora)(z,y) = wr(ro(z,y)) = mr(Y) = [Y]r,

pelo que (mgom)(z,y) = (TR 0 72)(7,y), pois [x]r = [y|r. Logo mrori = m 07
Além disso, para qualquer f : X — 'Y tal que fory = fory, existe uma dnica
aplicagao f : X/R =Y tal que formp=f.

r1 TR

R—=X X/R

N

Y

De facto, a correspondéncia [ de X/R em X definida por f([z]r) = f(x), para
qualquer [x]r € X/R, é uma aplica¢ao nas condi¢oes indicadas. Comecemos por
verificar que f € uma aplicagio. Para todo [x]r € X/R, € imediato que f([x]g) €Y,
pois [([x]r) = f(x) e f é uma aplicacio de X em Y. Além disso, para quaisquer
[z|r, [ylr € X/R, se [x]r = [y|r, lem-se (x,y) € R, pelo que

f(z]r) = [f(z)
J(ri(z,y))
(for)(z,y)
(fora)(z,y)
f(ra(z,y))
Y)

[Z/]R)-

A
I

Logo f ¢ wma aplicacao.
Facilmente também se verifica que fonwr = f. Com efeito, as aplicagcoes formp e f
tém o mesmo dominio e o mesmo conjunto de chegada e, para qualquer x € X,

(fomr)(z) =

Falta provar a unicidade de f. Ora, se g : X/R — Y € uma aplicacio tal que
gormr = [, vem que fomg = gomr e uma vez que T € sobrejetiva resulta que
g=1.

De um modo geral, as relagoes de equivaléncia permitem construir coigualizadores

para duas aplicacoes arbitrarias f,qg : X — Y. De facto, considerando a menor
relagao de equivaléncia R que contém

S=A{(f(z),9(x)) [z € X},

prova-se que (Y/R,mg:Y — Y/R) é um coigualizador de f e g.
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Definigao 4.7.15. Sejam C uma categoria com objeto zero 0, K um objeto de C e
f:A— B ummorfismo de C. Diz-se que K é um conicleo de f (ou um cokernel
de f) se existe um C-morfismo k : B — K tal que (K, k) é um coigualizador de f
€ OA,B-

O conceito de conticleo é dual do conceito de nticleo, pelo que os resultados
estabelecidos para nticleos podem ser dualizados para contcleos.

4.8 Produto fibrado e soma amalgamada

O conceito de produto fibrado, frequentemente utilizado em matematica, gene-
raliza conceitos tais como o de intersecao e de imagem inversa. A nocgao de soma
amalgada é a nocao dual de produto fibrado.

Definicao 4.8.1. Sejam C uma categoria e f : A — C e g: B — C morfismos
de C. Chama-se produto fibrado de (f,g) (ou pullback de (f,qg)) a um par
(P, (f'.g"), onde P é um objeto de C e f': P — A eg : P— B sao morfismos de
C tais que

(i) fof =gog, iec., tais que o diagrama sequinte comuta

(i) para quaisquer C-morfismosi : X — A e j: X — B tais que foi = goj,
existe um unico C-morfismo k: X — P tal quei= f'ok e j =g ok.

X

J
k
z'Pg,B
f g
C

AT

Se (P, (f'.¢")) é um produto fibrado de (f, g), o diagrama apresentado na alinea
(i) da definicdo anterior diz-se um quadrado de produto fibrado ou quadrado
cartesiano.

Diz-se que uma categoria C tem produtos fibrados se existe produto fibrado
para qualquer par de morfismos que tenham o mesmo codominio.
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Se (O, (f",¢") e (Q,(f",g")) sao produtos fibrados de (f,g), onde f: A — C
eeg: B — C sao morfismos de uma categoria C, entao O e ) sao isomorfos. A
prova deste resultado, que é deixada ao cuidado do leitor, é semelhante as provas
apresentadas para as proposicoes 4.6.3 e 4.7.4.

Proposicao 4.8.2. Sejam C uma categoria e f : A — C e g: B — C morfismos
de C. Se (O,(f'.q") e (Q,(f",g")) sao produtos fibrados de (f,q), entao O e Q sao
isomorfos.

Exemplo 4.8.3.

(1) Na categoria Set, sejam A, B, C' conjuntos e f : A — C e g: B — C fungaes.
Entao o produto fibrado de (f,q) é o par (P,(f',g")), onde

P={(a,b)|a€ Abe B, f(a)=g(b)}
ef':P—Aeqg:P— B sao as fungoes definidas, para todo (a,b) € P, por

f'(a,b) =a e g'(a,b) =b.

(2) Nas condigoes do exemplo anterior se consideramos que A, B C C e que [ e g
sao, respetivamente, as funcoes inclusao iy : A — C eiy: B — C, tem-se

P={(a,b)|lac A,be B, f(a) =g(b)} = {(a,b)|a€ A bec B,ii(a) =1is(b)}
= {(a,b)|a€ A,b€ B,a=>b}

e, portanto, P~ AN B.
(3) Se em (1) tomarmos B =C ¢ g =idg, entdo

P={(a,c)|la€e A,ceC, fla)=g(c)} P=A{(a,c)|la€ A,ceC, fla)=1c)}
{a€e A|FceC, f(a) =c}

AN(SE

i1l

Proposicao 4.8.4. Sejam C uma categoria e

J
A= X,

( g

Xi T

f

um quadrado cartesiano. Se f € um monomorfismo, entao j também o €.

Demonstracao. Suponhamos que u,v : B — A sao dois morfismos de C tais que
jou=7jow. Entao
fo(iou) = (foi)ou = (goj)ou
= go(jou) = go(jov)
= (goj)ov = (foi)ov
— foliov)

donde segue que tou = 7ov, uma vez que f ¢ um monomoriismo. Assim, o dlagrama
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iou=io0v A= Xy
J
i g
X —’f
é comutativo, o que implica v = v. Logo j é um monomorfismo. O

Proposicao 4.8.5. Sejam C uma categoria e f : A — B um morfismo de C. Entao
as afirmacoes sequintes sao equivalentes:

(1) f € um monomorfismo.

(2) O diagrama ida
A
ida f
A 7 B

¢ um quadrado cartesiano.

(3) Existe um objeto X e um morfismo g : X — A tal que o diagrama sequinte
g

X A
g f
A=5—B

¢ um quadrado cartesiano.

Demonstragao. (1) = (2) Suponhamos que f : A — B é um monomorfismo. Cla-
ramente, foidy = foidy. Além disso, se i,j : X — A sao C-morfismos tais que
foi= foj, prova-se que existe um e um sé morfismo u : S — A tal que idgou =1
e idy ou = j. Com efeito, atendendo a que f é um monomorfismo, de foi= foy
segue que ¢ = j. Logo existe u =i = j tal que idgou =1 € idy ou = j.

Desta forma, fica provado que (A, (id4,id4)) é um produto fibrado de (f, f).
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(2) = (3) Imediato.

(3) = (1) Admitamos que existe um objeto X e um morfismo g : X — A tais
que (X, (g,g)) é um produto fibrado de (f, f). Pretendemos mostrar que f é um
monomorfismo. Sejam i,j : S — A morfismos de C tais que f oi = f o j. Entao,
atendendo a que (5, (g, ¢g)) é um produto fibrado de (f, f), existe um e um sé mor-
fismowu:S — Xtalquegou=iegou=j.

Logo 7 = j ¢, portanto, f ¢ um monomorfismo. O
Dualmente, define-se soma amalgamada de morfismos de uma categoria.

Definicao 4.8.6. Sejam C uma categoria e f : C'— A e g: C — B morfismos
de C. Chama-se soma amalgamada de (f,g) (ou pushout de (f,g)) a um par
(S, (f",q')), onde S € um objeto de C e f': A— S eg : B— S sao morfismos de
C tais que

(i) f'of =g og, iec., tais que o diagrama sequinte comuta

f
C A
g I
B——5
g

(i1) para quaisquer morfismosi: B — X ej: A — X tais que iog = jo f, existe
um unico morfismo k : S — X tal quei=kog ej="ko f.

/
C A
g I
g/
B S J
7 k
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Se C é uma categoria tal que existe soma amalgamada para qualquer par de
morfismos que tenham o mesmo dominio, diz-se que a categoria C tem somas
amalgamadas.

Os duais de todos os resultados estudados para produtos fibrados sao validos
para somas amalgamadas.

4.9 Limites e colimites

Nas seccoes anteriores definiram-se os conceitos de objeto terminal, produto e
igualizador, sendo possivel identificar semelhancas nas defini¢oes apresentadas. O
conceito de limite generaliza o que ha de comum nestas nocoes, pelo que objetos
terminais, produtos e igualizadores nao sao mais do que exemplos de limites. Dual-
mente define-se colimite, conceito este que que tem os objetos inicias, os coprodutos
e os coigualizadores como exemplos.

Definicao 4.9.1. Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;)ier a familia
de objetos de D. Um D-cone ou cone do diagrama D ¢é um par
(C,(fi : C = Dj)icr), onde C é um objeto de C e (f; : C — D;)ier € uma familia
de C-morfismos, tal que, para cada C-morfismo g : D; — Dy existente em D, o
diagrama g

D; Dy,
N / i
C
comuta, i.c., go fj = fr. Ao objeto C' dd-se a designacao de vértice do cone.

Note-se que podem existir diversos cones, com vértices distintos, para um mesmo
diagrama D.

Definicao 4.9.2. Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;)ie; a
familia de objetos de D. Um cone (L,(N\; : L — D;)ier) do diagrama D diz-se um
D-cone limite ou um limite do diagrama D se, para qualquer outro D-cone
(C,(fi : C = Dy)ier), existe um tinico morfismo u : C' — L tal que, para cada i € I,
Aiou = f;, i.e., tal que cada triangulo de vértices C', L e D; comuta.
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Exemplo 4.9.3.

(1) Sejam A e B dois objetos de uma categoria C e seja D um diagrama em C
formado apenas por dois objetos A e B

A B

Entao um D-cone € um par (C,(f,g)), onde C' é um objeto de C e f : C — A e
g: C — B sao C-morfismos.

Al o9 pg

Assim, um D-cone limite, caso exista, € um produto de A e B.

(2) Seja D um diagrama sem objetos e sem morfismos. Entdo um cone para o
diagrama D numa categoria C € qualquer par (C,()), onde C' é um objeto de C.
Por conseguinte, um D-cone limite € um par (L, ()), onde L é um objeto de C tal
que, para qualquer outro D-cone (C, (1)) de C, existe um unico morfismou : C' — L,
i.e., L € um objeto terminal.

(3) Seja D o diagrama

A—G—C

com trés objetos e dois morfismos. Um D-cone é um par (P’ (f',¢',h')) onde P é
um objeto de C e f': P — B, g : P — Aeh': P — C sao C-morfismos tais que

o diagrama sequinte comuta ,

P’ B
g| n f

A—F—¢C

i.e., tais que fof'=h'=gog. Se (P, (f' ¢, h')) € um D-cone limite, entio para
qualquer outro D-cone (P”,(f", ¢", 1)) existe um tinico morfismo u : P" — P’ tal
que f" = flou, " =g ocueh” =N ou. Assim, (P',(f',q')) é um produto fibrado
de (f.9).

Proposicao 4.9.4. Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;)ic; a
familia de objetos de D. Um D-cone limite € unico a menos de isomorfismo, i.e.,
se (Ly(Ni : L = Dy)ier) e (L', (N 2 L' = Dy)ier) sao D-cones limite, entao existe
um isomorfismo i : L — L.

Demonstracao. Seja (L, (N\; : L — D;);er) um D-cone limite. Entdo, uma vez que
(L, (\i : L = D;)ier) é um D-cone, existe um tnico morfismo w : L — L tal que

(i) \jou=)\;, para cada i € I,
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e, atendendo a que \; oidy, = \;, para todo i € I, segue que que u = idy,.
Consideremos que (L', (N; : L' — D;);er) também é um D-cone limite. Entao, como
(L', (N;: L' = D;)ier) é um D-cone, existe um tnico morfismo v : L' — L' tal que

(ii) Njow=\;, paracadaie€ I,

e, uma vez que X; oid; = )\;, para todo i € I, tem-se v = idy.

Agora, atendendo a que (L,(N; : L — D;)ier) é um D-cone limite e que
(L', (N; : L' = Dy)ier) é um D-cone, existe um tnico morfismo f : L' — L tal
que

(i) A\;o f =\, para qualquer i € I.
De forma andloga, como (L',(N; : L' — D;)ies) é um D-cone limite e
(L,(\; : L — D;)ier) é um D-cone, existe um tnico morfismo g : L — L’ tal
que

(iv) Njog = \;, para qualquer i € I.

Assim, A\;ofog = \;, donde fog = id;. De forma similar conclui-se que go f = id;,.
Logo f ¢ um isomorfismo. O

Diz-se que uma categoria C tem limites (respetivamente, limites finitos) se
todo o diagrama (respetivamente diagrama finito) D admite D-cone limite.

Proposicao 4.9.5. Seja C uma categoria. FEntao sao equivalentes as sequintes
afirmagoes:

(1) C tem limites finitos.
(2) C tem produtos finitos e igualizadores.
(3) C tem um objeto terminal e produtos fibrados.

Demonstracao. [(1) = (2)] Suponhamos que C tem limites finitos. Pretendemos
mostrar que C tem produtos finitos e igualizadores.

No sentido de provar que C tem produtos finitos, consideremos um diagrama D em

C formado por uma familia finita de objetos (Di)ie{l,...,n} e sem morfismos. Ora, por
n

hipétese, existe cone limite do diagrama D, que é o produto (H D;, (pi)ier)- Logo
i=1

C tem produtos finitos.

A prova de que C tem igualizadores é imediata, uma vez que, dados dois morfismos
f,g: A— B de C, o cone limite do diagrama

f
g

A B

define um igualizador de f e g.

[(2) = (1)] Admitamos que C tem produtos finitos e igualizadores. Pretende-se
mostrar que C tem limites finitos.
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Consideremos, entdo, um diagrama finito D e seja (D;);e; a familia de todos os
objetos de D. Designemos por J (J C I) o conjunto dos indices j tais que, para
algum objeto D; de D, existe um morfismo g : D; — D; em D. Por hipdtese, existem

os produtos (H Dy, (pi)ier)) e (H D;, (pj)jes). Como (H Dj, (p;)jes) é produto,
iel jeJ jeJ
existe um unico morfismo w : H D; — H D; tal que o diagrama
iel jeJ

[ - 117
i€l jed
b, h

comuta, para cada j € J, i.e., tal que p; ou = p;. Sejam D,, e D,, comm € [ e
n € J, objetos de D tais que existe g : D,, — D,. Entao, como (H Dj, (pj)jers) é
jeJ

produto, existe um tnico morfismo v : H D; — H D; tal que o diagrama seguinte

iel jeT
comuta
v,

[Ip:— 112

el jEJ

Pm ‘pn

l)nl g l)n
Uma vez que C tem igualizadores, existe um igualizador de v e v.  Seja
(Ll : L — HDi) esse igualizador. A respeito de (L, (p; o l);c;) prova-se que é

icl
um D-cone limite. De facto, o diagrama

pnlol _L pn(jl

D,, q D,
é comutativo, pois

go(pmol) = (gopm)ol=(ppov)ol=p,o(vol)=p,o(uocl)
— (poowol=pnol

Além disso, se admitirmos que (C, (¢; : C'— D;);er) € outro D-cone, o diagrama

L—Lﬂmlﬂﬁy

i€l jeJ

P Fn
g
D, ——=D,

wn T

C
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¢ comutativo e, uma vez que H D; é produto, existe um tunico morfismo
iel
q:C’—>HD,~ tal que
iel
Pmodqd=4m € Pnoq={n.
Atendendo a que (H D;, (pj)jes) é produto, também existe um tnico morfismo
jeJ
t:C—>HDj tal que
jeJ
Pn Ot = (Qy.
Entao, uma vez que o morfismo voq:C — H D; satisfaz
jeJ

pno(voq) =(pnov)og
= (9opm)oq
:go(meQ)
= goqm
= dn

e para o morfismo vwoq:C — | | D; tem-se
jeJ

pno(uoq) = (pnou)oq
=Pno(q
- qna

segue que
uoq==1t=0vo0gq.

Mas (L, 1) é igualizador de u e v, pelo que
Fs:C = L: los=q.
Assim, para todo o i € I,
(piol)os=pio(los)=piog=g,

i.e., o diagrama

D;
m?/// \\\%
S

é comutativo.

Logo (L, (p; ol)ies) é um D-cone limite.

[(2) = (3)] Suponhamos que C tem produtos finitos e igualizadores.

No sentido de provar que C tem objetos terminais, considere-se o diagrama D sem
objetos (e sem morfismos). Por hipdtese, existe o produto da familia vazia de objetos
de D, que, tal como ja vimos anteriormente, é um objeto terminal.




teoria de categorias 104

Provemos que também existem produtos fibrados em C. Sejam f : A — C e
g : B — C morfismos de C. Uma vez que existe o produto (A x B, (pa, pg)), entao
fopa e gopp sdao morfismos de A x B em C. Atendendo a que C tem igualizadores,
existe igualizador de (fopa,gopp); seja (I,i: I — A x B) esse igualizador. Agora,
a respeito de (F, (pa o i,pp o)) prova-se que é produto fibrado de (f,g). De facto,

fo(paoi)=(fopa)oi=(gopp)oi=go(ppoi).

Além disso, supondo que existem p: G — Aeq: G — B em C tais que fop = gog,
segue que
F'u:G—>AXB:ipsou=p e pgou=q,

uma vez que A x B é produto de A e B. Logo

(fopa)ou = fo(paou)

= fop
=gogq
=go(ppou)
= (gopp)ou.

Entdo, uma vez que (I,7) é igualizador de (f opa, gopg),
Fv:G = 1:iov=u,
e portanto, existe um unico morfismo v : G — [ tal que

(paci)ov=pyo(iov)=paou=p

(o) ov=pyoliov)=paou=gq.

Logo, (I,{paci,pp oi}) é produto fibrado de (f,g).

C

[(3) = (2)] Suponhamos que C tem objeto terminal T e produtos fibrados. Preten-
demos mostrar que C tem produtos finitos e igualizadores.

Comecemos por mostrar que C tem produtos finitos. Como ja observamos ante-
riormente, para qualquer objeto A de C, (A, (id4)) é produto de (A). Para quaisquer
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dois objetos A e B de C também ¢é imediato que existe produto de A e B. De
facto, como T é um objeto terminal, para quaisquer objetos A e B de C existem
morfismos f: A — T e g: B — T e, atendendo a que C tem produtos fibrados,
existe (P, (f’,¢’)) produto fibrado de (f, g). Facilmente se verifica que (P, (f’,g')) é
o produto de A e B. Por inducao sobre o niimero de objetos, conclui-se que C tem
produtos finitos.

Mostremos agora que quaisquer C-morfismos f,g: A — B tém igualizador. Como
C tem produtos finitos, existe o produto (B x B, (p1,p2)) e, por conseguinte, existe
um e um s6 morfismo < f,g >: A — B x B tal que o diagrama

A

f_=<fg>

B x B
b1 D2

Uma vez que existe o produto (B x B, (p1,p2) também existe um dnico morfismo
< idpg,idp > tal que o diagrama seguinte comuta

B

B

B

’idB < ZdB,idB > ZdB

B BxB B
P P2

comuta. Entao < f,g > A — B x B e < idg,idg > B — B x B sao ambos
morfismos com codominio B X B ¢, uma vez que C tem produtos fibrados, existe o
produto fibrado de (< f,g >, < idp,idp >). Seja ([,(i: I — A h: [ — B)) esse
produto fibrado.

1 B
/) <idp,idp >
A B x B

< f,g>
A respeito de (I,i : I — A) é simples verificar que é um igualizador de f e
g. De facto, pela comutatividade do diagrama anterior tem-se < idg,idg > oh
=< f,g > oi, donde segue que foi=h = goi. Além disso, admitindo que existe
outro morfismo ¢ : E — A tal que f oe = g o e, conclui-se que existe um tnico
morfismo v : £ — I tal que o diagrama

ce=goe

E \xf

1 foi=gou B
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comuta, uma vez que (I, (i,h)) é produto fibrado de (< f, g >, < ida,idp >). Logo
o diagrama

E
\e )
v A—/B
/ '
7
I

também comuta. Qualquer outro morfismo v’ : E — I que faca este tltimo diagrama
comutar também torna comutativo o diagrama anterior e pela unicidade de v vem
que v = v'. Logo (I,i) é um igualizador de (f, g). O

O conceito seguinte é a nogao dual de D-cone.

Definigao 4.9.6. Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;);er a familia
de objetos de D. Um cocone do diagrama D ¢é um par (C,(f; : D; = C)icr),
onde C' € um objeto de C e (f; : Dy — C)ier ¢ uma familia de C-morfismos, tal
que, para cada morfismo g : D; — Dy, existente em D, o diagrama

comuta, i.c., frog= fj.

Definicao 4.9.7. Um co-cone (L,(N\; : D; — L)ie;) de um diagrama D numa
categoria C diz-se um colimite do diagrama D se, para qualquer outro co-cone
(C,(fi: D; = C)ier), existe um tunico morfismo u : L — C' tal que, para cada i € I,

o diagrama
U
L C
D;

comuta, i.e., tal que uo \; = f;.

4.10 Funtores

No inicio deste capitulo foram apresentados varios exemplos de dominios ma-
temadticos formulados como categorias. Por conseguinte, atendendo a que as catego-
rias constituem elas propias um dominio matematico, é natural questionar se existem
categorias de categorias. De facto, como iremos ver mais a frente, tais categorias
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existem: os objetos destas categorias sao categorias e os morfismos, designados por
funtores, sdo correspondéncias entre categorias que preservam a sua estrutura.

Definigao 4.10.1. Sejam C e D categorias. Um funtor (ou funtor covariante)
F de C em D ¢ uma correspondéncia que a cada objeto A de C associa um unico
objeto F(A) de D e a cada C-morfismo f : A — B associa um unico D-morfismo
F(f): F(A) — F(B) de tal modo que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(F1) para qualquer objeto A de C, F(ida) = idp(a);
(F2) F(gof)= F(g)o F(f), para quaisquer C-morfismos f : A — B eg: B — C.

Se F' € um funtor de C em D escrevemos F : C — D.

Defini¢ao 4.10.2. Sejam C e D categorias. Um cofuntor (ou funtor contra-
variante) F' de C em D ¢ uma correspondéncia que a cada objeto A de C associa
um unico objeto F(A) de D e a cada C-morfismo [ : A — B associa um inico
D-morfismo F(f) : F(B) — F(A) de tal modo que as sequintes condi¢oes sao sa-
tisfeitas:

(CF1) para qualquer objeto A de C, F(ida) = idp(a);
(CF2) F(gof)= F(f)oF(g), para quaisquer C-morfismos f : A — B eg: B — C.

Se F' é um funtor contravariante de C em D escrevemos F': C — D.

Exemplo 4.10.3.

(1) Seja C uma categoria. A correpondéncia Idc de C em C, que a cada objeto
A de C associa o objeto Idc(A) = A e a cada C-morfismo f associa o morfismo
Idc(f) = f, € um funtor de C em C, ao qual se dd a designacao de funtor
identidade em C e que se representa por Idc : C — C.

(2) Sejam C uma categoria e C' uma subcategoria de C. A correspondéncia I de
C’' em C, que a cada objeto A de C' faz corresponder o objeto A de C e a cada
morfismo f de C' associa o morfismo [ de C, define um funtor de C' em C, que se
designa por funtor inclusao.

(3) A correspondéncia E da categoria Mon na categoria Set, que a cada mondide
(M; M 1) da categoria Mon associa o conjunto M da categoria Set e que a
cada homomorfismo de mondides f : (M;-M;1y) — (N;-N,1y) associa a funcao
f: M — N, é um funtor da categoria Mon na categoria Set. Este funtor ¢ um
exemplo de funtores designados por funtores esquecimento.

(4) Considerando mondides M e N como categorias, qualquer homomorfismo de
mondoides f: M — N é um funtor de M em N.

(5) Sejam Py = (P, <1) e Py = (P, <3) c.p.o.’s. Considerando Py e Py como
categorias, tem-se Mor(P1) =<; e Mor(Py) =<,. Se F' é um funtor de P, em P,
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entao a cada Pi-morfismo de a em b € associado um Py-morfismo de F(a) em F(b),
i.e.,
(a,b) € <1= (F(a),F(b) € <y.

Por consequinte, F' é uma aplicacao isotona de P, em Ps.

(6) Sejam C uma categoria e C°P a sua categoria dual. A correspondéncia D,
que a todo o objeto A em C associa o objeto A em C° e que a cada C-morfismo
f A — B associa o CP-morfismo f: B — A, define um cofunctor D : C — C°P,
que se designa por cofuntor dualidade. De forma andloga define-se o cofuntor
dualidade DP : CP — C.

(7) Considere-se, na categoria Set, a correspondéncia P que:
- a cada conjunto A faz corresponder o seu conjunto poténcia P(A);

- a cada aplicagao f : A — B associa a aplicagio P(f) : P(B) — P(A) definida
por
P(f)(B)=f"(B)={ac A| f(a) € B}, VB'C B.

Facilmente se verifica que P é um confuntor de Set em Set.

Definicao 4.10.4. Sejam C, D e E categorias. Dados um funtor ou cofuntor
F: C — D ¢ um funtor ou cofuntor G : D — E, designa-se por composi¢cao
de F com G, ¢ representa-se por GF, a correspondéncia que a cada objeto A de
C associa o objeto GF(A) = G[F(A)] de E ¢ a cada morfismo f de C associa o
morfismo GF(f) = G[F(f)] de E.

Proposicao 4.10.5. Sejam A, B, C ¢ D categorias e F: A —- B, G: B = C ¢
H: C — D funtores ou cofuntores. Entao,

(1) Se F e G sao ambos funtores ou ambos cofuntores, GF é um funtor. Caso
contrario, GF é um cofuntor.

(2) H(GF) = (HG)F.
(3) Flds = F = IdgF.

Atendendo a propriedade associativa dos funtores podemos escrever, sem ambi-
guidade, HGF para representar quer H(GF') quer (HG)F.

Definicao 4.10.6. Sejam A, B e C categorias e F: A — B, G: B — C funtores
ou cofuntores.

(1) Se F e G sao ambos funtores ou ambos cofuntores, ao funtor GF dd-se a
designacao de funtor composicao.
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(2) Se F ¢ um funtor (respetivamente, cofuntor) e G é um cofuntor (respeti-
vamente, funtor) ao confuntor GF dd-se a designacao de cofuntor com-
posicao.

Definicao 4.10.7. Sejam C e D categorias. Um funtor F' : C — D diz-
-se um tsomorfismo se existe um funtor G : D — C tal que FG = Idp e
GF = Idc.

Um funtor F' de uma categoria C numa categoria D, associa a cada objeto A de C
a sua “imagem” F'(A) em D e associa a cada C-morfismo f : A — B asua “imagem”
F(f) : F(A) — F(B). Estas “imagens” permitem obter uma representacao de
C na categoria D, pelo que se coloca a questao de saber que propriedades de C
sdo preservadas pelo funtor F. A respeito desta questao é simples concluir que a
representacao de C em D nao é necessariamente uma subcategoria de D.

Considere-se, por exemplo, a categoria C definida pelo diagrama

id idp, idp, ide

e scja D a categoria

oA e KNS

Considere-se, também, a correspondeéncia F de C em D tal que
- F(A)=A" F(B)) = F(By) = B, F(C) =",
- para cada objeto X de C, F(idx) = idp(x);
- F(f) =1 Flg) =4

Facilmente se verifica que F' é um funtor de C em D, no entanto, a “imagem” de C
nao é uma subcategoria de D; note-se que a referida “imagem”

idA/ idB/ , idcf

Cf’og(p

A’ B

nao é uma categoria, uma vez que tem os morfismos f': A’ - B ' eg : B — (',
mas nao tem a sua composicao.

Definicao 4.10.8. Sejam C e D categorias, F' : C — D um funtor e P uma
propriedade a respeito de morfismos. Diz-se que:
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e [' preserva P se, para qualquer morfismo f em C, sempre que f tem a pro-
priedade P, o morfismo F(f) também a tem.

e I reflete P se, para qualquer morfismo f em C, sempre que F(f) tem a pro-
priedade P, o morfismo f também a tem.

Para abreviar, diz-se apenas que F' preserva (reflete) X se F' preserva (reflete) a
propriedade de ser X.

Note-se que os funtores nao preservam necessariamente monomorfismos e epi-
morfismos.

Considere-se, por exemplo, a categoria 2

id 4 idp

C_f O
A B
e a categoria C definida pelo diagrama

g idA idB

C f=Tfog

A B

O morfismo f é um monomorfismo na categoria 2, mas nao ¢ um monomorfismo na
categoria C. Por conseguinte, o funtor inclusao da categoria 2 na categoria C nao
preserva monomorfismos.

Proposicao 4.10.9. Os funtores preservam inversos direitos, inversos esquerdos e
isomorfismos.

Demonstracao. Apresenta-se a prova de que os funtores preservam inversos direitos,
ficando ao cuidado do leitor a prova dos restantes casos.

Sejam C e D categorias, F': C — D um funtor e f : A — B um morfismo em C. Se
f ¢ um inverso direito, entao existe um C-morfismo g : B — A tal que go f = ida.
Por conseguinte, F'(g o f) = F(id4), donde segue que F'(g) o F(f) = idp(ia,). Logo
F(f) é um inverso direito em D. O

Embora os funtores preservem inversos direitos, inversos esquerdos e isomorfis-
mos, nao refletem necessariamente estas propriedades. Por exemplo, o funtor F' da
categoria 2 na categoria 1,

idA ZdB idA/

QEaNg o

B

que associa cada objeto da categoria 2 ao objeto A’ da categoria 1 e que associa cada
morfismo da categoria 2 ao mofismo id 4/, nao reflete isomorfismos, uma vez que o
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morfismo idy é um isomorfismo na categoria 1, mas o morfismo f da categoria 2
nao é.

Os exemplos anteriores permitem perceber que a “imagem” de uma categoria
C numa categoria D pode nao dizer muito a respeito de C, pelo que tem interesse
estudar funtores que preservam/refletem mais propriedades.

Definicao 4.10.10. Sejam C e D categorias. Um functor F: C — D diz-se:

(1) injetivo em objetos se, para quaisquer objetos A e B de C,

F(A) = F(B) = A = B:

(2) fiel se para quaisquer C-morfismos f,g: A — B
F(f)=F(g)= f=y;

(3) um mergulho se ¢ injetivo em objetos e fiel;

(4) representativo se para todo o objeto B de D, existe um objeto A em C tal
que F(A) = B;

(5) pleno se, para quaisquer objetos A e B de C e para qualquer D-morfismo
g: F(A) = F(B), existe um C-morfismo f: A — B tal que F(f) = g.

De modo analogo, define-se cofuntor ingetivo em objetos, cofuntor fiel,
cofuntor mergulho, cofuntor representativo ¢ cofuntor pleno.

Exemplo 4.10.11.

(1) Sejam C wuma categoria e C' uma subcategoria de C. O funtor inclusao
I : C — C € injetivo em objetos e € fiel; caso C' seja uma subcategoria plena
de C, o funtor I € pleno.

(2) O funtor esquecimento E : Mon — Set, que a cada mondide (M;-M 1))
associa o conjunto M e que a cada homomorfismo de mondides
fo(M;M 1) — (N;-N, 1x) associa a funcio f : M — N, é, claramente, um
funtor fiel, pois a homormofismos de mondides diferentes sao associadas fungoes
diferentes. Contudo, atendendo a que existem morfismos da categoria Set que nao
correspondem a homomorfismos de mondides, o funtor E ndao é pleno. Este funtor
também nao € injetivo em objetos, uma vez que € possivel ter monoides distintos
com o mesmo conjunto suporte.

(3) Sejam M e N as categorias correspondentes aos mondides (M;-M 1) e
(N;-N 1y) e seja f : M — N um homomorfismo de mondides sobrejetivo e ndo
ingetivo. Entao f € um funtor pleno, mas nao € fiel.
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Proposicao 4.10.12. Sejam C e D categorias e F : C — D um funtor.
(1) Se F' € um funtor fiel, entao F reflete monomorfismos e epimorfismos.

(2) Se F ¢ um funtor fiel e pleno, entao F reflete inversos direitos e inversos
esquerdos.

Demonstracao. (1) Seja f : A — B um C-morfismo e suponhamos que F'(f) é um
monomorfismo. Sejam g, h : C' — A morfismos de C tais que f o g = f o h. Entao
F(fog)=F(foh),donde F(f)o F(g) = F(f)o F(h). Uma vez que F(f) é um
monomorfismo, tem-se F(g) = F(h) e, atendendo a que F' é fiel, resulta que g = h.
Logo F reflete monomorfismos.

De modo andlogo prova-se que F' reflete epimorfismos.

(2) Mostremos que se F' é fiel e pleno, entdao F' reflete inversos direitos. Seja
f A — B um C-morfismo tal que F(f) : F(A) — F(B) é um inverso direito.
Entdo existe um D-morfismo ¢’ : F(B) — F(A) tal que ¢’ o FI(f) = idpa). Uma
vez que F' é pleno, existe um C-morfismo g : B — A, tal que F(g) = ¢’. Por

conseguinte, F(g) o F'(f) = idp(a), donde F(go f) = F(id4). Entao, atendendo a
que F' é fiel, vem que go f =id, e, portanto, f é um inverso direito. Logo F reflete
inversos direitos.

A prova de que F' reflete inversos esquerdos ¢ similar. O

4.11 Categorias de categorias

As propriedades dos funtores sugerem o estudo de categorias cujos objetos sao
categorias e cujos morfismos sao funtores.

Um quadruplo K = (K, hom, id, o) onde
- K é uma classe de categorias;

- hom é uma correspondéncia que a duas categorias C e D de K associa um
conjunto de funtores de C em D;

- id é uma correspondéncia que a cada categoria C de K associa o funtor Idc;

- o é uma correspondéncia que a cada par (F' : C - D,G : D — E) de
morfismos de K associa o funtor GF' : C — E,

¢ uma categoria.

Exemplo 4.11.1. Sao exemplos de categorias de categorias:
(1) A categoria Mon. Jd observamos anteriormente que cada mondide pode ser visto

como uma categoria, logo Mon pode ser vista como uma categoria de categorias.

(2) A categoria que tem como unico objeto uma categoria C e que tem como unico
morfismo o funtor Idc.
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(3) A categoria cuja classe de objetos € formada por todas as categorias finitas e
cuja colegcao de morfismos € a colecao de funtores entre estas categorias.

(4) A categoria Cat cuja classe de objetos é formada por todas as categorias peque-
nas e cuja colecao de morfismos € formada por todos os funtores entre categorias
PEQUENAS.

Os casos anteriores sao exemplos de categorias de categorias que nao sao pro-
blematicos. No entanto, existem certas limitacoes na definicao de categorias cujos
objetos s@o categorias. Por exemplo, definindo como categoria normal uma catego-
ria que nao é um dos seus objetos, serd que existe alguma categoria que inclua todas
as categorias normais? Usando um argumento similar ao do Paradoxo de Russel,
para provar que nao existe o conjunto de todos os conjuntos normais, somos levados
a concluir que nao existe a categoria de todas as categorias normais. De facto, se
admitirmos que existe a categoria N de todas as categorias normais, temos dois ca-
sos a considerar: N é uma categoria normal ou N nao é normal. Se considerarmos
que N é uma categoria normal, entao IN é um dos elementos de N, o que contradiz
a hipotese de N ser normal. Logo, N nao pode ser uma categoria normal. Mas
se N nao ¢ uma categoria normal, entao N nao é um dos elementos de N, donde
segue que N é normal (contradi¢do). O argumento associado ao Paradoxo de Russel
também ¢ usado para argumentar que nao existe o conjunto de todos os conjuntos,
pelo que, por argumentos analogos, ¢ discutivel a existéncia da categoria de todas
as categorias. Atendendo a que para o nosso estudo nao hé a necessidade de con-
siderar uma categoria universal de categorias, limitamos o estudo de categorias de
categorias a casos em que nao se coloquem este tipo de problemas.

4.12 Transformacoes naturais

Os morfismos de uma categoria permitem relacionar objetos e cada funtor rela-
ciona categorias. Seguidamente iremos ver como as transformacoes naturais permi-
tem relacionar funtores.

Definigao 4.12.1. Sejam C e D categorias e F,G : C — D funtores. Chama-
-se transformacao natural de F em G, e representa-se por 7 : F'— G, a uma
correspondéncia que a cada objeto C  de C associa um D-morfismo
¢ : F(C) — G(C) tal que, para cada C-morfismo f : C — C', o diagrama se-

guinte comuta To
F(C)— G(0)
E(f) G(f)
F(C") 7or G(C)

7;.6., Tcr © F(f) = G(f) o To.

Para cada objeto C' de C, o morfismo 1o diz-se uma componente da trans-
formacao natural.

Se para cada objeto C' de C, 7 € um isomorfismo, entao T diz-se um tsomorfismo
natural e escreve-se 71 F' — G.
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Exemplo 4.12.2.

(1) Sejam C e D categorias e F' : C — D um funtor. A correspondéncia que a cada
objeto C' de C associa o D-morfismo idpc) € uma transformagao natural de F' em
F, designada por transformacao identidade e representada por idp.

(2) Dado um grupo G = (G;*, ~% 1), define-se grupo dual de G como sendo o
grupo G = (G;*P, ~1 1g), onde P € a operagdo definida por a *P b = b x a.
Considerando a nogao de grupo dual, pode definir-se o funtor Op : Grp — Grp
que a cada grupo G da categoria Grp associa o seu grupo dual G e que a cada homo-
morfismo de grupos f : G — H associa o homomorfismo de grupos
foP . G? — H, definido por fP(a) = f(a).

A correspondéncia T que a cada grupo G da categoria Grp associa o homomorfismo
76 : Idermp(G) — Op(G), definido por 1¢(g) = g~', é uma transformagdo natural do
funtor Idgyp, no funtor Op.

(3) Seja P : Set — Set o cofuntor que:
- a cada conjunto A faz corresponder o seu conjunto poténcia P(A);

- a cada aplicagao [ : A — B associa a aplicagao P(f) : P(B) — P(A) definida
por

P()(B) = [ (B)={a€ A| f(a) € B}, VB CB.

Entao PP ¢ um funtor e a correspondéncia que a cada conjunto A associa a funcao
Ta © A — PP(A), definida por t4(a) = {{a}}, para todo a € A, define uma
transformacao natural 7 : Idgey — PP.

As transformacoes naturais podem ser combinadas de forma a definir novas trans-
formacoes naturais.

Proposicao 4.12.3. Sejam C e D categorias, F,G,H : C — D funtores e
T:F — G en:G— H transformagoes naturais. Entao, a correspondéncia que a
cada objeto C' de C associa o D-morfismo (no 7)o = nc o 7¢ € uma transformagao
natural de F' em H.

Demonstracao. Por definicao de transformacao natural, a cada objeto C' de C, as
transformacoes naturais 7 e 17 associam, respetivamente, D-morfismos
7o @ F(C) - G(D) e nc : G(C) — H(C). Por conseguinte, para cada objeto
C de C, (noT1)c =nco7c é um D-morfismo. Além disso, para cada C-morfismo
f:C — (' o diagrama seguinte é comutativo.

(not)c
F(O) H(C)
F(f) H(f)
F(C) ()
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De facto, como 7 e ) sdo transformagoes naturais, para cada C-morfismo f : C — C’,
tem-se

G(f)otc =100 F(f) e H(f)onc=mnc oG(f)
Logo
H(f)o(moT)c = H(f)o(ncorc) (H(f)onc)orc

= (e oG(f))otc = nco(G(f)oTc)

= neo(re o F(f)) = (neoter)o F(f)

= (not)er o F(f).
Assim, a correspondéncia que a cada objeto C' de C associa o D-morfismo
(noT)c =nc oTc é uma transformagao natural de F' em H. O

Definicao 4.12.4. Sejam C e D categorias, F,G,H : C — D funtores e
T:F — Gen: G — H transformagoes naturais. Designa-se por composta
de n e 7, e representa-se por no T, a transformacao natural de ' em H definida
na proposicao anlerior.

A respeito da composigao de transformacoes naturais, ¢ simples verificar as pro-
priedades seguintes.

Proposicao 4.12.5. Sejam C e¢ D categorias, F,G,H, L : C — D funtores ¢
T:F—-G,n:G— H co:H — L transformacoes naturais. Entao

(1) idgoT =7 eToidg=T.
(2) (cgon)jeor=ao(nor).

As transformagoes naturais e os funtores também podem ser combinados de
forma a definir novas trasformacoes naturais.

Proposicao 4.12.6. Sejam C, D e E categorias, F' : C — D, H : E — C ¢
G,G" :D — E funtores e 7 : G — G’ uma transformacao natural. Entao:

(1) A correspondéncia que a cada objeto C' de C associa o E-morfismo
TE) e = Tro), define uma transformacao natural TF : G — G'F.
@

(2) A correspondéncia que a cada objeto D de D associa o C-morfismo
(HT)p = H(1p), define uma transformacao natural Hr : HG — HG'.

Demonstracao. (1) Uma vez que F' é um funtor de C em D, para cada objeto C'
de C, F(C) é um objeto de D. Entédo, sendo 7 uma transformacao natural de G
em G', Trc) 1 G(F(C)) = G'(F(C)) é um E-morfismo. Além disso, para qualquer
C-morfismo f: C'— C’; o diagrama seguinte comuta

(TF)C
GF(C)— G'F(C)

GE(f) G'E(f)

GF(C') 75, G'FIC)
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De facto, como F(f): F(C) — F(C") ¢ um D-morfismo e 7 é uma transformacao
natural de G em G, tem-se

G'(F(f)) oTrc) = Trcr © G(F(f)),

donde
(G'F(f)) o (TF)c = (TF)cr o (GF(f)).

Do que foi provado conclui-se que a correspondéncia indicada é uma transformagao
natural de GF em G'F.

(2) A prova é anéloga a anterior. O

Proposicao 4.12.7. Sejam C, D e E categorias, F' : C — D, H : E — C ¢
G,G" . D — E funtores e 7 : G — G' uma transformacdo natural. Se T € um
isomorfismo natural, entao:

(1) a correspondéncia que a cada objeto D de D associa o E-morfismo
(tHp = (mp) ' € um isomorfismo natural de G' em G, representado por
TG =S G, etem-setor ' =dde et VoT =idg.

(2) TF ¢ um isomorfismo natural ¢ (7F)™ 1 =71F.
(3) HT € um isomorfismo natural e (HT)™' = Hr .

Demonstragao. Demonstramos a propriedade (1), a prova das restantes propriedades
fica como exercicio.

(1) Atendendo a que 7 é um isomorfismo natural de G em G’, a cada objeto D de
D ¢ associado um E-isomorfismo 7 : G(D) — G'(D). Logo, para cada objeto D
de D, (tYp = (rp) ! é um E-isomorfismo. Além disso, para cada D-morfismo
f:D — D' tem-se
G'(f)oTp =T 0 G(f)
donde
(ro) o G'(f)otp o ()™ = (rr) " o 0 G(f) 0 (7p) ™"

e, por conseguinte,

(o)~ o G'(f) = G(f) o (Tp)~".
Logo

(T o o G'(f) = G(f) o (mp").

Assim, a correspondéncia a cada objeto D de D associa o E-morfismo
(r7Y)p = (7p)~! é um isomorfismo natural de G’ em G.

Facilmente também se verifica que 7077 = ider. De facto, o771 e idg sao ambas
transformacoes naturais de G’ em G’ e, para cada objeto D de D,

(o T_l)D =Tpo (T_l)D =Tpo (TD)_l = ide/(p) = (idg)p-

De modo andlogo prova-se que 77! o 7 = idg. O
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A propriedade associativa da composi¢ao de transformagoes naturais e a existéncia
de uma transformacao natural identidade idr associada a cada funtor F', sugerem a
possibilidade de se definir uma categoria cuja classe de objetos é a classe [C, D] for-
mada por todos os funtores de uma categoria C numa categoria D e cujos morfismos
sao todas as transformacoes naturais entre estes funtores. Porém, tendo em atencao
a definicao de categoria aqui adotada, é necessario colocar algumas restricoes na
definicao de categorias de funtores. Note-se que se C e D sao categorias arbitrérias
e F e G sao funtores de [C, D], ndo é garantido que a classe [F, G| de todas as
transformacoes naturais de F' em G seja um conjunto. Sendo assim, restringimos
o estudo de categorias de funtores de C em D ao caso em que C é uma categoria
pequena, pois neste caso é garantido que, para quaisquer funtores F' e G de [C, D],
a classe [F,G] é um conjunto. Nestas condigbes podemos considerar a categoria
([C, D], hom, id, o), onde

- hom é a correspondéncia que a dois funtores F': C — D e G : C — D associa
o conjunto de todas as transformagoes naturais de F' em G,

- id é a correspondéncia que a cada funtor F': C — D associa a transformacgao
natural idp : ' — F,

- o ¢ a correspondencia que a cada par de transformacoes naturais 7 : F' — G e
1 : G — H associa a transformacgao natural nor: ' — H.

4.13 Equivaléncia de categorias

Uma vez que existem categorias que tem bastantes propriedades em comum sem
que exista necessariamente um isomorfismo entre elas, surge a necessidade de definir
um conceito “menos exigente” que o de categorias isomorfas. A nocao de isomorfismo
natural de funtores permite definir categorias equivalentes.

Definicao 4.13.1. Sejam C e D categorias. Um funtor F : C — D diz-se
uma equivaléncia se existem um funtor G : D — C e isomorfismos naturais
7:GF — Idc en: Idp — FG.

Claramente, todo o funtor que seja um isomorfismo é uma equivaléncia.

Proposigao 4.13.2. Sejam C e D categorias e F': C — D um funtor. Entao sao
equivalentes as afirmacoes sequintes:

(1) F € um funtor pleno, fiel e representativo.

(2) Erzistem um funtor G : D — C e isomorfismos naturais 7 : GF — Idg e
n: Idp — FG tais que FT = (nF)™' e Gn= (7G)~".

Demonstragao. [(1) = (2)] Admitamos que F' é um funtor pleno, fiel e represen-
tativo. Como F' é representativo, para cada objeto D de D, pode escolher-se um
objeto C' em C tal que F(C) = D. Definindo G(D) = C, também se pode escolher
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um isomorfismo np : D — FG(D) em D. Assim, dado um D-morfismo h: D — D',
tem-se o morfismo nph(np)~' : FG(D) — FG(D’'). Uma vez que F ¢é fiel e pleno,
existe um tinico morfismo i : G(D) — G(D’) em C tal que F(i) = nph(np)~!, i.e.,
tal que o diagrama

ID

D— FG(D)
h F(7)

D/ T]D/ FG(D/)
é comutativo. Defina-se G(h) = i.
A correspondéncia G de D em C definida desta forma é um funtor de D em C. De
facto, para qualquer objeto D de D,

FG(ZdD) - nDidD(nD)_l - ZdFG(D) = F(ng(p))

e, uma vez que F' é fiel, tem-se G(idp) = idgpy. Além disso, para quaisquer
D-morfismos f: A— Beg: B— C,

FG(gof) = mncogofo(na)™
= (meogo(mp))o(mpofo(na)')
= FG(g)o FG(f)
= F(G(g)oG(f)

¢, novamente porque F' ¢é fiel, tem-se G(g o f) = G(g) o G(f).

Do diagrama anterior também ¢ possivel concluir que a correspondéncia que a cada
objeto D de D associa o isomorfismo np : D — FG(D) define um isomorfismo
natural n : I'dp — FG.

Seguidamente prova-se que também existe um isomorfismo natural 7 : GF — Idc.
Para tal, comecemos por observar que, para cada objeto C' de C,

(nE)e = npey : F(C) = FGF(O)

é um isomorfismo em D. Entao, (nF)c)™' : FGF(C) — F(C) é também um iso-
morfismo de D e, como é F fiel e pleno, existe um tnico morfismo
e : GF(C) — C em C tal que F(1¢) = ((nF)c)™'. E simples verificar que a
correspondéncia que a cada objeto C' de C associa o morfismo 7 : GF(C) — C
¢ um isomorfismo natural de GF em Idc. De facto, como F' reflete isomorfismos,
para cada objecto C' de C, 7¢ é um isomorfismo. Além disso, para cada morfismo
f:C — " de C, tem-se o seguinte diagrama em C

TC

GF(C) C
GFE(f) f

GF(C") ="

Tc!
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Aplicando o functor F' a este diagrama, e considerando a definicao de 7o e 7¢r,
obtemos um diagrama comutativo em D. Como F ¢ fiel, resulta que, , para cada
objeto C' de C, o diagrama anterior é comutativo. Logo 7 : GF — idc é um
isomorfismo natural.

Uma vez que, para todo o objeto C' de C,

(Fr)e = F(1c) = ((nF)c) ™" = (nF) e,

é imediato que F'r = (nF)~'. A igualdade Gn = (7G)~! também ¢ vilida. De facto,
atendendo a que (7G)™ ' =77'G e (Fr)"!' = Fr!, tem-se

F(((=G) "p) = F(v'G)p)
F(Tg(lD))
(F7am)
(F7) Dan)
(nF)a(p)
NrEG(D),

para todo o objeto D de D. Uma vez que o diagrama

Ul
D FG(D)
no FG(np)
FG(D) ~ram; FG(FG(D))

¢ comutativo, também temos

FG(TID) O Np = Nra(D) °ND,

donde resulta
FG(np) = nram)-

Por conseguinte, para todo o objeto D de D,
F((Gn)p) = F(((rG)"")p),

donde resulta (Gn)p = ((tG)™!)p, uma vez que F é fiel. Logo G = (7G)~1.

[(2) = (1)] Admitamos que existem um funtor G : D — C e isomorfismos naturais
7:GF — Idc e n: Idp — FG tais que Fr = (nF)te Gn= (7G)L.

Pela definicao de n é imediato que F' é representativo.

Mostremos que F' é fiel. Sejam f, g : C'— C”" morfismos em C tais que F(f) = F(g).
Entao, atendendo a que os diagramas seguintes sao comutativos,
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Tc Tc
GF(C) % GF(C) C
GE(f) f GF(g) g
GF(C) 7o C" GF(C) 75—

tem-se

forec =100 GF(f) =100 GF(g9) = gorc,

donde segue que f = g, uma vez que 7¢ é um isomorfismo.

Provemos que F' é pleno. Seja h: F'(C') — F(C") um morfismo em D. Uma vez que
o diagrama seguinte é comutativo

Uia(e))
F(C) FG(F(C))
h FG(h)
F(C) o FGF(C"))

tem-se np(cry © h = FG(h) O NE(C)- Entao

h = ()" o FG(h) o npe
= F(rer) 0 FG(h) o F((r0) ™)
= F(rer o G(h)o (mc)™)

e 7or 0 G(h) o (1¢)~! ¢ um C-morfismo de C' em C". O

Sejam C e D categorias. Se existir uma equivaléncia F' : C — D, diz-se que C é
equivalente a D. Note-se que se C é equivalente a D, entao D também é equivalente
a C. Assim, caso exista uma equivaléncia entre as categorias C e D diz-se que as
categorias C e D sao equivalentes e escreve-se C ~ D.

Exemplo 4.13.3.

(1) Seja FDVy a categoria dos espagos vetoriais finitos sobre um corpo K e seja
MATY a categoria das matrizes sobre o corpo K (os objetos desta categoria sao os
inteiros nao negativos, hom(m,n) € o conjunto das matrizes do tipo m X n sobre
K, a composicao de morfismos é a multiplicagao de matrizes). Seja G o funtor de
FDVy em MATY tal que: para cada objeto V- de FDVy, G(V) = dimV; para
cada morfismo f de FDVy, G(f) € a matriz do morfismo f relativamente a bases
fixas. O funtor G € fiel e pleno, uma vez que cada matriz Apxn @ M — n representa
(relativamente a bases fixas) uma unica transformagao linear. O funtor G também
¢ representativo, uma vez que cada inteiro m € a dimensao do espaco vetorial K™.
Assim, as categorias FDVyg e M ATk sdao equivalentes.
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(2) Seja P um conjunto pré-ordenado (i.e., um conjunto munido de uma relag¢ao
bindria =X reflexiva e transitiva) visto como uma categoria. Em P considere-se a
relacao de equivaléncia 0 definida por

rlysxrxy e y=<ux, z,y € P.
No conjunto quociente P/, a relagao
7] <ler=y, zyeP

¢ uma ordem.

A aplicagao candnica F : P — P/6 é compativel com as relagoes bindrias definidas
nos conjuntos, pelo que F' € um funtor de P em P/6.

E simples verificar que F' € uma equivaléncia de categorias. De facto, da sobrejeti-
vidade de F' podemos concluir que F' € um funtor representativo. De

Vo,ye P, v 2y« (7] <[y

conclui-se que F ¢ um funtor pleno. Da nao ezisténcia de dois morfismos de um
objeto para outro, seque que F' ¢ fiel.




