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Exame (Epoca de recurso)

1.

(a)

duragdo: 2 horas

Considere as férmulas proposicionais ¢ : ¢ — ((pV—q) — —¢q) e 1 : =(¢ <> p). Diga, justificando,
se a féormula ) é uma consequéncia légica da formula .

A fémula 1) é uma consequéncia légica de ¢ se a férmula ¢ — 1 é uma tautologia.

Da tabela de verdade seguinte conclui-se que ¢ — 1 n3o é uma tautologia, pois o seu valor légico
nao é sempre verdadeiro, dependendo do valor légico das varidveis proposicionais que nela ocorrem;
se p e q tiverem, respetivamente, valor |égico falso, a férmula ¢ — 1 tem valor légico falso. Logo a
férmula 1) ndo é uma consequéncia ldgica de ¢.

Plaglq|pVoq| (Vg = qle|peqg|P|e—=
I{1] 0 1 0 0] 1 |0 1
1{o] 1 1 1 1 o |1 1
0[1] 0 0 1 1 o |1 1
0lo| 1 1 1 1] 1 |o 0

Considere que p representa a proposicdo I,cp (Vyep (y > & — y + « é impar)). Diga, justifi-
cando, se p é verdadeira para D = {3,4,5,6,8}. Indique, sem recorrer ao conetivo negacao,
uma proposicao equivalente a —p.

A proposicio p é verdadeira para D = {3,4,5,6, 8}, uma vez que existe a = 5 € D tal que, para todo
b € D, a proposi¢ado
b>a—b+a éimpar

é verdadeira. De facto, se b < a, a implicagdo anterior é verdadeira, pois o antecedente da implicacao
é falso; se b > a, tem-se b = 6 ou b = 8 e em qualquer destes casos b+ a é impar.

2. Considere os conjuntos A = {1,3,7,8,{5,8},{4,7}}, B={x+4|z € ZN2z+1€ A}t e C ={1,7,8}.
(B)

Justificando, determine ((4 \ P

Logo

(a)

)\ C) x C.

Para qualquer x € Z, tem-se

2r+le A (2x+1=1V22+1=3Vv22+1=7) <z {0,1,3}.

B={z+4|z€{0,1,3}} = {4,5,7},

P(B) = {0,{4},{5},{7},{4,5},{4,7},{5,7},{4,5,7}},
A\P(B)=1{1,3,7,8,{5,8}},

(A\P(B))\ C = {3,{5,8}},

(ANP(B)\C) x C={(3,1),(3,7),(3,8), ({5,8}, 1), ({5,8},7), ({5,8},8)}.

Diga, justificando, se cada uma das afirmacoes seguintes é verdadeira para quaisquer conjuntos
A, BeC.

(AxB)N(CxD)=0=(AnC=0)Vv(BND=0).
A afirmacg3o é verdadeira.

No sentido de fazer a prova por reducdo ao absurdo, admitamos que (A x B) N (C x D) = {,
ANC #0 e BND # (. Entio, existem objetos x, y tais que z € ANC ey € BN D, ou seja, tais
quez € ANz e€CeyeBAyeD. Dadoque z € Aey € B, entdo (z,y) € A x B; por outro
lado, como 2z € C e y € D, tem-se (z,y) € C x D. Logo (z,y) € (A x B)N(C x D) (contradi¢do).
Assim, se (A x B)N(C x D) =10, tem-se (ANC =0) ou (BND =10).



4. Prove, por inducao nos naturais, que

n

1 1

— =1- ,
—i(i+1) n+1

para qualquer n € N.

Para n € N, representemos por p(n) o predicado

n

1 1
i(i+1) n+1

=1

(i) Base de indugdo (n = 1): Para n =1, tem-se

1 1 1 1
—~i(i+1) 1x2 2 1+1

Logo p(1) é verdadeiro.

(ii) Passo de indu¢do: Seja k € N. Admitamos, por hipétese de inducdo, que p(k) é verdadeiro, ou seja,
que
z’“: Lo,
i(t+1) kE+1

i=1

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeiro, ou seja, que

i(i+1)  — k+2

i=1

Da hipétese de inducdo segue que

kil 1 k 1 1

l; ey M z; D T DR
_ 1 1
= 1= =T (k1) (k+2)
— 1+ —k—2+1

(k+lg(k+2)

= 1t mnem
= 1--

k42"

Logo, para todo k € N,
p(k) = p(k +1).

De (i), (ii) e do Principio de Indugdo em N, conclui-se que, para todo n € N, p(n) é verdadeiro.

5. Considere a funcao f : Z — Z x Z definida da seguinte forma

(n,n+1) n é
fln) = { (n+1,n+2) :2 n Z :')rz:)ar ‘
(a) Justificando, defina por extensdo, f({0,1}) N f({2,3}) e f ({(0,1),(1,2)}).
Tem-se
F({0,1}) = {£(0), f(1)} = {(0,1), (2,3)}
f({2a 3}) = {f(2)a f(S)} = {(2a 3)7 (4a 5)}7
logo

fF{0,13) N f({2,3}) = {(2,3)}-
(b) Diga, justificando, se f é injetiva e se é sobrejetiva. Justifique que n3o existe qualquer fungio
g:Zx7Z— 7Ztal que go f =1idy.
6. Sejam R e S relacBes bindrias num conjunto A. Mostre que se R, S e Ro S s3o relacdes simétricas, entdo
RoS=S50oR.
7. Seja A =R\ {0}.

(a) Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as afirma¢des seguintes:



i. Para toda a relagdo de equivaléncia p em A

(Grea 2o N[kl # 0 e 3], N[k, # 0) = [2], = [3],.

ii. Existe uma relagdo de equivaléncia p em A tal que A/p ={A, A\ {1}}.

(b) Seja R a relagdo de equivaléncia definida em A por
xRy sesésexy ! ec{-11}.
Determine [2]r e A/R.

8. Considere o c.p.o. (4,<), onde A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e < é a relagdo de ordem parcial definida
pelo diagrama de Hasse 38

(Usff)



Indique, caso exista(m):
(a) os elementos maximais e os elementos minimais de A.
(b) o supremo de {3,5} e o infimo de {4,6}.

(c) um subconjunto B de A tal que B tenha elemento médximo e elemento minimo e (B, <|,) ndo seja
um reticulado.

9. Sejam A e B conjuntos. Mostre que se B n3o é contdvel e existe uma func3o sobrejetiva f : A — B, entdo
A n3o é contdvel.

| 1 [ 2 T 3 ] 4. 5 1] 6. | 7. | 8. [ 9. [ 10
Cotagdes
[10+10 [ 10 | 10 [ 10+15 | 175 | 125+10+10 | 125410 | 0754+ 075+125 | 075+075+075 | 1,25 |




