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1 preliminares de légica

1. Das seguintes expressoes, indique aquelas que sdo proposi¢des:

(a) A Terra é redonda.

(b) Hoje esta sol.
(c)2+x=3e2énpar.

(d) (25 x2+T7).

(e) Vai dormir!

(f) 2 é impar ou 3 é miltiplo de 4.

(g) Portugal Continental tem 18 distritos.
(h) Qual é o conjunto de solugdes inteiras da equagdo 22 — 1 = 07?
(

(

(

(

(

(

(

j) Eu gosto de fruta e tu pensas frequentemente em visitar Espanha.
k) (a4 b)? = a® + 2ab + b.

) Telefona-me na quinta-feira se estiveres em casa.

m)2+3=25.

)z +y ==z

) Serad que amanh3 vai nevar?

(0]

2. Das seguintes proposices, indique aquelas que sdo proposigdes simples e aquelas que sdo compostas.

a) A Matematica ¢ a disciplina preferida do Jaime.
b) Se vais tomar café ao CPI, ent3o eu vou contigo.
c) Chegou o Outono e os dias sdo mais curtos.

) Hoje, o Anténio vai ao teatro ou vai ao cinema.
f)

g) Consegues chegar a horas a aula se te despachares a tomar o pequeno-almogo.

(

(

(

(d) Estas questdes sdo bastante faceis para mim.

(e

(f) No hemisfério Sul, o més de Julho ndo é um més de Verdo.
(

Resolucao

As proposi¢cdes (a) e (d) sdo proposicdes simples. As restantes sdo proposi¢des compostas. A
proposi¢cdo (b) faz uso do conectivo de implicagdo, a proposi¢do (c) do conectivo de conjun¢do, a
proposicdo (e) do conectivo de disjungdo, a proposi¢do (f) do conectivo de negagdo. Finalmente, a
proposicdo (g) faz uso dos conectivos de implicagdo e conjung¢3o.

3. Sejam x = "Eu estou feliz””, y = “Eu estou a ver um filme.” e z = “Eu estou a comer pipocas.”.
Traduza as seguintes proposi¢cdes em palavras:

(a) z=1= () (yvz)==x (e) (y=~2) A (2=~ 1)
(b)z ey (d)yV(z=2) (f) (en ~y) = (yV2)
4. Sejam p = "Eu gosto de fruta.”, ¢ = "Eu n3o gosto de cereais.” e r = “Eu sei fazer uma omolete.”.

Traduza as seguintes proposi¢cdes em palavras:

(@) pAg (d)~(Vva (g) (rvp)Ag
(b) gvr (e) ~pV ~q (h)yrA(pVva)
(c) ~r (f) ~pAg (i) ~pAr

5. Considere as seguintes proposicdes:
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p: “7 € um ndmero inteiro par”, q “3+1=4", r: “24 é divisivel por 8".

(a) Escreva em linguagem légica as afirmagdes:
i. 3+ 14 e 24 édivisivel por §;
ii. ndo é verdade que 7 seja impar ou 3+ 1 =4;
iii. se 3+ 1 =4 entdo 24 n3o é divisivel por 8.
(b) Traduza por frases cada uma das seguintes proposi¢des:

i.pV(~r); i. ~(pAq); ii. (~7)=(~qVp).

6. Considere as seguintes proposicoes:

[ Y - " [ /. ” [ 7 7"
: , : , T .
: “vou a praia : “apanho o combdio . “estd a chover

(a) Traduza por frases cada uma das seguintes proposi¢des:
i~ (rVvp);
i. ~7Vp;
ii. (~qVr)=~np.

7. Considerando que p representa a proposicdo “O Jo3o cai.” e que ¢ representa a proposicdo “O Jodo
magoa-se.”, escreva simbolicamente as seguintes proposicdes:

a
b

O Jodo cai e magoou-se.
O Jodo caiu mas ndo se magoou.

d

(a)
(b)
(c) Sempre que o Jodo cai, magoa-se.
(d) O Jo3o s6 se magoa se cair.

(¢)

e) O Jo3o magoa-se exatamente quando cai.

Resolucao

a) p A q (a frase apresentada pode ser reescrita como “o Jo3o cai e o Jodo magoa-se”);
b) pA ~ ¢ (a frase apresentada pode ser reescrita como “O jo3o cai e 0 jodo n3o se magoa”);

d

(c) p = q (a frase apresentada pode ser reescrita como “Se o Jodo cai entdo o Jodo magoa-se”);
(d) ¢ = p (a frase apresentada pode ser reescrita como “Se o Jodo se magoou entdo o Jo3o caiu”);

e) p < q (a frase apresentada pode ser reescrita como “O jodo magoa-se se e sé se o Jodo cai”).

8. Sejam p ="0 Vitor é mais alto que o Manuel.”, ¢ ="0 Pedro é mais baixo que o Manuel.”, » ="0 Pe-
dro e o Vitor s3o da mesma estatura.” e s ="0 Vitor é o mais alto dos trés.”. Escreva simbolicamente
as proposicles que se seguem:

(a) O Vitor é mais alto que o Manuel mas n3o é o mais alto dos trés.

(b) Se o Vitor é mais alto que o Manuel e o Pedro é mais baixo que o Manuel, entdo o Vitor é o
mais alto dos trés.

(c) Se o Pedro e o Vitor sdo da mesma estatura, entdo o Pedro ndo é mais baixo que o Manuel ou
o Vitor ndo é mais alto que este dltimo.

(d) O Pedro ndo é mais baixo que o Manuel se o Vitor ndo é o mais alto dos trés.

LCC - Tépicos de Matemética - 2022/23 - pag. 2



9.

10.

11.

12.

(e) O Vitor é o mais alto dos trés ou n3o é mais alto que o Manuel.

(f) O Vitor s6 é o mais alto dos trés se o Pedro ndo for da mesma estatura que ele.

Sejam e = "A casa é azul", f ="A casa tem 30 anos.” e g ="A casa é feia.". Traduza as seguintes
proposices em simbolos:

Se a casa tem 30 anos ent3o é feia.
Se a casa é azul ent3o a casa é feia ou tem 30 anos.
Se a casa é azul ent3o é feia ou a casa tem 30 anos.

) A casa sé ndo é feia se ndo tem 30 anos.
) A casa tem 30 anos se for azul e a casa n3o é feia se tem 30 anos.

Para a casa ser feia é necessario e suficiente que tenha 30 anos.

Suponha que o Manuel gosta da cor azul, ndo gosta da cor vermelha, gosta da cor amarela e ndo
gosta da cor verde. Quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras e quais sdo falsas?

a
b

(
(
(c
(
(

) O Manuel gosta de azul e de vermelho.
)
)
d) O Manuel gosta de azul ou amarelo e o Manuel gosta de vermelho ou verde.
)
)
)
)

O Manuel gosta de amarelo ou verde e o Manuel ndo gosta de vermelho.
O Manuel gosta de vermelho ou o Manuel gosta de azul e amarelo.

e) Se o Manuel gosta de azul entdo gosta de amarelo.

(f) O Manuel gosta de amarelo se e s6 se gosta de vermelho.

(g) O Manuel gosta de verde e se o Manuel gosta de amarelo entdo gosta de azul.

(h) Se o Manuel gosta de amarelo entdo gosta de verde ou o Manuel gosta de amarelo se e s6 se
gosta de vermelho.

Suponha que p é uma proposicdo verdadeira, ¢ € uma proposicdo falsa, » é uma proposicdo falsa e
s € uma proposicdo verdadeira. Quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras e quais s3o falsas?
(@)pvr (c) (sAp)V(gAr) (e) (4= s)Ap
(b) vsv~r  (d)per (f) (s =p) &~ (rva)
Sejam p,q e r proposi¢cdes. Se a proposicdo p = ¢ é verdadeira, o que se pode dizer sobre o valor
I6gico das seguintes proposi¢des?

(a)pvr=gqvVvr (b)) pAr=qgAr (c)pAgepVg

Resolucao

Dizer que a proposicdo p = ¢ é verdadeira é o mesmo que afirmar que a proposicdo p é falsa ou a
proposicdo g é verdadeira.

(a) Sabemos que a proposicdo p V r = ¢ V r é falsa quando, e apenas quando, p V r é verdadeira
e gV r éfalsa.
Se p é falsa, ent3o, p V r s é verdadeira se r é verdadeira. Mas, neste caso, ¢ V r é verdadeira
e, portanto, pV r = q V r é também verdadeira.
Se ¢ é verdadeira, a proposicdo ¢ V r é verdadeira e, neste caso, a proposicdo pV r = qVr é
verdadeira.

Assim, nas condi¢cdes dadas, a proposicao p V r = ¢ V r é verdadeira.
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13.

14.

15.

(b) Sep éfalsa. pAr é também falsa (independentemente da valoragio de r) e, por isso, pAr = gAr
é verdadeira.

(c) Se g é verdadeira, a proposi¢cdo p V g é verdadeira e, portanto, a proposi¢do ~pAq=pV qé
verdadeira.
Se p é falsa, ~ p é verdadeira e, por isso, ~p A g e pV qtém a mesma valoracdo de ¢. Logo,
as proposicdes ~ p A q e p V ¢ sdo ambas falsas ou sdo ambas verdadeiras. Em qualquer um
dos casos, a proposicao ~ p A q¢ = pV q é verdadeira.

Suponha que p é uma proposicdo verdadeira, ¢ é uma proposicdo falsa, r é uma proposicio falsa e
s € uma proposicdo verdadeira. Quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras e quais sdo falsas?
(a) (rAs)Va () rvisVipAg) (e) s= (p=rs)

(b) ~(pAa) (d)r=q (f) ((g=s) & s)A~p

Se a e b sdo proposicOes verdadeiras e ¢ é falsa, qual é o valor l6gico de cada uma das seguintes
proposicoes?

(a)aVve (d)ae~bVe (g) (b=~a) < (a<c)
(b) anc (e) bV ~c=a (h) (b=a)= ((a=>~c)=(~c=1D))
(c) ~an~c (f) (bVa)= (b=~c)

Construa tabelas de verdade para cada uma das seguintes férmulas proposicionais:

(a) ~(pAq) (h) ~ (p=~Dp)

(b) ~pVyq rpegdes(@=>9N(q=Dp)
(c) (pvg)A(~pVr) () p=(@=r)=((Ng)=r)
(d) Vg ApVr) (k) (p=q) = (¢=p)
(e)pV(~qVvr) (1) (~pV ~q) &~ (pAQ)
(f) ~(p A (gV ~p)) (m)~p=(qgAT)

(8) (Vg A (~pV~q) M eg=pmer)
Resolucao

(c) Como temos trés proposicdes simples, a tabela de verdade vai ter 8(= 2%) linhas, correspon-
dentes aos 8 casos possiveis. A tabela de verdade para esta proposicido é:

P ~pVr| (Vg A(~pVr)

LS

(
%
F
14
F
v
14
F
F

My S S S < < <

S ESHRES HES VI NI SR NE S
SIS B SIS B AN

SRR RN I

<< <<=l

SN ST SMmS

(i) Como temos duas proposicdes simples, a tabela de verdade vai ter 4(= 22) linhas. Temos:

peqlp=>qla=p| =N qg=q9 | q e (p=qAN(@=>Dp)

A
Vv
F
F
v

SECIESIESES
o< < e

=
v
Vv
v
V

IR IR
=< T <
=~ <<
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16.
proposicoes?

(a) anbd (b)aVvd

17.
contradicoes:

(@p= (Ve

(b) (p=(Vaq)Ag
(c)~pAqg) = (pVq)
(d)pV(~pAg)

(e) (PA~a@) AN (~pVq)
f)p=(@=r)=(@=@=r))

Resolucao

(
(
(i) ~
(
(
(

(c)a=b

g) (pV ~p) =
h)y (p=q) <

(~

(dancebAc

(pA ~ p)
q=~Dp)

(r=(¢=0p))

B (pVag) & (~

k) (pV (~

p=q)

PAGIN~(gAT)
) ((p&~q) Ap)Ag

(c) Comegamos por construir a tabela de verdade relativa a esta proposi¢do

plag|pNhg|~(Aqg) |pVaqg|~(Aqg =pVg
vVIiv] v F % %
VIF| F 1% 1% 1%
F|lV| F 1% 1% 1%
F|F| F 1% F F

Como hé situagdes onde é verdadeira e situacdes onde é falsa, a proposicdo ~ (pAq) —

nao é tautologia nem é contradicdo.

(i) A tabela de verdade relativa a esta proposi¢cdo é
pla|~p|~qg|pA~q|~pVag|®A~aAN(~PVQq)
VIV | F F F |4 F
VIF| F \%4 |4 F F
F|\V |V F F |4 F
F|\F |V \%4 F |4 F

Como em todas as situacdes a proposicdo composta é falsa, a proposicdo (pA ~ q) A

é uma contradic3o.

p

q|~p=4q

(j) A tabela de verdade relativa a esta proposicdo é
p|lq|~p
VI iV | F
VIF| F
F|V|IV
F|\F|V

< S <<

SRR

(rVaq) & (~p=q)

V
v
v
v

Como em todas a situagdes a proposi¢do (pV q) <

uma tautologia.

18.

Sejam a, b e ¢ proposicdes. Se a < b é falsa, o que se pode dizer sobre o valor légico das seguintes

De entre as seguintes férmulas proposicionais, indique aquelas que sdo tautologias e aquelas que s3o

(pVaq)

~pVQ)

(~ p = q) é verdadeira, esta proposicdo é

Indique quais das seguintes proposices sao tautologias e quais sdo contradi¢des.
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19.

20.

21.

22.

23.

(a) Se a Joana come chocolate, ent3o a Joana come chocolate ou ndo come chocolate.
(b) Se os hipopétamos tém asas e ndo tém asas, entdo a Terra é quadrada.

(c) Se a Sofia vai ao cinema entdo a Marta estd a comer bolo, mas a Marta n3o estd a comer bolo
e a Sofia vai ao cinema.

(d) Os gatos bebem leite ou dgua e os gatos bebem dgua sempre que bebem leite.

(e) A galinha é castanha ou o pato é branco se e sé se o pato é branco e a galinha n&o é castanha.

Sejam f uma férmula proposicional, t uma tautologia e ¢ uma contradicdo. Mostre que:

(a) f VvVt é uma tautologia. (c) ¢ = f é uma tautologia.
(b) f A ¢ é uma contradi¢3o. (d) f =t é uma tautologia.

Indique, justificando, se é ou n3o verdade que para quaisquer férmulas proposicionais fi e fy se tem:

(a) se fi A fo é uma tautologia entdo f; e fy sdo tautologias.

(b) Se f1V f2 é uma tautologia entdo fi é uma tautologia ou f2 é uma tautologia.

Indique quais dos pares de férmulas proposicionais que se seguem s3o logicamente equivalentes:
(a) ~ (pAg)i ~pA~q. (c) ~(p=q)ipAla= (pA~p)).
(b) p=q; ¢ =p. (d)p=(¢g=r);, ~(~r=~q)=~p.

Em cada uma das alineas que se seguem, verifique se as duas férmulas proposicionais dadas sdo
logicamente equivalentes:

“ ~ . ” “ ~ z . ”
(a) “Se chover entdo eu vou ao cinema.” e “Ndo esta a chover ou eu vou ao cinema.

(b) “Esta camisola é as riscas e esta camisola é de manga curta ou tem gola alta.” e “Esta camisola
¢ as riscas e é de manga curta ou esta camisola tem gola alta.”

(c) “N3o é verdade que eu gosto de magis e laranjas.” e “Eu n3o gosto de mag¢as e ndo gosto de
laranjas.”

(d) “Este gato é persa ou este gato gosta de peixe e dorme muito.” e “Este gato é persa ou gosta
de peixe e este gato dorme muito.”

(e) “N3o é verdade que este carro é rapido se e sé se é novo." e “Este carro é rapido e novo ou
este carro n3do é rapido ou n3o é novo.”

Escreva cada uma das seguintes férmulas proposicionais em termos da disjun¢do e da negagdo, ou
seja, para cada uma das férmulas, encontre uma outra férmula que lhe seja logicamente equivalente
e que envolva apenas os conectivos V e ~.

(@A) pAg (b)p=gq ()pea
Resolucao

(a) Usando tautologias conhecidas podemos escrever
(PAg) & (~ (~p)A~ (~q)) o~ (~vpV e~ g).

Assim, temos que p A g é logicamente equivalente a ~ (~ pV ~ q).

(b) p = ¢ é logicamente equivalente a ~ p V q.
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(c) usando tautologias conhecidas podemos escrever

(peq) lp=q9AN(@=Dp)
& [(~pVa) A(~qVDp)]
S [~ (~(~pVQV ~(~qVp))l.

Assim, temos que p < ¢ é logicamente equivalente a ~ (~ (~pV q)V ~ (~ q V p)).

24. Escreva cada uma das seguintes férmulas proposicionais em termos da conjuncdo e da negacdo, ou

25

26

27

seja, para cada uma das férmulas, encontre uma outra férmula que lhe seja logicamente equivalente
e que envolva apenas os conectivos A e ~.

(a)pVyq (b) p= ¢ (c)peq

Numa cidade os habitantes sdo de dois tipos: os que mentem sempre (F) e os que dizem sempre a
verdade (V). Consideremos 3 habitantes A, B e C dessa cidade. Em cada uma das alineas, diga se é
possivel determinar o tipo (V ou F) de cada um desses habitantes, sabendo que eles disseram:

(a) A:BeCsdoF's (b) A: B e Cs3o do mesmo tipo
B:AéV B: eu e C somos V's
C.AéF C:BéF

Dé exemplo de uma férmula proposicional que se comporte como:

(a) Elemento neutro para a conjun¢3o.
(b) Elemento neutro para a disjun¢3o.
(c) Elemento absorvente para a conjungdo.
(d) Elemento absorvente para a disjun¢3o.

Tendo em conta que a proposicdo p ou g mas ndo ambos, que se designa por ou exclusivo, se denota
por pVg:
(a) Determine a tabela de verdade de pVq e, utilizando apenas os operadores légicos A, V e ~,
encontre uma férmula logicamente equivalente a p Vq.
(b) Mostre que pVq é equivalente a ~ (p < q).
(c) Averigue se a férmula proposicional p Vg <~ pV ~ ¢ é ou n3o uma tautologia.

(d) Construa as tabelas de verdade para pVp, (pVq) Vr e (pVp) Vp

Resolucao

(a) A proposicdo p ou g mas ndo ambos é obviamente falsa quando e apenas quando as proposicdes
p e q s3o ambas falsas ou ambas verdadeiras. Assim, a tabela de verdade da proposicio pVq é

p | q|pVg
VIV]F
VIF| VvV
FlVI|V
F|F| F

E também o6bvio que p ou ¢ mas ndo ambos é logicamente equivalente a p e ndo q ou q e ndo
p, i.e.,

pVq é logicamente equivalente a (p A (~ q)) V (~ pAq).
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(b) A proposicdo p <> ¢ é verdadeira quando, e apenas quando, as proposi¢cdes p e ¢ sdo ambas
verdadeiras ou ambas falsas. A proposicio pVq é falsa quando, e apenas quando, as proposicdes
p e q sao ambas verdadeiras ou ambas falsas. Logo, esta proposicdo é logicamente equivalente
a negacao da primeira.

(c) Utilizando a alinea (a) e tautologias conhecidas, temos que

(pA(~q)V(~pAg)
(~pAQV(PA(~q)

(~ A~ (~q) V(~ (~p)A(~q)
~pV ~ql.

(pvq) |
< [
< [
& [

Logo, a férmula proposicional p Vg <~ pV ~ ¢ é uma tautologia.

(d) As trés tabelas de verdade pedidas s3o:

pla|r|pve| (pvgVr

vIiviv]F v

V|VI|F| F F
p | pVp VIF|V]|V F | p [ pVp | (pVp)Vp |
VI F VIF|F| VvV 1 V| F %
F| F FlVIV|IV F F| F F

FIV|IF|V 1%

FIF|\V| F 1%

F|F|F| F F

28. Considere o conectivo de Sheffer, |, definido pela tabela de verdade

pPlq

IS I
< e
< < < "

€ mostre que:

a) p| q é equivalente a ~ pV ~ g;

(
(b) ~ p é equivalente a p | p;
(

(d) pV qéequivalentea (p|p) | (¢]q);

)
)
c) pAqéequivalente a (p | q) | (¢]p);
)
(e) p= q é equivalente a p | (¢ | q).

29. Exprima cada uma das seguintes proposicdes como uma quantificagcdo:

(a) A equagdo 2® = 28 tem solugdo nos nlimeros naturais.
(b
(c
(
(

) 1000000 n3o é o maior nimero natural.
d) Entre cada dois nimeros racionais distintos existe um outro niimero racional.

A soma de trés nimeros naturais consecutivos é um mdltiplo de 3.

e) Existe um dnico nimero real x tal que para todo o nimero real y, xy + x — 4 = 4y.
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Resolucao

(a) A frase “A equagdo x> = 28 tem solugio nos niimeros naturais.” pode ser reescrita como
“Existe pelo menos um niimero natural que é solucdo da equacdo 2> = 28.. Assim, podemos
escrever

Jr e N: 23 =28.

(b) A frase 1000000 n3o é o maior nimero natural.” pode ser reescrita como “Ndo é verdade
1000000 seja maior que qualquer niimero natural.”. Assim, temos

~ (Vn € N, 1000000 > n).

(c) A frase “A soma de trés nimeros naturais consecutivos é um miltiplo de 3." pode ser reescrita
como “Para qualquer nimero natural, a sua soma com os dois nlimeros seguintes é um miultiplo
de 3". A "soma ser um miltiplo de 3" significa que existe um natural k para o qual a soma é
3k. Assim, utilizando quantificadores, a frase inicial pode ser escrita como

VeeN,FkeN:z+ (x+1)+ (z+2) = 3k.

(d) A frase “Entre cada dois niimeros racionais distintos existe um outro nimero racional.” pode
ser reescrita como
Ve,y e Qe #y=(Fz2€Q: 2z <2 <y).

(e) A frase “Existe um Gnico nimero real x tal que para todo o nimero real y, xy + = — 4 = 4y."
pode ser reescrita como
FlzeR:Vy e R,zy +x —4 = 4y.

30. Reescreva as seguinte afirmagdes como proposicdes com quantificadores, tanto em simbolos como
em portugués:
(a) As pessoas sdo simpaticas.
(b) Um amigo ofereceu-me um presente.

(d

)
)

(c) Os gatos gostam de comer peixe e dormir a sesta.
) Eu gostei de um dos livros que li no Verdo passado.
)

(e) Ninguém gosta de comer gelado e pickles em simultaneo.

31. Suponha que o dominio de variacdo de x é o conjunto de todas pessoas. Sejam p(x) ="z tem cabelo
verde.", q(x) ="x gosta de pipocas.” e r(z) ="x tem um sapo como animal de estima¢do.” Traduza
as seguintes proposicées com palavras:

(V)

()

(Vz) [r(z) A q(z)].

(3z) [p(z) r(z)].

(V) [r(

_
V) [r(z) < ~ q(x)].

( p(z).
(b q(x).
(

32. Suponha que o dominio de variagdo de = e y é o conjunto de todos os carros. Sejam l(x,y) ="x é
mais rapido que y.", m(xz,y) ="x é mais caro que y." e n(z,y) ="z é mais antigo que y." Traduza
as seguintes proposicées com palavras:
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(a) (Fz)(Vy) U(z,y). (c) (Fy)(va) [Iz,y) vV n(z, y)].
(b) (Vz)(3y) m(z,y). (d) (vy)(3z) [~ m(z,y) = Uz, y)].
33. Suponha que o conjunto de variacdo de y é o conjunto de todas as vacas. Sejam p(y) ="y é

castanha.”, q(y) ="y tem 4 anos de idade.” e r(y) ="y tem manchas brancas.”. Traduza as
seguintes proposicées em simbolos matematicos:

(a) Existe uma vaca castanha.

(b) Todas as vacas tém 4 anos de idade.

(c) Existe uma vaca castanha com manchas brancas.

(d) Todas as vacas de 4 anos de idade tém manchas brancas.

(e) Existe uma vaca que se tem 4 anos de idade entdo ndo tem manchas brancas.
(f) Todas as vacas sdo castanhas se e s6 se ndo tém 4 anos de idade.

(g) N3o existem vacas castanhas.

Resolucao

Se representarmos por V' o conjunto de todas as vacas, temos:

(@) Iy eV :py)

(b) Yy € Viq(y);

(c) Iy eV iply) Ar(y).
(d) Yy € Viq(y) = r(y);
(e) e Viqly) =~r(x);
(f) Yy € Vi p(x) &~ q();
) ~

(g8) ~(FyeV:py)

34. Considere a seguinte proposicdo:
“Todas as raparigas sdo boas alunas a Matematica”.

Indique qual ou quais das seguintes proposi¢des equivale(m) a negacdo da proposicdo anterior:

Todas as raparigas sdao mas alunas a Matemética.

(b) Nem todas as raparigas sdo boas alunas a Matematica.
(c) Existe pelo menos uma rapariga que é méa aluna a Matematica.

Nem todas as raparigas sdo mas alunas a Matematica.

35. Estude a veracidade de cada uma das seguintes afirmacoes:
(aQ)VzeN,FyeN: z<y; (d)VyeN,JzeN: z <y,
(b) IyeN:VzeN, z <y, (e) Iz,yeN: z < y;
(c)IxreN:VyeN, xz<y; (f) Ve, y e N, =z < y.
36. Indique, justificando, se cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira ou falsa.

(a)VaeR Iz eR:2?=q; (e)VxeR FyeR:z<y;
(b)VzeR JaceR:a+2=0;, (fjVyeR: VzeR z<y;
(c)JacR: Ve eR a+2=0; (g)VacR WeR z=y=22=1y%
(d)VzeR JaeR:ax=0; (hYVaeR VyeR 22 =y> = =y.

LCC - Tépicos de Matemética - 2022/23 - pag. 10



37. Escreva a negacdo de cada uma das seguintes proposicdes.

(a) Todos os rapazes sdo simpaticos.
(b) Existem morcegos que pesam 50 ou mais quilogramas.
(c) A inequagdo 22 — 2x > 0 verifica-se para todo o niimero real x.
(d) Existe uma casa tal que qualquer pessoa que 14 entre fica com sardas.
(e) Existe um ndmero natural que é maior que todos os outros nlimeros naturais.
38. (a) Usando a condigdo p(x,y) = “z gosta de y", exprima por meio de uma proposi¢do légica a
afirmacdo:
i. “Toda a gente tem alguém que gosta de si”;
ii. “As pessoas de quem todos gostam também gostam de si préprias”.
(b) Formule a nega¢do da proposicdo indicada na alinea (a)i. e escreva uma afirmagdo que traduza
essa negacao.
Resolucdo.
(a) Representemos o conjunto das pessoas por P.
i. A frase pode ser traduzida por “Para qualquer pessoa x, existe uma pessoa y tal que y
gosta de z". Assim, temos a proposicao:
Ve € P,3y € P: p(y,z).
ii. A frase pode ser traduzida por “Se toda a gente gosta de uma pessoa z, entdo = també
gosta de x. Assim, temos
Va,y € Pp(y,z) = p(z,x).
(b) Para negar a afirmagdo de i. podemos usar a frase “N3o é verdade que toda a gente tem alguém
que gosta de si".
Para escrever esta frase como uma afirmagdo, usamos uma das segundas leis de de Morgan.
Temos
~(VreP3JyeP:ply,x)<IreP :Vye P ~pyx)
ou seja, a negacdo da afirmacdo i. pode ser traduzida por “Existe alguém de quem ninguém
gosta.”
39. Considere a condi¢do a(z,y) = “x é amigo de y". Sabendo que as varidveis x e y tém por dominio o

conjunto dos alunos que frequentam Tépicos de Matematica, exprima por meio de uma proposi¢cdo

l6gica as seguintes afirmacdes:

(a)

(b)

“Todos os alunos de Topicos de Matematica tém amigos que frequentam Todpicos de Ma-
tematica”;

“Todos os alunos de Toépicos de Matematica tém um amigo em comum que frequenta Tdpicos
de Matematica”.

40. Para cada uma das seguintes alineas, identifique as hipdteses e as conclusdes:

(a)
(b)
()

7

Para ser eleito presidente é suficiente ser politico;
Para ser eleito presidente é necessario ser politico;

Para ser rico basta ter pais ricos;
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(d) Uma condig3o necesséria para entender ciéncias de computagdo é ter um conhecimento completo
de matematica discreta;

(e) Uma condigdo suficiente para se ter notas boas é trabalhar muito;
(f) S6 se eu acordar cedo é que vamos ao jogo;

(g) O programa s6 corre se n3o houver erros tipogréaficos.

41. Utilizando, convenientemente, a légica dedutiva, averigue a veracidade dos seguintes argumentos:

(a) (b) (c)

A l=m N
1("1 (mvn)= (IVEk) b=
pVq) =r N ~p=r
r kp ~T =g
(d) (e) (f)
~pVaq) =T
iANq (PAhg) =
i ~(Ag) = (~pV~q) a=(bVc)
oy r=5 al ~b
p
A ~
(~pAT) =~ s q i ¢
(g) (h)
p=4q
V
= f rVs
S f ~Ss=~1
Ng ~
h=1 ~avs
~ 8
AN
e/\{ (~pAT)= 1
J w Vi
u N\ w
Resolucdo

(a) Consideramos, pela ordem com que s3o apresentadas, as seguintes dedugdes:

pVyq
(pVaq) =r
B —

PAg p
p pVyq

Assim, o argumento apresentado é vilido.

(d) O argumento é vélido uma vez que temos a hipStese sA ~ ¢, donde podemos concluir ~ q. As
outras hipéteses sdo dispensaveis.

Observacdo: Repare que mesmo que as outras hipéteses entrem em contradicdo com a hipétese
considerada, o argumento serd sempre valido. de facto, se houver contradicdo nas hipdteses
estamos perante uma implicacdo onde o antecedente é falso, pelo que a implicagdo é sempre
verdadeira.

42. Utilizando, convenientemente, a l6gica dedutiva, averigue a veracidade dos seguintes argumentos:
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(a) O Jodo afirma: “Hoje vou ao cinema ou fico em casa a ver um filme na televisdo”. No dia
seguinte o Jodo comentou: “"Ontem n3o fui ao cinema.” Em resposta, a Joana concluiu: “Ent3o
viste um filme na televisdo!”.

(b) O Jodo disse: "Se existe uma armadilha nesta estrada, nds ndo chegaremos sem nos magoarmos”.
Uns minutos depois, Joana deu uma queda, magoou-se e replicou: “Havia uma armadilha nesta
estradal”

(c) A Maria afirmou: “Se hoje chover e fizer frio, vai nevar”. No dia seguinte a Maria comentou:
“Ontem fez frio e nevou.” Em resposta, a Rita concluiu: "Entdo choveu’.

(d) O Tiago disse: “Vou almogar ao McDonald's ou a Pizza Hut". E acrescentou: “Se comer no
McDonald’s fico mal disposto e ndo vou ao cinema”. Nesse dia, a Joana encontrou o Tiago no
cinema e concluiu: “O Tiago foi almogar a Pizza Hut”

43. Considere os seguintes argumentos, analise-os e diga, justificando, se s3o ou n3o validos:

(a) Se eu comprar um carro novo ndo poderei ir ao Alentejo na Péscoa. Como vou ao Alentejo na
Pascoa, ndo comprarei um carro novo.

(b) O crime foi cometido pelo porteiro ou pela empregada. Se foi pelo porteiro, ele ndo poderia ter
atendido o telefone as 11:00h. Como o porteiro atendeu o telefone, quem cometeu o crime foi
a empregada.

Resolucao

(a) Neste argumento, podemos identificar duas proposi¢cdes simples: “p: Vou comprar um carro” e
“q: Vou ao Alentejo na Pascoa” . Neste contexto, o argumento pode ser traduzido por:

p=~q
q
~p
Este argumento é valido, pois, pelo contrarreciproco e dupla negacdo, temos que
p=~q
q=~p
e, portanto, aplicando agora o Modus Ponens, temos:
q=>~p
q
~p

(b) Neste argumento, podemos identificar trés proposicdes simples: “p: O crime foi cometido pelo
porteiro”, “g: O crime foi cometido pela empregada” e “r: O porteiro atendeu o telefone as
11:00h. Neste contexto, o argumento pode ser traduzido por:

pVyg
P =~
r

aq

O argumento é valido pois, pela dupla negacdo e Modua Tolens, temos

p=>~rT
r

~p
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e pela veracidade da disjun¢do, temos
pVq
_~p

44. Escreva o reciproco, o contrarreciproco e a negacdo das seguintes proposicdes:

(a) Se o tempo estiver frio chovera;

(b) Ser capaz de escrever a maquina é suficiente para aprender a processar texto;
Resolucao

(a) Reciproco: Se chover, o tempo estar3 frio.
Contrarreciproco: Se ndo chover, o tempo n3o estara frio.

Negacdo: O tempo esté frio e ndo chove.

(b) Reciproco: Ser capaz de escrever a maquina é necessério para aprender a processar texto.

Contrarreciproco: N3o aprender a processar texto é suficiente para ndo ser capaz de escrever a
maquina

Negacdo: Ser capaz de escrever a maquina e n3o saber processar texto.

45. Considere a afirmagido
Seax?#4entdioxr #2ex# -2

Demonstre a afirmacio usando:

(a) o método de contrarreciproco;

(b) o método de redugdo ao absurdo.

Resolucdo

A afirmacdo que queremos provar pode ser escrita como
2 AAd=>0#2 N x# -2
(a) Usar o método de contrarreciproco implica provar que
~(EE2 A x#=2) =~ (2P £ 4),
ou seja, provar que
r=2V z=—-2=22=4.

A demonstracdo desta afirmac3o é imediata. De facto, se z = 2 entdo 22 = 22 = 4 e se
r = -2, entio 2% = (-2)2 = 4.

(b) Usar o método de reducdo ao absurdo passa por supor que 22 # 4 e que ~ (z #2 A = # —2)
e chegar a alguma contradicio. Se 22 # 4 ez =2 V z = —2, temos que (2)? # 4 ou
que (—2)% # 4. Em qualquer uma das situacdes temos que 4 # 4, o que é claramente uma
contradicdo. A contradicdo resulta de termos suposto que 22 # 4 e que ~ (z # 2 A x # —2).
Fica assim provado que, se 2 # 4, se tem de ter x # 2 e & # —2.

46. Apresente um contraexemplo para cada uma das seguintes afirmacoes.
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(a) Se n = p? + ¢, com p,q primos, entdo n é primo.
(b) Se a > b, com a,b € R, entdo a? > b2.

(c) Se a? > b% com a,b € R, entdo a > b.
(d)

d) Se a divide bc, com a,b,c € N, entdo a divide b ou a divide c.

47. Construa provas de cada uma das seguintes proposicdes:

Para todo o natural n, n? + n é par.
Para todo o natural n, n? é par se e sé se n é par.
Se a, b, ¢ sdo reais tais que a > b, entdo ac < bc = ¢ < 0.

)
)
)
d) Para quaisquer reais a e b, se ab =0 entdo a =0 ou b = 0.
) Dado um ndmero natural n, se n é multiplo de 6, entdo n é multiplo de 2 e de 3.
)

Dados dois ndmeros racionais p = § e ¢ = 7, com a e ¢ nlimeros inteiros e b e d ndmeros
naturais, p < ¢ & ad < be.

(g) Para todo o niimero real z, se 2 >zxentior<Ooux>1.
(h) Para quaisquer naturais m e n, se mn é par entdo m é par ou n é par.
(i) Para todo o nimero real x diferente de 2, existe um e um sé niimero real y tal que % =z

—~
—.

N3o existe n € N tal que n +5 = 3n + 2.
1=0.99(9).

v/3 n3o é um ndmero racional.

~—~~
=~

Para quaisquer reais z e y, se 22 +y = 13 e y # 4, entdo = # 3.

Para quaisquer reais z e y, se |z — 3| < 5, entdo x > —2 e x < 8.

Resolucao
(b) Para provar a equivaléncia

n? par < npar,

vamos provar duas implicacoes:

[n par = n? par] Provamos esta implicagdo pelo método da prova direta: Se n é par, entdo n = 2k
para algum inteiro k. Logo,
n? = (2k)? = 4k* = 2 x (2k?).

2

Como 2k? é um inteiro, podemos concluir que n? é um niimero par.

[n? par = n par] Provamos esta implicacdo pelo método do contrarreciproco, provando a implicagio
[n impar = n? impar]: Se n é impar, entdo n = 2k + 1 para algum inteiro k. Logo,

n? = (2k 4+ 1)% = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

2

Como 2k? + 2k é um inteiro, podemos concluir que n? é um nimero impar.

(g) Queremos provar que
mZZm:>m§O\/m21,
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48.

49.

50.

51.

52,

que é uma implicagdo do tipo a — bV ¢ (que sabemos ser logicamente equivalente a aA ~ b = ¢).
Suponhamos que 22 > x e que ~ (x < 0), ou seja, suponhamos que x> > x e que = > 0. Ent3o,
% > 0 e por, isso, de 2> > = podemos concluir que %

queriamos demonstrar.

x 2% > 1 x z, ou seja, que x > 1, como

(j) Normalmente, para provar a “n3o existéncia” usamos o método de redugdo ao absurdo.

Suponhamos que existe ng € N tal que ng + 5 = 3ng + 2. Ent3o, 2ng = 3, e, portanto, podemos
concluir que 3 é um nimero par, o que é uma contradicdo. A contradi¢do resulta de termos suposto
que existe ng. Logo, ndo existe qualquer natural que satisfaca a condicao apresentada.

Considere o seguinte teorema:

. , 2x—5 __ x —
Seja x um ndmero real tal que x # 4. Se == = 3 entdo v = T7.

(a) Indique se o argumento seguinte é uma prova do teorema dado.

: _ . 2x—5 __ 2x7-5 _ 9 _
Sejax =T. Entdo, 5= = ==—> = 3 = 3. Portanto, se

2x—5 __ 5 _
L =3entioxr=T.

(b) Apresente uma prova correta do teorema.

Considere a seguinte proposicdo falsa:

Se x,y sdo nGmeros reais tais que = + y = 10, entdo x # 3 e y # 8.

(a) Justifique por que é que o argumento seguinte ndo é uma prova da proposi¢cdo dada.
Suponhamos que o consequente da proposicdo dada é falso. Entdo, x = 3 ey = 8, pelo
que x +y =3+ 8 = 11 # 10. Logo, provdmos por contraposicdo que, se x +y = 10, entdo
x#3ey+#8.
(b) Apresente um contraexemplo para a afirmag3o dada.

Paul, John e George sdo 3 estrelas de rock. Um toca guitarra, outro toca bateria e outro toca piano.
O baterista tentou contratar o guitarrista para uma sessdo de gravagdo, mas disseram-lhe que ele
estava fora da cidade a fazer espeticulos com o pianista. O baterista admirava o trabalho de ambos
os musicos. Sabendo que

(a) O pianista ganha mais que o baterista;

(b) Paul ganha menos do que John;

(c) O George nunca ouviu falar do John;

que instrumento toca cada uma das estrelas de rock?

Numa convencdo, juntaram-se 100 politicos. Cada politico ou é corrupto ou é honesto. Sabendo
que:

(a) Pelo menos um dos politicos é honesto;

(b) Dados 2 quaisquer politicos pelo menos um é corrupto;

dos 100 politicos, quantos sdo corruptos e quantos s3o honestos?

Temos 4 cartas. Todas elas tém um nimero impresso num dos lados e uma letra no outro. As 4
cartas est3o pousadas na mesa, estando visiveis as letras B e A e os ndmeros 8¢5.

Sobre estas cartas é-nos dito que "se uma carta tem um namero par de um dos lados, entao,
tem uma vogal no outro.”

Qual é o niimero minimo de cartas que é necessario virar para verificarmos se esta regra é verdadeira?
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2 inducao natural

53. Considere as seguintes condi¢des p(n), com n € Ny,

() p(n) = n? + 5n + 1 é par; (1) p(n) = n! > n? (1) p(n) = 2n > n2.
(a) Investigue para que naturais n a proposi¢do p(n) = p(n + 1) é verdadeira.
(b) Diga, justificando, para que naturais n a proposi¢do p(n) é verdadeira.
54. Seja P(n) a seguinte afirmag3o:
-1 2
1+2+.“+n:(n)—2(n+).
(a) Mostre que, se P(k) é verdadeira, entdo P(k + 1) também é verdadeira.
(b) Podemos concluir que P(n) é vélida para todo n € N?
Resolucao
(a) Queremos provar que se temos
kE—1)(k+2
1+2+---+k::—( )2( ~2) (*)
entdo também temos
E+1)—1D((k+1)+2
1+2+---+(kr+1)=(( ) )2(( ) ),
ou seja, também temos
k(k+3
1+2+---+(k+1)=7( ) ()
De facto, se (x) é verdade, temos que
1+24 -+ (k+1) =1+24 - +k+(k+1)
=142+ +k) +(k+1)
k—1)(k+2
= B2 4 (1) [por (+)]
_ k24k—2+42k+2
= 2
_ K243k _ k(k+3)
=2 "2 -
(b) N&o. Por exemplo, se considerarmos n = 1, obtemos a igualdade 1 = 0, que é obviamente

falsa.
Na realidade, esta igualdade é falsa para todo n € N. Sabemos que a soma dos n primeiros
naturais é @ Se suposermos que a igualdade dada é verdadeira para algum n € N, temos

nn+1)=(n-1)(n+2),ie, n? +n=n?+n—2e, portanto, 0 = —2, o que é absurdo.
O absurdo resulta de termos suposto que o tal n existia. Logo, a igualdade n3o se verifica par
todo n € N.

55. Prove, por indugdo matematica, que as seguintes igualdades s3o vélidas para qualquer n € N:
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(a)
(b)
()

(f)

2042t 4. pon =0l g,
143454+ (2n—1) =n?
2444+6+---+2n=n%2+n;
ZQ n+1(2n+1)_

Resolug:ao

(1) Comecemos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos:

1
S Lx+Dx @+
; 6 ’
=1

o que é verdade, pois, efetuando os célculos, obtemos 1 = 1;

n(n+1)2n+1)
6

n
(2) Suponhamos agora que n € N é tal que Zi2 = . Queremos provar que

i=1

. De facto,

Ziz _ (n+1)(n+2)(2n+3)

3
+
—
3

ZZQ 22124— n+1
3 =1

1)(2 1
= n(n + )6( ntl + (n+1)? (aplicando a hipétese de indugdo)

nn+1)(2n+ 1)+ 6(n + 1)
(n+1xmﬂ+i+6n+®
(n+1xmﬁi3n+4n+®
(n+nm@nia+a@n+a]
m+&xn+mgn+$'

6

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugdo, podemos concluir que a igualdade se verifica
para todo natural n.

n

> (2 1) =n(2n® - 1);

i=1

1-242-34 - +n(n+1) = 2otnt2),

Resolucao

(1) Comecemos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos:

1-2-3

1-2= ,
3

o que é verdade, pois, efetuando os célculos, obtemos 2 = 2;

1 2
(2) Suponhamos agora que n €« Nétalque1-24+2-34+---+n(n+1) = nin+n+ )

(n+1)(n+ 2%(72—1— 3)
3 .

Queremos provar que 1-2+2-3+---+n(n+1)+ (n+1)(n+2) =
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De facto,

1-242-34+---4+nn+1)+(n+1)(n+2)
=[1-24+2-3+--+nn+1)]+n+1)(n+2)
n(n+1)(n+2)

= 3 +(n+1)(n+2) (aplicando a hipédtese de indugdo)

n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+3)(n+1)(n+2)
3

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indug3o, podemos concluir que a igualdade se verifica
para todo natural n.

1 n

1 1 .
(€ 12 tast  + g =

"1 1
) D gr =15
k=1

(i) Y (-2 =2" -1

k=1
(j) n3 —n é mdltiplo de 3;
Resolucido

(Ver escrita de resolucdo alternativa nos slides das aulas tedricas.) Comegamos por observar
que um numero natural n é um miultiplo de 3 se existe k € N tal que n = 3k.

(1) Verificamos o caso base: considerando n = 1, temos 12-1=0=3-0, com 0 €N, pelo
que a proposicdo “ 13 — 1 é um miiltiplo de 3" é verdadeira;

(2) Suponhamos agora que n € N é tal que n® —n = 3k, para algum k € N. Queremos provar

que (n+1)3 — (n+1) = 3K/, para algum &k’ € N. De facto,
n+13-mn+1) =n*+3n2+3n+1-n-1
= (n3—n)+3n?+3n
=3k +3(n% +n) (aplicando a hipétese de indug&o)
=3(k +n?+n)
= 3K/, onde k¥’ =k +n?+n e N.

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugdo, podemos concluir que, para todo natural n,

3

n” —n é um multiplo de 3.

(k) 5™ — 1 é mdltiplo de 4.
56. Prove que:

1 1
(a) ]}:[2(1 - )= % para todo o natural n > 2;

(b) n? > 2n + 1, para todo o natural n > 3;

Resolucdo (1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n = 3, temos 32 =9 > 7 =2 x 3+ 1;
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(2) Suponhamos agora que n € N é tal que n? > 2n + 1. Queremos provar que (n + 1) >
2(n+ 1)+ 1, ou seja, que (n + 1)2 > 2n + 3. De facto,

(n+1)2 =n?+2n+1

>2n+1+2n+1 (aplicando a hipétese de indug&o)
=2n+2n+2

>2n+1+2 (2n é um natural, pelo que 2n > 1)
=2n+3.

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indug¢do, podemos concluir que, para todo natural n > 3,
n? > 2n + 1.
(c) (1+2)" < n para todo o natural n > 3;
Resolu¢cdo (1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n = 3, temos (1 + %)3 < 3, ou seja,
que 64 < 81, o que é obviamente verdade;
(2) Suponhamos agora que n € N é tal que (142)" < n. Queremos provar que (1+n%r1)"‘H <
n + 1. De facto,

14 20" =1+ 20+ 74)
<(1+Hra+ n%rl) (porque n%q <1y
<n(l+ n%rl) (aplicando a hipétese de indugdo)
=n+5
<n+1 (porque n < mn +1).

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugdo, podemos concluir que (1 + 1) < n para todo
o natural n > 3.

(d) 7n < 2™ para todo o natural n > 6;
(e) 2" > n?, para todo o natural n > 5;
(f) 2" > n3, para todo o natural n > 10;

Resolucdo (1) Comecamos por verificar o caso base: considerando n = 10, temos 2! = 1024 > 1000 =
103, o que é obviamente verdade;
(2) Suponhamos agora que n > 10 é tal que 2" > n®. Queremos provar que 2”1 > (n + 1)3,
ou seja, que 27+l > 13 4 3n2 + 3n + 1. De facto,

20l =2m % 2

>nd x 2 (aplicando a hipétese de indugdo)
—n34n3

=nd +n-n?

> n? + 10n? (porque n > 10)

=n3 + 3n? 4+ Tn?

> n3 + 3n? 4+ 70n (porque n > 10)
=n?+3n%+ 3n + 63n

>n3 +3n? +3n+1 (porque 63n > 1).

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Inducdo, podemos concluir que 2" > n?, para todo o
natural n > 10.
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(g)

n! > 2", para todo o natural n > 4.

57. Considere o real x > —1. Prove, por indu¢do matematica que, para todo n € N, se tem

(I1+2)">14 nzx.

58. Sejam a e b dois nimeros reais tais que 0 < a < b. Mostre que, para todo o n € N, se tem

(a) an S bn_ (b) abn + ban S an—l—l + b’rH—l. (C) (#)n S an;‘bn'

Resolucao

(a)

Vamos aplicar o método de indugdo natural:

(1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos a < b, o que é verdade,
por hipdtese;

(2) Suponhamos agora que n € N é tal que a™ < b™. Queremos provar que " < b+, De
facto, como

a"tl =a"-a
<b-a (aplicando a hipétese de indug&o)
<v-b (porque a < b e b™ > 0)
— bn—i—l

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugdo, podemos concluir que a™ < b", para todo o
natural n.

Este resultado prova-se sem ser necessario recorrer ao método por inducido natural. De facto,
temos:

bt 4™ —ab” — b = b"(b—a) — a™(b—a) = (b" —a")(b—a) >0,
pois, por hipétese, a < b e, pela alinea anterior, a™ < b". Logo,
bn—i—l +an+1 > ab™ _|_ban,

como queriamos demonstrar.

Aplicamos novamente o método de indugdo natural (pois é preferivel a ter de desenvolver o

binémio de Newton).
. . 1 1
(1) Comecamos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos (%t2)! = atb — a+b-

2
. , 1 1
e, por isso, é verdade que (%%)1 < %;

(2) Suponhamos agora que n € N é tal que (“E2)" < 22 Queremos provar que (%42)"+1 <
an+1+bn+1
R De facto,

a+b\""" fa+b\"a+b
2 S\ 2 2
a»+b" a+b
2 2
(@™ +b")(a+b)
4
a1 4ot b + b
4
< 1 (pela alinea anterior)
2(an+1 +bn+1)
4
an+1 _|_bn+1

2

-2 - 2

(aplicando a hipétese de indug&o)
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59.

60.

61.

62.

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indug3o, podemos concluir que (“TH’)” < # para
todo o natural n.

Descubra a lei sugerida pelos dados apresentados e prove-a por inducdo natural:

o Qo o=

T =

=57

NOl= N[ B9
- -

5.

6’

3
!

w
_|_

! 4

Recorrendo ao método de indugdo matematica, prove que a sucessdo dos niimeros triangulares

.&&a&a&

t1 =1

, tem como termo geral t, =
th =th_1+n para n > 1

cuja definicdo por recorréncia é {

n? +n
5 -

Considere a sucessdo (ay,)nen definida recursivamente por

a1 =3
Gnt+1 = 2an + 3, para todon > 1
Prove, por indu¢do, que a,, = 3(2" — 1), para todo n > 1.

Resolucdo

(1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos a; = 3 = 3(2! — 1), o que é
obviamente verdade;

(2) Suponhamos agora que n > 1 é tal que a,, = 3(2"—1). Queremos provar que a, 1 = 3(2"*1—1).
De facto,

ap+1 = 2an + 3 (pela definicdo da sucessdo)
=2x3(2"-1)+3 (aplicando a hipétese de indugdo)
=3x2" 643
=3x2" -3

=3(x2"* —1).

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugdo, podemos concluir que a,, = 3(2" — 1), para todo o

nimero natural n.

Considere a sucessdo (ay,)nen definida recursivamente por

al = 2
an+1 = (n+ 1)ay, paratodon >1

Prove, por inducio, que a,, > 2", para todon > 1.

LCC - Tépicos de Matemitica - 2022/23 - pag. 22



63.

64.

65.

66.

Considere a sucessdo (ay,)nen definida recursivamente por

Prove, por inducado, que 1 < ap4+1 < ap < 2, para todon > 1.

Resolucao

(1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n =1, temos a; =2 e ag = %(al +5) = %,
pelo que é verdade que 1 < ag < a; < 2;

(2) Suponhamos agora que n > 1 é tal que 1 < anq1 < a, < 2. Queremos provar que 1 < a,49 <
apy1 < 2.

Como, por hipétese de indugdo, an+1 < a, < 2, temos que a,+1 < 2. Falta entdo provar que
1 <apya < apy1. Por definicdo da sucessdo, temos que a0 = %(anﬂ +5). Mas, novamente por
hipotese de inducdo, temos que

(a”fl + 5)

o |

1
1(1 + 5) < ((ln+1 + 5) <

ou seja, temos que

< apyo < Gpyt.

[\CR V]

Logo,
1< an+2 < ap+1-

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugo, podemos concluir que 1 < a1 < a, < 2, para
todo o niimero natural n.

Na matemaética, os niimeros de Fibonacci sdo uma sequéncia definida como recursiva do seguinte
modo:
1 n=1
Fn)=< 1 n=2
Fn—1)4+ F(n-2) n>3
(a) Prove, através da indugdo matematica, que, para qualquer n € N, se tem:
i. F)+F2)+..+Fn)=Fn+2) -1,
i. F2)+ F4)+...+ F(2n)=F(2n+1)—1,
iii. F(3n) é par.
(b) Usando o Método de Inducio Completa, prove que, para todo n > 2, F(n) > ¢" 2, onde
o= 1‘*'2—‘/5 € o0 nimero de ouro.
[sugest3o: Tenha presente que o nimero de ouro é o real positivo que satisfaz 72 = x + 1.]
Use o Principio de Inducdo Completa de base 2 para mostrar que todo o niimero natural maior ou

igual a 2 se pode decompor como produto de niimeros primos.
Considere a sucessdo (ay,)nen definida recursivamente por

a)p = 1
ag = 4
Gn42 = 4any1 — 4ay, paratodon > 1

Use o Principio de Inducio Completa para provar que a,, = n2"~ !, para todo n > 1.
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Resolucao

(1) Comegamos por verificar o caso base: considerando n = 1, temos a; = 1 =1 X 21-1 ¢ que é
obviamente verdade;

(2) Suponhamos agora que n > 1 é tal que, para todo natural k < n, a; = k2k=1. Queremos provar
que ap+1 = (n + 1)2". Como na definicdo por recorréncia da sucessdo apenas a partir da terceira
ordem é que os termos estao definidos a custa dos anteriores, temos de considerar duas situacdes:
» Sen =1, temos que as =4 =2 x 21 =2 x 2271,
= Sen > 2, temos que
apy1 = 4ap — 4a,_1.
Neste caso, comon < n en —1 < n, podemos aplicar a hipétese de inducdo completa aos
termos a,, € a,—1 €, assim, temos que
=4 277,—1 —4 -1 n—2
apy1 = 4n (n )2
— 4712"_1 o 4n2'n,—2 14 % 271,—2
= 8n2""% —4n2" 2 4 4 x 22
= 4n2"2 44 x 272
= (n+1)2™.

Por (1) e (2), aplicando o Principio de Indugio Completa, podemos concluir que a,, = n2"~!, para
todo o nimero natural n.

67. Considere a sucessdo (an)nen definida recursivamente por

ay = 1
ag = 3
Qp = Qp_o + 2a,_1, para todon >3

Use o Principio de Inducdo Completa para provar que a, é um ndmero impar, para todo n > 1.

68. Considere a sucessdo (an)nen, definida recursivamente por

a():l
ap =0Qp_1+ap_o+---+ay+ag+1, paratodon >1

Mostre que a,, = 2", para todo n > 0.
69. Considere a sucessdo (ap)nen definida recursivamente por

a; =1
as =8
Qp = Qp_1 + 2a,_o, para todon >3

Mostre que a,, = 3 x 2" 1 +2 x (—1)", para todo n > 1.

70. Pretende-se dividir uma barra de chocolate nos n quadrados que a comp&em. Sabendo que apenas se
pode partir a barra pelas linhas que definem os quadrados, mostre que é necessario partir o chocolate
n — 1 vezes para se separar os n quadrados.
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3 conjuntos

71. Considere o conjunto A = {1,-1,1 2,0,—%}. Indique os elementos de cada um dos conjuntos

R
seguintes.
(a) {a € A:a? € Z}; (d) {VaeR:aec ANa? e A};
(b) {a € A:\/a € R}; () {b€Z:3ae Ab=a®};
(c){a> €R:ac ANa® € A}; (f){beR:3a € Ab>=a}.
72. Descreva em compreensdo cada um dos seguintes conjuntos:
(a) {-1,1} (c) {3,6,9,12,15,...};
(b) {2,3,5,7,11,13,17}; (d) {4,9,16,25,...}.

73. Justifique que os seguintes conjuntos s3o iguais:
A={zeR|z?-3z+2=0}; B ={1,2}; C={neNy|0<n?<4}.

74. Sejam A, B e C conjuntos tais que A é um subconjunto de B e B é um subconjunto de C. Suponha
aindaquea € A,be B,ce C,d¢ A ed¢ Be f ¢ C. Quais das afirmagdes seguintes sdo
necessariamente verdadeiras?

(@JacC; (b)beA (c)c¢tA (d)deB;, (et A (f) f¢A
Resolucdo

As afirmagdes necessariamente verdadeiras s3o as afirmagdes (a), (e) e (f).

Justificacdes:

(a) Como A C Be B C (C, temos que A C C. Assim, qualquer elemento de A é também elemento
de C'. Como a € A, podemos concluir que a € C.

(e) Como A C B, qualquer elemento de A é também elemento de B. Assim, pelo contrarreciproco,
se um dado objeto ndo é elemento de B, entdo também ndo é elemento de A. Como e ¢ B,
podemos concluir que e ¢ A.

(f) A justificacdo é andloga a justificacdo de (e), mas considerando que A C C' e que f & C.

Para as restantes afirmacdes, hd exemplos onde s3o verdadeiras e ha exemplos onde s3o falsas, pelo
que afirmamos que, no geral, ndo sdo verdadeiras. Como justificacdo apresentamos contraexemplos:

(b) Se considerarmos A = {a}, B = {a,b} e C = {a,b,c}, temos que A C B, B C C, a € A,
beB,ceC,d¢ A e¢ Be f¢ C. Noentanto, b ¢ A.

(c) Se considerarmos A = {a,c}, B = {a,b,c} e C = {a,b,c,d,e}, temos que A C B, B C C,
a€A beB,ceC,d¢ A e¢ Be f¢C. Noentanto, ¢ € A.

(d) Se considerarmos A = {a,c}, B = {a,b,c} e C = {a,b,c,d, e}, temos que A C B, B C C,
a€A beB,ceC,d¢ A e¢ Be f¢ C. Noentanto, d ¢ B.

75. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmag8es seguintes:

(a) Le{1}; (d) {1} € {{1}}; (g) {1} € {1, {1}};
(b) 1€ {{1}}; (e) {1} < {1} (h) {1, {1}} < {{1}};
(c) {1} € {1} (f) {1} < {{1}}; (i) {1} < {1, {1}}.
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76.

T7.

78.

79.

80.

Resolucao

(a)

Verdadeira. O niimero 1 é o dnico elemento do conjunto {1}, pelo que podemos afirmar que
1e{l};

Falsa. O tnico elemento que o conjunto a direita do simbolo € tem é o elemento {1}. Assim,
1 n3o é elemento do conjunto. Logo, temos que 1 & {{1}};

Falsa. O tnico elemento que o conjunto a direita do simbolo € tem é o elemento 1. Assim,
{1} n3o é elemento do conjunto. Logo, temos que {1} & {1};

Verdadeira. O conjunto {1} é o tnico elemento do conjunto {{1}}, pelo que podemos afirmar
que {1} € {{1}};

Verdadeira. Qualquer conjunto é subconjunto dele préprio. Por isso, podemos afirmar que
{1} < {1};

Falsa. O dGnico elemento do conjunto a esquerda do simbolo C, o elemento 1, ndo é elemento

do conjunto a direita do mesmo simbolo, uma vez que o dnico elemento desse conjunto é {1}.
Logo, temos que o primeiro conjunto ndo é subconjunto do segundo conjunto;

Verdadeira. O conjunto a direita do simbolo € tem dois elementos: o elemento 1 e o elemento
{1}. Assim, por causa deste ultimo, podemos afirmar que {1} € {1, {1}};

Falsa. O conjunto a esquerda do simbolo C tem dois elementos e o conjunto a direita tem um
elemento. logo, o primeiro conjunto nunca pode ser subconjunto do segundo;

Verdadeira. O conjunto a esquerda do simbolo C tem um U(nico elemento, o elemento 1. O
conjunto a direita do simbolo € tem dois elementos: o elemento 1 e o elemento {1}. Assim,
todos os elementos do primeiro conjunto sdo elementos do segundo conjunto e, por isso, o
primeiro conjunto é subconjunto do segundo conjunto. Logo, temos que {1} C {1,{1}}.

Investigue a veracidade de cada uma das seguintes proposi¢oes.
(a) e {0}, (b)DC{0}; (c)0&0; (d)0e{{0}}.

Mostre que os conjuntos (), {0} e {{(}} sdo distintos dois a dois.

D& exemplos de conjuntos A e B tais que se tenha simultaneamente

(a) Ac Be ACB; (b) Ac Be AYZ B; () A¢ Be ACB.

Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se cada uma das afirma¢Ges que se seguem é ou n3o
verdadeira.

(a) Se AC Be BC (C,entdo ACC; (d)Se Ac Be BC (C,entio ACC,

(b) Se A€ Be Be C,entdo A e C; () Se AC Be BeC(,entio A€,

(c)Se Ac Be BCC,entio AcC, (f)SeACBeBeC,entdo ACC.

Sejam A e B conjuntos. Simbolize convenientemente:

(a) A e B tém um elemento em comum;

(b

)
)
()
)

Nenhum elemento de A é elemento de B:;

A tem um dnico elemento:;

(d) A tem exatamente dois elementos.

Resolucao
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(a) Dizer que “A e B tém um elemento em comum” é o mesmo que dizer que
ANB#0

ou que
(Jx) x € ANz € B.

(b) Dizer que “Nenhum elemento de A é elemento de B" é o mesmo que dizer que
ANB=10

ou que
(Vx e A) = ¢ B.

(c) Dizer que "A tem um dnico elemento” é o mesmo que dizer que
Flaz)zec A

ou que
(Fz)z e AN[Fy:yeA)=ax=y.

(d) Dizer que “A tem exatamente dois elementos” é o mesmo que dizer que
(Fr,ycA)z#yAN[(Fz:z€A)=2z=a0Vz=y.
81. Sejam A ={1,2,3,4,5} e B={2,4,6,8,10}. Identifique os seguintes conjuntos:

(a) AN B; (c) A\ B; (e) (AUB)\ (AN B);
(b) AU B; (d) (A\ B) N B; (f) (A\ B)U (B \ A).

82. Seja X ={zr € R: —11 < x < 11}. Considere os seguintes subconjuntos de X:

A={reX:0<z2<3}, B={reX:2<zx<6} e C={reX:—-1<z<l1}

Determine:
(a) AU B; (c) A (e) B'; (g) (ANB)U(AUC);
(b) AN B; (d) B\ 4; (f) An(BUC); (h)y (AnB)U(ANC).
83. Sejam A = {2,4,6,8}, B={r € N: (3y e N)x =2y} e C = {2?: z € A}. Determine
(a) AuC; (c) AU B; (e) BUC, (g) A\B; (i) B\B.
(b) AU A; (d) AnB; (f) BN B; (h) C\A4;
Resolucao

Comegamos por observar que B é o conjunto de todos os ntimeros pares e que C' = {22,42,62,8%} =
{4,16, 36,64}, pelo que tanto A como C' sdo subconjuntos de B. Estamos agora em condi¢Bes de
determinar cada um dos conjuntos pedidos.

(a) AuC={z:2€ AveeC}=1{2,4,6,8,16,36,64};

(b) AUA={z:zc AVoec A} ={z:x € A} =4,

(c) AuUB={x:x€ AVz € B} =B, umavez que A C B;

(d) AnB={zx:x€ ANz € B} = A, uma vez que A C B;

e) BUC={z:x€ BVze(C} =B, umavez que C C B;

f) BNB={z:x€ BNz € B} =B,
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(g) AB={z:x€ ANz ¢ B} =0,
(h) C\A={z:2€CArx¢A}=/{16,36,64};

(i) B\B = {x;2x € BNz ¢ B} = (), pois a condicdo que define o conjunto (z € BAx ¢ B) é
uma condi¢do impossivel.

84. Sejam A e B conjuntos.

(a) Mostre que (AU B)\ B C A4;

(b) Dé exemplo de dois conjuntos A e B tais que (AU B) \ B # 4;

(c) Mostre que (AUB)\ B= A\ (ANB).

85. Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das afirma¢&es

seguintes.

(a) SeCCAUB,entioC C AeCC B;

(b) Se C C AouC C B,entdo C C AUB;

(c) SeACCeBCC(C,entdio AUBCC,

(d) Se AUBCC,entio ACCeBCC,

() Se ACCouBCC(C, entio AUBCC.

Resolucao
(a) Falsa. Considere-se o seguinte contraexemplo: Se A = {1,2}, B = {3,4} e C' = {2, 3}, temos

que C C AUB =1{1,2,3,4} e, no entanto, C Z Ae C Z B;

(b) Verdadeira. Como A C AUB e B C AUB, temos, pela transitividade da inclusdo de conjuntos,
que:
CCAeACAUB=CCAUB

CCBeBCAUB=CCAUDB;

(c) Verdadeira. Sabemos que A U B é o menor conjunto que contém simultaneamente A e B.
Logo, Se C étalque AC C e BC (C temos que AUB C C.

(d) Verdadeira. Como A C AUB e B C AUB, temos, pela transitividade da inclusdo de conjuntos,
que:
ACAUBeAUBCC=ACC

BCAUBeAUBCC=BCC(;

(e) Falsa. Considere-se o seguinte contraexemplo: Se A = {1,2,3}, B = {4,5} e C = {3,4,5},
temos que B C C, pelo que se verifica que "ACCouBCC"e AUB¢C.

86. Sejam X um conjuntoe A, B,C C X taisque ANB=ANCe (X\A)NB=(X\A)NC. Mostre
que B=C.

87. Usando as propriedades das operacles entre conjuntos, determine:

(a) DUA)N(BUA); (b) (AUB)N (AU B'); (c) An(AUB).

LCC - Tépicos de Matematica - 2022/23 - pag. 28



88. Dé exemplos de conjuntos A, B, C, para os quais se tenha, respetivamente:
(a) AU(B\C) # (AUB)\(AUC); (c) A\(BNC) # (A\B) N (A\C).
(b) A\(BUC) # (A\B) U (A\O);

Resolucio
(a) Sejam A = {1}, B ={2,3} e C = {3,4}. Entio,
AU(B\C)=1{1,2} e (AUBN\AUC)={1,2,31\{2,3,4} = {1}.
(b) Sejam A = {1,2,3}, B={2,3,4,5} e C' = {3,5,6}. Entdo,
A(BUC)={1} e (A\B)U(A\C)={1}U{1,2} ={1,2}.
(c) Sejam A ={1,2,3}, B={2,3,4,5} e C' = {3,5,6}. Ento,

A(BNC)={1,2} e (A\B)N(A\C)={1}N{1,2} = {1}.

89. Para cada um dos conjuntos seguintes, escreva (usando simbolos 16gicos) o que significa um objeto x
ser um elemento desse conjunto. Depois, determine os conjuntos que s3o iguais entre si, determinando
as proposicoes que sao logicamente equivalentes.

(a) (A\B)\ C; (c) (A\B)u(ANC); () A\ (BUC).
(b) AN\ (B\C); (d) (A\ B) N (A\C);

90. Sejam A e B conjuntos. Prove que

(a) se AUB =10, entdéio A=0e B=1;
(b) A\B C A;

(c) A\D = 4;

(d) (A\B)NB =10;

(e) An(B\C)= (AN B)\C;

(f) A= (AN B)U(A\B);

(g) se AC B, entdo AU (B\A) = B.

Resolucdo

(a) Sabendo que AU B = (), queremos provar que A = () e que B = 0. Como A C AUB e
B C AU B, podemos concluir que A C () e que B C (). Como o tnico subconjunto do vazio é
o préprio vazio, temos que A = () e que B = 0.

(b) Como
reA\BsreAex ¢ B=xe A,

temos que A\B C A.

(c) Como
reA\lsrcAerd e xeA,

uma vez que “z ¢ ()" é uma condi¢3o universal e qualquer condi¢c3o universal é elemento neutro
da conjungdo de condi¢des, temos que A\() = A.
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(d) Como
re(AAB)NB&reA\BexeB&srecAex¢ Bexe B&xel,

uma vez que a condi¢do “z ¢ B ez € B" é uma condigdo impossivel e uma condi¢do impossivel
é elemento absorvente para a conjuncdo e define o conjunto vazio, temos que (A\B) N B = {).
(e) Como
re AN(B\C) ©xecAexec B\C
srecAereBex ¢ C
screANBex ¢ C
<z e (ANB)\C,
temos que AN (B\C) = (AN B)\C.
(f) Como
re€(ANB)UA\B < xe€ ANBouxec A\B
& (reAexeB)ou(reAex ¢ B)
creAe(reBoux¢ B)
Sz e A,

uma vez que a condi¢do “x ¢ B ou x € B"” é uma condig3o universal e uma condi¢do universal
é elemento neutro para a conjungdo, temos que A = (AN B) U (A\B).

(g) Sabendo que A C B, queremos provar que AU(B\A) = B. De facto, sabemos que B = AUB
e, por isso,
re€ AU(B\A) ©xcAouzxeB\A
screcAou(reBex¢ A
S (reAourzeB)e(xeAoua ¢ A
SreAUB
& e B.

Assim, estamos em condi¢Bes de concluir que AU (B\A) = B.

91. Sejam A, B e C conjuntos. Mostre quese AUB=AUCe ANB=ANC, entdo B=C.

Resolucdo
Sabendo que AUB =AUC eque AN B = ANC, queremos provar que B = C.

Como B C AU B temos que B = BN (AU B). Analogamente, como C' C AUC, podemos concluir
que C =CN(AUC). Assim,

B =BnNn(AUB)
=BN(AUC) (por hipétese)
=(BNA)U(BNO) (por distributividade de N em relagdo a U)
=(CnNnAU(CNnB) (por hipétese e por comutatividade de N)
=CN(AUB) (
=CnN(AUQ) (

=C.

por distributividade de N em relagdo a U)
por hipétese)

92. Seja E o conjunto {1,{1},2,{1,2}}. Determine:
(a) P(E); (b) ENP(E).

Resolucao
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(a) O conjunto E tem quatro elementos, pelo que a sua poténcia é um conjunto com dezasseis
elementos, que sdo os dezasseis subconjuntos de E. Assim,

PE) = {0, {1}, {133 {25 ({1 23 {1 {0 {1 25 {0 {1, 23 ({1, 23, {141, 23,
{241,235 A1 1) 25 {1 {01 {1, 235, {1, 2, {1, 233, {13, 2, {1, 2}, B}

(b) ENP(E) = {{1},{1,2}}.

93. Sejam A ={1,2.3} e B ={0,{1,2,3}}.

(a) Indique P(A).
(b) Diga, justificando, se:
(i) A e P(B); (i) A € P(N); (iii) P(A) C P(N).

94. Determine todos os elementos de:
(a) P(P©));
(b) P(P({0})).
95. Sejam A e B conjuntos. Mostre que A C B se e sé se P(A) C P(B).

Resolucido
Vamos provar esta equivaléncia provando uma dupla implicac3o.
[=] Sabendo que A C B, queremos provar que P(A) C P(B).

Se A C B, sabemos que qualquer subconjunto de A é também subconjunto de B. Assim, qualquer
elemento de P(A) é elemento de P(B). Logo, P(A) C P(B).

[«<] Sabendo que P(A) C P(B), queremos provar que A C B.

Da hipotese temos que qualquer subconjunto de A é um subconjunto de B. Mas, A é subconjunto
de si préprio. Entdo, A é subconjunto de B, o que prova o pretendido.

96. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacdes seguintes:

(a) {0} C A, para qualquer conjunto A; (f) 0 € P(A), para qualquer conjunto A4;
(b) @ C A, para qualquer conjunto A4; (g) {{0}} C P(0);

(c) @ € P(A), para qualquer conjunto A; (h) {0} € {{0,{0},{{0}}} };

(d) {0} € P(A), para qualquer conjunto A; (i) P({0}) = {0,{0}}.

(e) O € A, para qualquer conjunto A;

97. Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmagGes
seguintes:

(a) P(ANB) =P(A)NP(B);

(b) P(AUB)="P(A)UP(B);

(c) Se (AUB) € P(AN B) entdo A = B.
Resolucdo

(a) A afirmacdo é verdadeira. De facto, temos

XePANB) & XCANB&XCAeXCRB

& XePA)eXePB)e XePANPDB).
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(b) A afirmagdo é falsa. Considere-se o seguinte contraexemplo: se A = {1} e B = {2, 3}, entdo
AUB ={1,2,3} e, porisso, {1,2} € P(AUB) e {1,2} ¢ P(A) e {1,2} ¢ P(B). Assim, os
dois conjuntos ndo s3o necessariamente iguais.

(c) A afirmacgdo é verdadeira. Se (AU B) € P(AN B), entdo AUB C AN B e como, em geral,
ANB C AUB, temos que AUB = AN B. Como a uni3o de dois conjuntos é o menor conjunto

que os contém e a intersecao de conjunto é o maior conjunto neles contido, concluimos que
ANB=A=B=AUB.

98. Sejam A e B dois conjuntos. Dados a € A e b € B, definimos o par ordenado (a,b) como
sendo o conjunto {{a},{a,b}}. Prove que, para quaisquer a,z € A e quaisquer b,y € B, se tem
(a,b) = (z,y) seesdbsea=xeb=y.

99. Considere os conjuntos A = {a,b,c,d}, B={e, f} e C ={g}.

(a) Determine:

(i) BxCeCxB; (iii) A x B x C; (v) B3;

(i) (B x O)\ (C x B); (iv) A x 0 x C; (vi) B® x C.
(b) Verifique que os conjuntos B3 x C e C' x B? nio sio iguais.

(c) Indique o niimero de elementos dos conjuntos A% x B x C' e €% x B x A%,

100. Sejam A, B e C conjuntos. Prove que:

(a) se AC B, entdo Ax C C B x (,
(b) se AC B, entdo C x A C C x B;
(c) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C);
(d) (ANB)xC=(AxC)n(BxCOC);
(e) A (B\C) =(Ax B)\(Ax(C).
Resolucao

(a) Sabendo que A C B, queremos provar que A x C' C B x C. De facto, temos que

(x,y) e AxC ©rxeAeyel (por defini¢do de prod. cartesiano)
=zx€Beyel (por hipdtese)
< (z,y) € Bx C. (por defini¢do de prod. cartesiano)

Assim, concluimos que A x C C B x C.
(b) Anélogo ao anterior.

(c) Temos que

(r,y) e (AUB)x(C < zxzecAUBeyeC (def. de prod. cartes.)
& (reAouzreB)eyel (defini¢do de U)
S (reAdeyeC)ou(xeBeyeC) (dist. de A em relagdo aV)
& (z,y) € AxCou (z,y) € BxC (
& (r,y) e AxCUBXC (

def. de prod. cartesiano)
defini¢do de U)

101. Sejam A e B dois conjuntos. Prove que (A x A)\(B x B) = [(A\B) x AJU [A x (A\B)].

102. Sejam A e B conjuntos tais que A # B. Suponha que C' é um conjunto tal que A x C = B x C.
Mostre que C = ().
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Resolucao
Demonstracdo por reducdo ao absurdo.
Suponhamos que A, B e C s3o conjuntos tais que A # B, Ax C = B x C e C # (). Ent3o,
» de A # B sabemos que existe a € A tal que a ¢ B ou que existe b € B tal que b ¢ A (uma
das afirmacgdes desta disjuncdo pode ser falsa, pois um (e apenas um) dos conjuntos A e B

pode ser o conjunto vazio). Suponhamos, sem perdas de generalidade, que existe a € A tal
que a ¢ B.

» de C # () podemos concluir que existe ¢ € C.
Assim, estamos em condi¢des de concluir que existe o elemento (a,c) € AxC. Mas, AxC = BxC,
pelo que (a,c) € BxC' e, por isso, temos que a € B. Logo, temos a ¢ B e a € B, uma contradi¢3o.

A contradic3o resulta de termos suposto que os trés conjuntos sdo tais que A # B, AxC =B xC
e C' # (). Logo, se os trés conjuntos s3o tais que A # Be A x C = B x C, temos que ter C' = ().

103. Seja A um conjunto finito. Qual dos conjuntos P(A x A) e P(A) x P(A) tem mais elementos?

104. Considere o conjunto de indices I = {1,2,3,4,5}. Calcule a unido e a intersec¢cdo das seguintes
familias de conjuntos:

(a) {Ak}rer em que, paracada k € I, Ay ={z € Z: |2| < 2k};

(b) {Bk}rer em que, para cada k € I, By, = [—k/2,k + 2[;

(c) {Cr}rer em que, paracada k € I, C = [_T-lu7 ﬁ]

105. Calcule a unido e a interseccdo das seguintes familias de conjuntos:
(@) {An}nen em que, paracadan e N, A, ={z€Z: |z| < 2n};
(b) {Bz},ers em que, para cada z € RS, By = [~x/2,2 + 2];
(c) {Ci}ien, em que, para cada i € Ng, C; = [_zﬂ%l’ lJ%l]

106. Dé exemplo de uma familia de conjuntos todos diferentes entre si, indexada pelo conjunto N, tal que

(a) a unido dos conjuntos da familia é igual a Z e a intersecgdo é igual a {0};

7

(b) a unido dos conjuntos da familia é igual a ]RBL e a interseccao é o conjunto vazio;

(c) a unido dos conjuntos da familia é igual a [2, 8] e a intersecgdo é igual a [3,6].
Resolucao

(a) Para cada i € N, seja, por exemplo, 4; = {—1,0,i}. Entdo, U A, =Ze ﬂ A; = {0}.

ieN ieN
(b) Sejam, por exemplo, A; = {0} e A; =|0,4[, para i > 2. Ent3o, U A;=RJ e m A =0.
ieN ieN
(c) Paracadai € N, seja, por exemplo, 4; = [2+ 1,8 — 2]. Entio, U A;=1[2,8 e ﬂ A; = [3,6].
1eN 1€N
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4 relacoes binarias

107. Para os conjuntos A e B e relacdo R de A em B, indique o dominio, o contradominio de R e o
conjunto imagem de X por R:
(a) A={1,2,3} e B=1{1,2,3,4,5,6,7};
R = {(L 1)7 (173)7 (37 5); (37 7)};

X =1{2,3};

(b) A=B=N;
R={(n,m) e NxN:m=2n};
X =4N;

(c) A=B=R;

R é relac3o binaria em R definida por x Ry < 22 +3? = 4;
X ={-2,-1,1,2};
(d) A= B = {x:x é um tridngulo no plano};
R ={(x,y) € Ax A| os tridngulos x e y sdo semelhantes};
X é o conjunto formado por um tridngulo equilatero cujo lado mede 3cm;
(e) A é o conjunto de todas as pessoas e B é o conjunto de todos os livros;
R ={(a,b) € A x B |a leu b};

X ={a € A:a é recém-nascido}.

108. Para cada uma das relagdes binarias definidas em Z, determine a imagem e a imagem completa
inversa de {3}:

(a) R={(a,b) e ZxZ|a=|bl};

(b) S={(a,b) € Z xZ| a é divisor de b};

(c) T={(a,b) €ZxZ| (3k € Z)b =4k + a};
(d) U={(a,b) eZXZ|a+b="T}.

109. Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = {4,5,6} e as relagdes R = {(1,4), (1,5),(2,5),(3,6)} e
S =1{(4,5),(4,6),(5,4),(6,6)} definidas de A para B e de B para B, respetivamente. Determine:

(a) SosS; (c) RoS; (e) R7Y; (g) S~ 1OR
(b) SoR; (d) S (f) R71oS; (h) (S~toR)~L
Resolucao

(a) SoS ={(z,y) € AxA:(Fz€ A)(x,z) € Se (z,y) € S} ={(4,4),(4,6),(5,5),(5,6),(6,6)}.

De facto,
= porque (4,5),(5,4) € S, temos que (4,4) € So S;
= porque (4,6),(6,6) € S, temos que (4,6) € So S;
= porque (5,4),(4,5) € S, temos que (5,5) € SoS;
= porque (5,4),(4,6) € S, temos que (5,6) € So S
= porque (6,6),(6,6) € S, temos que (6,6) € SoS.
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(b) SO}E ={(z,y) € AxA:(Fz € A)(z,2) € Re (z,y) € S} ={(1,5),(1,6),(1,4),(2,4),(3,6)}.
e facto,

1,4

= porque (1,4

(1,4) (
(1,4) (
= porque (1,5) € Re (
(2,5) (
(3,6) (

€SoR
€SoR

= porque 5)
6)
4)e SoR
4)
6)

€ S, temos que

€ S, temos que

€eSoR
€ SoR.

= porque (2,5
= porque (3,6
RoS ={(z,y) € Ax e

ST ={(z,y) e Ax A: (y,z) € S} ={(5,4),(6,4), (4,5), (6,6)}

R ={(z,y) e Ax A: (y,2) € R} ={(4,1),(5,1),(5,2),(6,3)}

RloS={(z,y) e Ax A: (HzEA)( z)€Se(zy) e R ={(v,y) e Ax A: (32 €
A)(xz,z) € Se(y,z) € R} ={(5,1), (4, ,2),(6,3),(4,3)}. De facto,

(1,
(1,
€ S, temos que (1,
(2,
(3

€ S, temos que

b

)
)
)
) € .5, temos que
)
H(

D>

Jdz € A)(x,z) € Se(z,y) € R} =0, uma vez que Dy N Dg = 0.

€ R~'0 S porque (5,4) € S e
eSe
eSe

(1

€ R~ o S porque (1,
(2,
€Se (3
(3
)(

(5,1) (
(4,1) (4,
» (4,2) € R~ 0 S porque (
(6,3) (
(4,3) (

)

5)
47)
67)
4,6)€ Se
HzeA
(1,
)
)
)
)

3
loR={(z,y) e Ax A:

)

6

6
S ( e(z,y) €S ={(v,y) e Ax A: (32 €
A)(z,z) € Re (y,2) € S} =1

4

5

)

6

,(3,6),(3,4)}. De facto,

B

€ S~ o R porque

)

€ S~' o R porque

)

) (1,
) € S~1o R porque (1
) (2
) € S~ o R porque (3
» (3,4) € R~'0 S porque (3,6) € R e

b

ou, tendo em conta a alinea anterior,

S7loR = (R '0S)"t = {(z,y) € AxA: (y,x) € RS} = {(1,5),(1,4),(2,4),(3,6), (3,4)}.
(h) (StoR) ™ ={(z,y) e Ax A: (y,z) € ST o R} = {(5,1),(4,1),(4,2),(6,3), (4,3)}.

110. Considere o conjunto A = {2,4,6,8,10} e as relagdes
R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(10,8)}, S ={(10,2),(10,8)}, T ={(6,2),(6,4),(8,10)}
nele definidas. Determine:

(a) R7L; (c) T\ S (e) SoT; (g) S~toTH
(b) R-1us—t (d) T7tns; (f) RoT; (h) S7tos.

111. Sejam E = {(p,q) € P x P : a pessoa p é inimiga da pessoa ¢} e F' = {(p,q) € P x P :
a pessoa p é amiga da pessoa ¢}, onde P é o conjunto de todas as pessoas. Que significado tem o
ditado “Inimigo de um meu inimigo meu amigo é" em termos das relacdes F e F'?

Resolucao

Se me identificar com z, identificar o meu inimigo por y e o inimigo do meu inimigo por z, nas
condi¢des do enunciado, podemos traduzir a expressdo "inimigo do meu inimigo” por

(z,9), (y,2) € E.
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A condi¢do (z,x) € F traduz que o primeiro (z) é meu amigo. Assim, o provérbio pode ser traduzido
pela implicacao
(z,y) € Ee(y,z) € E= (z,7) € F,

ou seja,
(z,z) € Eo E = (z,x) € F,

o que pode ser traduzido em termos das relacGes binarias I/ e F' por

FoFECF.

112. Seja A um conjunto de pessoas. Definam-se em A as relagdes binarias:
a Rb < “b é progenitor de a”; aSb< "“béirmio de a”; aTbh< "bé conjuge de a".

Qual o grau de parentesco entre a e b se:

(a) a Ro S}, (c) aToS ¥ () a RoT ¥y
(b) a T o R b; (d) a SoRb; (f) a RoT oS b.
Resolucdo

(a) Como

aRoSb & (FccA)aScecRb
< (e € A) ¢ éirm3o de a e b é progenitor de ¢

podemos concluir que
a RoS bseesbsebé progenitor de a.

(e) Como
aRoTb < (FceA)aTcecRb
< (Je € A) ¢ é conjuge de a e b é progenitor de ¢

podemos concluir que

aToRbseeso6sebésogrode a.
113. Sejam A =1{1,2,3,4,5} e
R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(3,5), (4,2), (4,5), (5,1), (5,2), (5,4) }.

Encontre: R? (ou seja Ro R ), R? (ou seja R?o R), R* e R®.

114. Sejam A, B e C conjuntos, R e S relagGes binarias de A em B e T e U relacdes binéarias de B em
C'. Mostre que:

(a) Roid 4 = R; (f) TCU=ToRCUOoR,

(b) id po R = R; (g) (TUU)oR=(ToR)U(UoR);
(c) (RuS)'=RrR1ust (h) To(RUS)=(ToR)U(ToS);
(d) (RNS)"'=R'nsS; (i) (TNU)oRC (ToR)N(UoR);
() RCS=ToRCToS; () To(RNS)C(ToR)N(ToS).
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Resolu¢do (b) Como
(xr,y) €id poR < (3z€ B)(x,z) € Re (z,y) €id B
& (Ize€B)(z,z) e Rez=y

< (z,y) € R,
temos que id g o R = R.
(d) Como
(r,y) € (RNS)™! & (y,r) e RN S
& (y,x)eRe(y,x)€S
& (z,y) e R e (z,y) S
& (r,y) e RFINST

temos que (RN S)" ' =R 'NS~L
(f) Sabendo que T'C U, queremos provar que T'o R C U o R. Como

(x,y) eToR < (3z€ B)(xz,z) € Re (z,y) €T
= (3z € B)(z,2) € Re (z,y) € U [por hipotese]
& (z,y) €eUoR
Logo, podemos concluir que To R C U o R.
(i) Como

(r,y) € (TNU)oR < (Iz€B)(x,z) e Re(z,y) eTNU
< (Iz€ B)(z,z) e Re (z,y) €T e(z,y) €U
= (Jz€B: (z,2) €Re(z,y)eT)e
(J3z€ B: (z,2) € Re(z,y) €U
< (x,y)€eToRe(x,y) eUoR
& (2,9) € (ToR)N(UoR),

podemos concluir que
(TNR)ocRC(ToR)N((UoR).
115. Sejam A e B conjuntos e R uma rela¢3o binaria de A em B.
(a) Determine condicdes que definam as seguintes relagdes:
i. R-1oR; i. RoR1: iii. Rowy; iv. wgpo R;
(b) Para A ={1,2,3}, B = {a,b,c,d} e R = {(1,a),(1,b),(2,b),(2,c)}, determine as relagdes
definidas em (a).
116. Sejam A ={1,2,3,4} e B ={3,4,5,6}. Dé exemplo, ou justifique que n3o existe, de:
(a) uma relagdo biniria R de A em B tal que R = R™!;
(b) relagdes binarias R e S em A tais que RoS=SoReR#S,
(

)
)
c) uma relagdo bindria R em A tal queid 4 C Reid 4 Z R
d)
)

(e

—

uma relacdo bindria R de A em B tal que Dg = 0);

relacdes bindrias R de Aem Be Sde Bem Ataisque RoS=idpe SoR=1id 4.
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117. Sejam A = {1,2,3} e B = {z,y,w, z}. Considere as rela¢des bindrias R, de A em B, e S, de B
em A:

R ={
S = {(xv 1)’ (x73)7 (y7 2)7 (w72)’ (273)}'
Sejam T =SoRelU =RoS.

(a) Determine R™!, S™', T, ToT,UeUoU.
(b) Verifique que T-! = R~1 o §~1.

(c
(
(

Indique o dominio e a imagem de R.
d) Indique quantas rela¢des binarias de A em B existem.

e) Indique todas as relagBes binarias de A em B cujo dominio é {2,3} e cuja imagem é {z, z}.

)
)
)
)
)
)

(f

D& um exemplo de relacBes bindrias ndo vazias R/, de A em B, e S’, de B em A, tais que
S"oR #0e R oS =4.

118. Seja A um conjunto. Diga, justificando, se as seguintes proposi¢cdes sdo verdadeiras ou falsas:

(a) Para qualquer relagdo binaria R definida em A, Ro R™! =1id 4;

(b) Para qualquer relagdo binaria R definida em A, Roid 4 =id 4o R =R,
(c) Para qualquer relagdo binaria R definidaem A, RC Rowy.

Resolucao

(a) A afirmagdo é falsa. Considere-se o seguinte contra exemplo: Para o conjunto A = {1,2} e a
relagdo bindria R = {(1,2)} definida em A, temos que

RoR™'={(2,2)} #id 4 = {(1,1),(2,2)}.

A igualdade sé se verifica se D = A.
(b) A afirmagido é verdadeira (o resultado ja foi provado no exercicio 114, alineas (a) e (b).

(c) A afirmagdo é verdadeira. Como wy = A x A, temos que

(r,y) e R < (z,x) cwae(x,y) €R
= (z,y) € Rowy
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5 funcoes

119. Indique, justificando, quais das rela¢Ges binarias seguintes sdo aplicagdes:

(a) fi={(1,4),(2,4),(3,7)} de {1,2,3} em {4,5,6,7};

(b) fo={(1,5),(1,4),(2,5),(3,5)} de {1,2,3} em {4,5};

(c) fs={(#,20—1): 2 € N} de N em N;

(d) fr={(2,2):2€Q}de Qem Q;

(e) s={(z,x+1): 2 €N} de Nem N;

) fo={(z,x+1):x€Z} de Zem Z

(g) fr={(z,2) eR?:2>1}U{(z,—z) €R?: 2 <2} de Rem R;
(h) fs={(z,22) eR?: 2 >0} U{(z,2%) € R?: 2 <0} de R em R.
Resolucdo

A relagdo binaria f7 nd3o é um funcdo, pois, por exemplo, (1,1) € f7 e (1,—1) € f7 e, no entanto,

1+#—1.

A relacdo fg é uma fungdo. Observamos primeiro que Dy, = R. Mais ainda, suponhamos que temos
(2,9), (. 2) € fs. Entio,

. se:p>0,ent§o,y:m2:z;

s sex <0, entdo, y = 3=z
= sex =0, entdo, y,z € {22, 23} = {0}, pelo que y = z.
Assim, podemos afirmar que

Vo € R(z,y), (x,2) € fs =y =z

120. Indique, justificando, quais das aplicagles apresentadas no exercicio anterior s3o:
(a) injetivas; (b) sobrejetivas; (c) bijetivas.

121. Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = {a,b, ¢, d}.

(a) Dé exemplo de uma correspondéncia de A em B que n3o seja uma funggo.

(b) Indique, caso exista, uma fun¢do de A em B que seja

i. ndo injetiva; iii. sobrejetiva; v. bijetiva.

ii. injetiva; iv. n3o sobrejetiva;
122. Sejam A ={1,2,3,4,5} e B ={a,b,c,d,e}. Considere as relagdes binirias de A em B:
Ry, = {(17 a)v (2> b)v (3> a)? (47 b)? (57 a)}a Ry = {(17 a)> (2a b)> (3a 0)7 (47 d)a (57 e)’ (5a a)}:

R3 = {(17 (L), (27 b)v (370)7 (4> d)}
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(a) Indique, justificando, quais s3o e quais ndo s3o aplica¢des.
(b) Seré a relagdo binaria Rfl o Ry uma aplicacdo de A em A? Justifique.
Resolucido

(a) Ry é fungdo pois
Vze A,y e B: (z,y) € Ry.

Ry n3o é funcdo pois
(5,e),(5,a) € Ry e e # a.

Rs3 n3o é fungdo pois Dp, = {1,2,3,4} # A.
(b) Como (1,a),(3,a) € Ry, temos que (a, 1), (a,3) € R;'. Mais ainda, temos que

(,a)e R e (a,1) € Ri = (1,1) € Ry ' o Ry

(1,a) € R"' e (a,3) € Ry = (1,3) € Ry ' o Ry.

Concluimos que Rfl o Ry ndo é funcdo uma vez que

(1,1),(1,3) € R;* o Ry e 1 # 3.

123. Seja f a aplicagdo definida de {1,2,...,10} em {1,2,3,4} por

1 se x é primo
f(x)=4 2  sex éum par ndo primo
3 se x é um impar ndo primo
Determine:
(a) f7({4,6,8}); (c) f7({1,9}); (e) S ({1,3});
(b) f7({2,4,5}); (d) f=({2}); () fF=({4}).

124. Seja g : R — R a aplicag3o definida por g(x) = 22, Vo € R. Determine:

(a) g7 ({-1,0,1}); (c) g~ ({0}); (e) g~ (R7).
(b) g7 (R7); (d) g7 (R);
Resoluciao

=
SN—

Il
—
e
~—~

z):x € R} ={2? :x e R} =RJ;
CR)={reR:g(z) eR}={reR: 22 <0} =0

125. Considere a aplicagdo f : Z — N, definida por f(x) = || + 1, para todo z € Z).

(a) Determine f7({—2,1,2}), f*({1,2,3}) e f<({n € N:n é par}).
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(b) Mostre que f n3o é injetiva.

(c) Seréd f sobrejetiva? Justifique.

126. Seja X um conjunto. Para cada subconjunto A de X, chama-se funcdo carateristica de A a funcdo
X4 definida de X em {0,1} por:

(2) 1, sex € A
xr) =

x4 0, sex ¢ A
Sejam A, B C X. Mostre que x4 = xp se e sb se A = B.

127. Seja X um conjunto. Considere ¢ : P(X) — P(X) definida por ¢(A) = X\ A4, VA € P(X). Mostre
que ¢ é bijetiva.

128. Considere a aplicacdo f : Z — Z definida por
x—2 sex 0Nz #2
flz) =<1 sex =2
2 sex =0
(a) Calcule f(A), em que A = {0,2,4}.
(b) Determine f<({0,1,2}).
(c) Diga, justificando, se f é sobrejetiva e/ou injetiva.

129. Considere a aplicagdo f : Z x Z — 7Z definida por

x+y sex#0ANy #2
flz,y) = T sey =2
y—2 sex=10
(a) Calcule f(A), em que A = {(0,2),(1,2),(0,0),(1,—1)}.
(b) Determine f<({0}).

(c) Diga, justificando, se f é sobrejetiva e/ou injetiva.

130. Sejam f, g e h as funcbes de Ny em Ny definidas por:

f(n)=n+1, Vn € Ny; g9(n) = 2n, ¥n € No; hin) = { (1)7 ZZ Z : If)r:;ar-
Determine:

() fof; (©) 9o f; (€) (Feg)oh:

(b) fog (d) goh (H) folgoh)
Resolucao

(a) Sejan € N. Entdo,

(fof)n)=f(f(n)=f(n+1)=Mn+1)+1=n-+2.

Logo,
fof: No = Ny
n = n+2
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(b) Seja n € N. Entao,
(fog)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n+1.

Logo,
fog: Ny — Ny
n = 2n+1

(c) Seja n € N. Ent3o,
(go f)(n)=g(f(n)) =g(n+1)=2(n+1) =2n+2.

Logo,
gof: No = Ny
n = 2n+2

(d) Seja n € N. Entdo,

g(0) sen épar 0 sen épar
h — h = ey
(goh)(n) = g(h(n)) { g(1) sen éimpar { 2 sen éimpar

Logo,
gOh: NO — NO

0 sen épar
n .
2 sen éimpar

(e) Usando a alinea (b), para n € N, temos

<<fog>oh><n>=<fog><h<n>>={(f°9>(°> se & par :{1 se n é par

(fog)(l) sen éimpar 3 sen éimpar

Logo,
(fog)oh: Ny — Ny

1 sen épar
n — L,
3 sen éimpar

(f) Como a composigdo de fun¢des, quando definida, é associativa, temos que fo(goh) = (fog)oh,
que é a func3o definida na alinea anterior.

131. Dé exemplos de:

(a) duas fungdes f,g: R — R tais que f e g ndo sejam constantes e f o g seja constante;
(b) uma fungdo f: R — R tal que f #id g mas fo f =id g.

Resolucido

(a) Sejam f,g: R — R duas fun¢des definidas por

)1 sex>0 9
f(x)—{o sz <0 e g(x) =27 +1, (x € R).

Ent3o, para = € R, temos que

(fog)(z) = flg(x)) = fa® +1) =1

pois 22 +1 > 0. Logo, f o R — R é uma funcdo constante.
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(b) Seja f: R — R a fun¢&o definida por
f(z)=—x (x € R).
Entdo, para = € R, temos que

(fo @) =[f(f(z)) =f(-2) = —(—2) =2 =id r(z).
Logo, fof:R — R é a funcdo id g.
132. (a) Seja o : Ny — Ny definida por a(n) = n + 1. Mostre que n3o existe qualquer fun¢do

g : Nog — Ny tal que a0 g = id y, mas existe uma infinidade de fung¢des k : Ny — Ny tais que
koa=id y,

(b) Seja 8 : Ny — Ny definida por

2 se n é par
/B(n) = { 2n—1

5= sen éimpar,

mostre que ndo existe qualquer fun¢do f : Ny — Ny tal que f o 3 = id y, mas existe uma
infinidade de fungdes k : Ny — Ny tais que ok =id y,.

133. Considere as fun¢des

h: 7Z— Ny

o =1,1 -1,1 : R—>R
f [ 7]_>[ 7] g - {233, seoc20
T +—

z — o zr— 2z =3 —2rx—1, sex <.
Verifique que f, g e h sdo fungles bijetivas e determine as respetivas fungdes inversas.
Resolucao
= A funcdo f é injetiva pois, para =,y € R, temos que
f@)=fly ==y’ =z=y
A funcido f é sobrejetiva pois
yel[-L1=¢yel-L1le ()’ =y= yyel-11]e f({y) =y
A sua funcdo inversa é
A S S | R
= A fungdo g é injetiva pois, para x,y € R, temos que

gx)=gy)=2x —3=2y—3=x=y.

A funcdo g é sobrejetiva pois

y+3 3 3
yeR:>y;r eIRief('U;r >:2y—2|r -3=y.

A sua func3o inversa é

=]

g' R
€T 2

%
U3
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= A funcdo h é injetiva pois, para z,y € Z, temos que
h(z) =h(y) =z =y.

De facto, para h(z) = h(y) se verificar apenas podemos ter duas situagdes: ou x,y > 0 ou
x,y < 0. A igualdade = y nestes casos é imediata. A func3o h é sobrejetiva pois

yeNoé{SGZ;{ se n par en{h(g) se n par

n+1 — ’ n+1 ¢
—"3= €Z~ sen impar h(—"3=) sen impar

A sua func3o inversa é
Al N — R

n

n se n par
n 2 1 "

— 9 S€ n Impar

134. Sejam A e B conjuntos, f uma funcdo de A em B, A; e As subconjuntos de A e B e By
subconjuntos de B. Mostre que:

(a) se Ay C Ay, entdo f7 (A1) C f7(A2);
(b) se By C By, entdo f(B1) C f7(Ba);
(c) f7(A1NAg) C f7 (A1) N [T (Ag);
(d) fT(BiNBz) = f7(B1) N f7(Ba);
() f7(A1UAg) = f7 (A1) U f7 (Ag);
(f) fT(B1UB2) = f(B1) U f7(Ba).
Resolucdo

(b) Sabendo que By C By. queremos provar que f< (By) C f<(Bz). Seja x € A. Entéo,

€ fT(B1) & f(x) e By [definicdo de f< (By)]
= f(z) € By [por hipdtese |
& e fT(By). [definicdo de f<(B2)]

Logo, f*(B1) € /™ (B2).
(e) Sejay € B. Entdo,
ye f7(AUAy) ©dre AjUAy: f(x)=y
Sdre A f(x)=youdr e Ay: f(z)=y
yef7(A)ouye f7(A)
Sye fT(A)Uf7(A)
Logo, f_>(A1 U AQ) = f_>(A1) U f_)(AQ)
(f) Seja 2 € A. Entdo,
x € fS(B1UBsy) < f(x) € ByUDBsy
& f(x) € By ou f(x) € B

Sz € fS(By)oux € f(B)
sz e fC(B)UfT(By)

Logo, fe(Bl U Bg) = fF(Bl) U fe(BQ)
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135. (a) D& um exemplo de uma fun¢do f : A — B e de conjuntos X,Y C A tais que X C Y mas que
F(X) = f(Y).
(b) D& um exemplo de uma fungdo g : C'— D e de conjuntos S, T C D tais que S C T', mas que
9= (8) =g (T).

136. Sejam A, B e S conjuntos tais que S C A.

(a) Se f: A — B é uma funcio injetiva, serd que a sua restricdo a S, f|g, é necessariamente uma
func3o injetiva?

(b) Se g : A — B é uma fun¢3do sobrejetiva, serd que a sua restricdo a S, g|s, é necessariamente
uma func3do sobrejetiva?

Resolucao

(a) Sim. Sejam z1,x2 € S tais que f|s(x1) = f|s(z2). Entdo, f(xz1) = f(x2) e, portanto, como
f é injetiva, temos que x1 = z5. Logo, f|s € injetiva.

(b) Ndo. Considere-se o seguinte contraexemplo: Sejam A = {1,2,3}, B ={4,5,6} e S = {1,2}.
A fungido g = {(1,4),(2,5),(3,6)} é uma fungdo sobrejetiva de A em B. No entanto,
g‘S = {(13 4)7 (2’ 5)}

n3do é uma fungdo sobrejetiva de S em B, pois 6 € B e n3o existe = € S tal que g|s(z) = 6.

137. Sejam A e B conjuntos e sejam f: A — B e g: B — A fungdes tais que f o g =id . Mostre que
(a) f é sobrejetiva;
(b) g é injetiva;
(c) g é sobrejetiva se e s6 se f é injetiva.

138. Seja f : Ny — Ny definida por f(0) =0, f(1) =1e f(n) = f(n—1)+ f(n —2), para n > 2.
Mostre que

(a) f(n) < f(n+1) para todo n > 2;
(b) existem exatamente quatro elemento ¢ de Ny tais que (f o f)(i) = f(4);
(c) f(5n) é divisivel por 5, para todo n € N;

(d) f(n+2)=1 —I—Zf(i), para todo n € N
i=1

Resolugdo (a) Provemos o resultado usando o Método de Indugdo Completa. Como caso base (n = 2), temos
de verificar que f(2) < f(3). De facto, temos

F(2) = FA) + F(0) =140 =1

fB)=f2Q)+f1)=1+1=2,
pelo que se verifica a desigualdade. Suponhamos agora que, dado n > 2, f(k) < f(k + 1),
para todo 2 < k < n. Queremos provar que f(n+ 1) < f(n + 2). Na realidade, temos que

Fn+1) = f(n) + f(n—1) < f(n+1) + f(n) = f(n+2).
Aplicando o principio de inducdo matematica, podemos concluir que

fn) < f(n+1),Vn = 2.

LCC - Tépicos de Matematica - 2022/23 - pag. 45



(b) Observamos primeiro que:
f(f(0)) = f(0)
) = f(1)
f(f2) =F1) =1=f(2).

Mais ainda, pela alinea (a), se restringirmos f ao conjunto {i € N : 4 > 2}, a fung3o obtida é
injetiva. Assim, para i > 2,

(fo/)@) = f(i) & f(f(i) = f(i) = f(i) =iei=5.
A dltima equivaléncia resulta de termos
f3)=2,f(4)=3,f(5)=5,f(6)=8,f(i+1)> f(i) >i+1,Vi>6.

Assim, (fo f)(i) = f(i) seesései e {0,1,2,5}.
(c) Provemos o resultado usando o Método de Indugdo Natural. Como caso base (n = 1), basta

observar que f(5) = 5, que é divisivel por 5. Suponhamos agora que, dado n € N, f(5n) é
divisivel por 5. Queremos provar que f(5(n + 1)) é divisivel por 5. De facto, como

fBn+1) = f(5n+5)
5n+4) + f(5n+ 3)

i
S
=f(5n+3)+ f(bn+2)+ f(bn+3) =2f(5bn+ 3) + f(5bn +2)
2(
3(

FGn+2) + fGn+ 1)) + fBn +2) = 3f(5n +2) + 2f(5n + 1)
fGn+1)4+ f(bn))+2f(5n+1) =5f(5n+ 1) + 3f(5n),

podemos concluir, pela hipétese de indugdo, que f(5n + 5) é divisivel por 5. Aplicando o

principio de indugdo matematica, temos que f(5n) é divisivel por 5, para todo n € N.

(d) Provemos o resultado usando o Método de Indugdo Natural. Como caso base (n = 1), basta
observar que

1
fFl+2)=fB)=2=1+1=1+> f(i).

i=1

Supondo agora que, dadon € N, f(n+2) =1+ Zf(z) queremos provar que f(n+3) =

n+1 =
1+ Z f(i@). De facto,
i=1
n n+1
f43)=fn+2)+ fln+1) =1+ fi)+fln+1)=1+>_ f(i).
i=1 =1

n

Aplicando o principio de indu¢cdo matematica, temos que f(n+2) =1+ Zf(z) para todo
i=1

n € N.

139. Sejam A, B e C conjuntos.

(a) Mostre que é possivel definir uma aplicagdo bijetiva entre:
i. (Ax B)®e AY x BY,
i. (AP)C e ABXC,
iii. ABYC e AB x A® se BNC = 0.
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(b) Serd que BN C = () é condigdo necessaria para que exista uma aplicaggo bijetiva entre ABLC

e AP x AC?

Resolucao

(a)

i. Para uma fungdo f em (A x B)C, i.e., uma func3o de C em A x B, basta considerarmos

as funcdes f; em A® e fy em BC:

fi: C = A fo: C — B
z = fi(z) r = fox)

onde fi(x) e fo(x) 3o tais que f(z) = (f1(x), fo(a)).
Seja ¢ : (A x B)® — A® x BY a funcdo definida por ¢(f) = (f1, f2). Facilmente se
verifica que ¢ é bijetiva.
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6 relacoes de equivaléncia

140. Considere o conjunto A = {1,2,3,4} e as seguintes rela¢des definidas em A:

o8
SN—
—~
w

DO

)7(4’ 1)}' Ry = {(2’3)}'
Rs =1{(1,2),(2,3),(3,2),(1,3),(2,2),(3,3)}, Ry={(a,a): a€ A} =id 4.

Indique, justificando, se cada uma das relacdes apresentadas é ou ndo uma relagdo:
(a) reflexiva; (b) simétrica; (c) antissimétrica; (d) transitiva.

141. Indique se cada uma das seguintes rela¢des definidas no conjunto A = {2,3,4,6,9, 10,12, 16, 20,25}
é reflexiva, simétrica, antissimétrica ou transitiva:

(a) Ry = {(2> 3)a (27 2)7 (37 3)7 (4a 3)7 (67 4)}'
(b) Ry ={(z,y) € A?: y =27}
(c) | é a relagdo “divide” definida em A por
alb seesése In € N: b=naq;
(d) < é a restrigdo ao conjunto A da relagdo “menor” usual em N;

(e) Ry = {(x,y) € A% : y > 2?}.

142. Comente o seguinte argumento: Se uma relagdo bindria R € simétrica e transitiva, entdo, se (z,y) € R
temos que (y,x) € R e, portanto, (z,x) € R. Assim, R é também reflexiva.

143. Indique, justificando, uma relagcdo binaria definida em Z que seja:

(a) reflexiva, simétrica e n3o transitiva;

(b) reflexiva, transitiva e ndo simétrica;

(c) simétrica, transitiva e n3o reflexiva.
Resolucdo

(a) Seja 0 a relagdo binaria definida em Z por

afbsla—0b <4, (a,beZ).
Ent3o, 0 é reflexiva, pois, como, para todo a € Z, |a — a| = 0 < 4, temos que
Va € Z,a 0 a.

Mais ainda, 6 é simétrica pois, para todos a,b € 7Z,

a—bl=1]b—a

, pelo que trivialmente se
tem
afb=">b0a.

Finalmente, 6 nao é transitiva, o que pode ser comprovado pelo seguinte contraexemplo:
|7—3] <4 e I3—(-1)| <4 e |7—(—1)] £ 4.
Com este exemplo, provamos que n3o se verifica a implicacdo

(abbebbc)=albec.
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(b) Seja 0 = {(x,x) :x € Z} U{(1,2)}. Ent3o, 0 é reflexiva, transitiva, mas ndo é simétrica, uma
vez que (1,2) € 0 e (2,1) &£ 0.

(c) Seja 6 = {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2)}. Entdo, 6 é simétrica e transitiva, mas ndo é reflexiva,
uma vez que idz Z 6.

144. Sejam A um conjunto e R e S relagGes binarias em A. Indique, justificando, se é verdadeira ou falsa
cada uma das afirmacdes seguintes:

(a) Se R é reflexiva (resp. simétrica, antissimétrica, transitiva), entdo R~! é reflexiva (resp.
simétrica, antissimétrica, transitiva);
Resolucao
= A afirmacio
R reflexiva = R~ reflexiva
é verdadeira. De facto, temos que
R reflexiva < Vre A,  Rx
=VrcA zR 'z
& R7! reflexiva
= A afirmacio
R simétrica = R~ simétrica
é verdadeira. De facto, para x,y € A, temos que
rR'y ©yRz [por definicio de R
=z Ry [por hipétese]
<y R 2. [por definicio de R71]
= A afirmacio
R antissimétrica = R™~! antissimétrica
é verdadeira. De facto, para x,y € A, temos que
rR1yeyR‘'s ©yRaxzex Ry |[pordefinicio de R1]
=>r=y [por hipdtese]
= A afirmacdo
R transitiva = R~ transitiva

é verdadeira. De facto, para x,y,z € A, temos que

rRl'yeyR 12 ©yRxrez Ry I[pordefiniciho de R71]
=z2zRzx [por hipétese]
s Rz [por definicio de R~!
(b) Se R e S sdo reflexivas (resp. simétricas, antissimétricas, transitivas) entdo R o S é reflexiva
(resp. simétrica, antissimétrica, transitiva).
Resolucao
= A afirmacao
R e S reflexivas = R o S reflexiva

é verdadeira. De facto, temos que

R e Sreflexivas < Vre A x Rrxex Sz
=VreA, zRoSuz
< Ro S reflexiva
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= A afirmacao

R e S simétricas = R o S simétrica

é falsa. Para prové-lo, basta considerar o seguinte exemplo: No conjunto A = {1,2,3},
considerem-se as relagées R = {(1,2),(2,1)} e S = {(1,3),(3,1)}. Entdo, R e S sdo
relagdes simétricas e R oS = {(3,2)} é uma relagdo n3o simétrica ((3,2) € Ro S e
(2,3) € RoS).
A afirmacio

R e S antissimétricas = R o S antissimétrica

é falsa. Para prové-lo, basta considerar o seguinte exemplo: No conjunto A = {1,2,3},
considerem-se as relagdes R = {(1,2),(1,3)} e S = {(3,1),(2,1)}. Entdo, R e S s&o
relagdes antissimétricas e Ro S = {(3,2),(3,3),(2,2),(2,3)} é uma relagdo n3o antis-
simétrica ((3,2),(2,3) € Ro S e 2 # 3).
A afirmacio

R e S transitivas = R o S transitiva

é falsa. Para prova-lo, basta considerar o seguinte exemplo: No conjunto A = {1,2,3,4,5},
considerem-se as relagdes R = {(1,2),(4,5)} e S = {(3,1),(2,4)}. Entdo, R e S s&o
relacdes transitivas e Ro S = {(3,2),(2,5)} é uma relacdo n3o transitiva ((3,2), (2,5) €
RoSe(3,5)¢ZRoS).

145. Sejam A um conjunto e € e p duas relacbes de equivaléncia em A. Mostre que

0 o p é uma relagdo de equivaléncia <= fop =pod.

Resolucdo

Para provarmos esta equivaléncia, vamos provar uma dupla implicac3o.

[=] Suponhamos que 0 o p é uma relagdo de equivaléncia. Queremos provar que o p = po@.

Para z,y € A, temos:

Logo,

x(@op)y =y Bop)x [0 o p é simétrical
S (FzeA)ypz e zlx [por defini¢do de 6 o p]
= (Fz€Al)zpy e x0z [0 e p sdo simétricas]
S x(pob)y [por defini¢do de p o 6]

QopCpold.

De modo anélogo, provamos que po 6 C 6 o p, concluindo assim que

Qop=pob.

[<] Suponhamos agora que 6o p = pof. Queremos provar que 6 o p é uma relagdo de equivaléncia,

isto é, é uma relacdo reflexiva, simétrica e transitiva.

= 0o p é reflexiva: Porque p e @ s3o reflexivas, temos que, para todo x € A, zpxex 6 x e,

pela defini¢do de relagdo composta, podemos concluir que = (6 o p) x.
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= 0o p ésimétrica: Sejam z,y € A. Entdo:

x(@op)y ©(Fz€A)zpz e z0y por definigdo de 6 o p]

= (FzcA)zpr e ybz 0 e p sdo simétricas]

[

[
Sy (pob)x [por defini¢do de p o 6]
Sy (fop) [

por hipétese]
= ) op é transitiva: Sejam x,y, z € A tais que

x(@op)y e y(Gop) =
Ent3o, por hipdtese, temos que

x(@op)y e y(pob) z.
Por definicdo da composta de relagdes, temos entdo que

(Ja,be A)xpa e aby e ybb e bpz.
Temos entdo, pela transitividade de 6, que
(Ja,be A)xzpa e abb e bpez.
Pela definicdo de p o #, estamos em condicdes de concluir que
(JacA)zpa e a(pob) z.
Aplicamos novamente a hipdtese para obter que
(JacA)zpa e a(fop)z
e aplicamos a definicdo da composta # o p para concluir que
(Ja,ce A)yxzpa e apc e cbz
Como p é transitiva, concluimos que
(JceAxpc e chz
e, portanto, temos, novamente pela definicdo de 0 o p, que
xz (op) z.
Logo, 0 o p é transitiva.
146. Sejam A um conjunto e 6 uma relagcdo bindria em A. Mostre que 6 é uma relagdo de equivaléncia
se e sb se # satisfaz as seguintes duas condi¢des:

. Ve e A, z 0 x;
. Ve,y,z€ A,z 0yeytz = 20z

Resolucdo

Por definicdo, uma relacdo 6 num conjunto A é uma relacdo de equivaléncia se e s6 se satisfaz as
condicdes:
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1. VieA 0z
2. Ve,ye A, z0y=yb=x
3. Ve,y,z€ A, x0y e ydz=uz0z

Assim, o que se pretende provar neste exercicio é que as condicbes 1., 2. e 3. s3o equivalentes as
condicoes |. e II.

Suponhamos primeiro que 6 é uma relacdo bindria em A que satisfaz as condicdes 1., 2. e 3.
Entdo, a condi¢do I. é naturalmente satisfeita (uma vez que é igual a condi¢do 1.). Mais ainda, para
x,y,z € A,
xhy e ylhz = a0z [por 3.]
= 20x [por 2.]

o que nos permite concluir que 6 satisfaz a condicao Il.

Reciprocamente, suponhamos que 6 é uma relacdo binaria em A que satisfaz as condicdes I. e Il.
Ent3o, a condi¢do 1. é naturalmente satisfeita (pois é igual a condig3o Il.). Sejam z,y € A tais que
x 0 y. Por l., temos que y 0 y e, aplicando Il., concluimos que y 6 x, o que nos permite concluir
que a condicdo 2. é satisfeita por 0. Se x,y,z € A sdo taisque x 6 y e y 0 z, temos, pela condicdo
I, que z 0 z e, portanto, por 2. (que ja foi provado), temos que x @ z, o que prova a condi¢3o 3.

147. Verifique se cada uma das seguinte relaces é de equivaléncia e, em caso afirmativa, determine as
classes de equivaléncia:

(a) Sendo A um conjunto ndo vazio, R esta definida em P(A) por
XRY < XNY #0 (X, Y CA);

(b) S é a relagio em Z? definida por (a,b) S (¢,d) <= ad = bc;
(c) Téarelagio T ={(z,y) € ZXZ: |x —y| < 4};

(d) Sendo A = {1,2,3,4}, W estd definida em P(A) por X WY <= n(X) = n(Y), onde
n(C) denota o niimero de elementos do conjunto C.

Resolucao

(a) A relagdo R n3o é uma relagdo de equivaléncia pois ndo é uma relagdo reflexiva, uma vez que
DeP(A)ed RO, jaquednd=0.

(b) A relagdo S ndo é uma relagdo de equivaléncia, pois ndo é uma relagdo transitiva. De facto,
temos, por exemplo, que (2,3) S (0,0) (uma vez que 2x 0 =3 x0) e (0,0) S (4,5) (uma vez
que 0 x 4 =0 x5), mas (2,3) 5 (4,5), ja que 2 x5 # 3 x 4.

(c) A relagdo T n3o é uma relagdo de equivaléncia, pois n3o é transitiva. Por exemplo, temos que
1T 5 (pois |1 =5 <4)eb T 8 (pois |[5— 8] <4). No entanto, 1 7' 8, ja que |1 — 8| £ 4.

(d) A relagdo bindria W é uma relagdo de equivaléncia em P(A), pois é reflexiva, simétrica e
transitiva. Como para todo o subconjunto X de A, temos que n(X) = n(X), podemos

concluir que
VXCA XWX,

e por isso, W é reflexiva.
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Para todos X,Y C A, temos que
n(X) =nY)=n) =n(X),

pelo que

XWY=Y WX
e, portanto, W é simétrica.
Para todos X,Y; Z C A, temos que

ou seja,
XWYeYWZ=XW Z,

o que nos permite concluir que W é transitiva.

Sendo uma relagdo de equivaléncia, podemos determinar as classes de equivaléncia de todos os
elementos de P(A):

= Plw ={X € A:n(X) =0} ={0}

= {1Hw ={X S A:n(X) =1} = {1}, {2}, {3}, {4}} = {2}w = [{3}w = [{4}w
[{1,2}w = {X C (X)) = 2p = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,3}, {3,4}} =
{1, 3w = {1, 4}w = [{2,3}w = [{2,4}lw = [{3,4}]w

[{1,2,3 w = {X C A:n(X) =3} = {{1,2,3},{1,3,4}, {1,2,4},{2,3,4}} = [{1,3, 4} —
[

[

{17274}}W = [{2 3, 4}]VV'
(1,2,3, 4w = {X C A: n(X) =4} = {{1,2,3,4}} = {A}.

148. Seja n um nidmero natural. Considere a relagdo = ( mod n) definida em Z por
zr=y( modn)eIkeZ: z—y=kn (z,y€Z).

(a) Mostre que = ( mod n) é uma relagdo de equivaléncia.

(b) Mostre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) x = y( mod n); (iii) e y tém o mesmo resto na divisdo por n;
(i) n|(x — y); (iv) Ja €Z: y=x+na.
(c) Para cada = € Z, determine a classe de equivaléncia de z. Quantas classes de equivaléncia
existem para a relagdo = ( mod n)?

149. Considere a relagdo = ( mod 7).

(a) Indique dois elementos da classe [6].
(b) Determine [5] N [—1] e [-4] N [3].
(c) Encontre o menor inteiro ndo negativo que esta relacionado com
(i) —10; (ii) —17; (iii) —7; (iv) —2.
Resolucao
(a) Seja x € Z. Entdo,
z€blrer=6( mod7)<x—6=7k, comkeZ < x=6+Tk, comk € Z.

Assim, se considerarmos, por exemplo, k =0 e k£ = 1, obtemos os elementos 6 e 13.
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(b) Sabemos que, como = ( mod 7) é uma relagdo de equivaléncia, entdo, para a,b € Z, temos
que
0 se a#b( mod 7)
N by =
lalz O [blz { [a], sea=0b( mod7)
Assim, como
5—(-1)=6#Tk,Vk € Z

e
—4-3=-7T=Tx(-1)e —1€7Z,
temos que
5% —1( mod7)e —4=3( mod7).
Logo,
[5]7 N [—1]7 =0e [—4]7 N [—3]7 = [—4]7 = {—4 + 7k k€ Z}
(c) (i) Como
x=-10( mod 7)< z=-10+ Tk, comk € Z,
0 menor inteiro ndo negativo relacionado com —10 é 4 (que se obtém considerando k = 2);
(ii) Como
x=-17( mod7) & x=—-17+ Tk, com k € Z,
0 menor inteiro ndo negativo relacionado com —17 é 4 (que se obtém considerando k = 3);
(i) Como
r=-T7( mod7)& x=—-7+Tk, comk€Z,
o menor inteiro n3o negativo relacionado com —7 é 0 (que se obtém considerando k£ = 1);
(i) Como

r=-2( mod7) e x=-2+7k, comk¢cZ,

o menor inteiro ndo negativo relacionado com —2 é 5 (que se obtém considerando k = 1).

150. Indique o menor natural p tal que:
(a) p = 3312( mod 4); (c) p=177( mod 8);
(b) p = 26( mod 13); (d) p=111( mod 109).
151. Considere a relacdo R definida em N x N por
(a,b) R(c,d) se e sé se ad =bc (a,b,c,d € N).

(a) Verifique que R é uma relagdo de equivaléncia.
Resolugdo A relagdo R é reflexiva pois, para todo (a,b) € NxN, ab = ba, pelo que (a,b) R (c,d).
A relagdo R é simétrica pois, para (a,b), (¢,d) € N x N,
(a,b) R (¢,d) < ad=bc
< ch=da
< (¢,d) R (a,b).
A relagdo R é transitiva pois, para (a,b), (c,d), (e, f) € N x N,
(a,b) R (c,d) e (c,d) R (e,f) ©ad=bcecf=de
S adf =bef e bef = bde
= adf = bde
< af =be < (a,b) R (e f).
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(b) Indique as classes de equivaléncia dos elementos (1,2) e (4,4).

Resolucido
[(1,2)]r =A{(a,b) eNxN:(a,b) R (1,2)}
={(a,b) e NxN:ax2=0>bx1}
={(a,2a) : a € N}

[(4,4)]r ={(a,b) e NxN:(a,b) R (4,4)}
={(a,b) e NxN:ax4=>bx4}
{(a,a) :a € N}

(c) Verifique que a relagdo R é a relagdo igualdade de imagem associada a fungdo f : NxN — Q
definida por f(m,n) =2

Resolugdo Tendo em conta a fun¢do f apresentada, temos que, para (a,b), (c,d) € N,
(a,b) Ry (c,d) < f(( é))) f((c,d))
“5=q
< ad = be
< (a,b) R (c,d).
Logo, Ry = R.
152. Seja R uma relagdo bindria em A. Uma relacdo bindria R’ em A diz-se o fecho transitivo (resp.

reflexivo, simétrico, de equivaléncia) de R se R’ é a menor relacdo binéria transitiva (resp. reflexiva,
simétrica, de equivaléncia) em A que contém R.

Considere o conjunto A = {1,2,3} e a relagdo R = {(1,2),(3,1)} definida em A. Determine:
(a) o fecho reflexivo de R; (c) o fecho transitivo de R;

(b) o fecho simétrico de R; (d) o fecho de equivaléncia de R.

153. Considere o conjunto A = {1,2,3,4}.
(a) Asrelagdes S = {(1,2),(1,3),(1,1),(2,4),(3,3)} e U ={(3,1),(2,1),(1,1),(3,3),(4,4)} ndo
sdo relacdes de equivaléncia. Porqué?
(b) Sejam T o fecho de equivaléncia de S e R o fecho de equivaléncia de U. Determine T' e R.
(c) Calcule [3]7 N [2]7 e [3]r N [2]g. Justifique.
(d) Indique, caso existam, x,y € A tais que [z]g N [y|r = 0. Justifique.

Resolucao

(a) As relagdes binérias S e U n3o sdo relagdes de equivaléncia em A = {1,2,3,4} pois ndo sdo
reflexivas, uma vez que, por exemplo, (2,2) € S e (2,2) € U.

(b) Para S C T, temos que ter [1|; = 2|7 = [3]7 = [4]7, uma vez que (1,2),(1,3),(2,4) € S.
Logo,

A/T = {{1,2,3,4}},

ou seja, T'=w4y.
Para U C R, temos que ter [1]g = [2]r = [3]r, uma vez que (3,1),(2,1) € U. Logo, como
R tem de ser a menor relacdo de equivaléncia que contém U, terd que ser a que define mais
classes de equivaléncia, pelo que

R = W{1,2,3} U Wiy = {(17 L )7 (27 2, )> (37 3)? (17 2)? (27 1)7 (27 3)7 (37 2)7 (17 3)a (47 4)}
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(c) Uma vez que 3 T 2, temos que
[3}T N [2}T = [S}T = {1/2/3/4}
Como 3 R 2, temos que
BlrN[2]r = [B]r = {1,2,3}.

(d) Paraxz € {1,2,3} e y € {4}, temos que [z|g N [y]r = 0, pois 4 R z, para todo z € {1,2,3}.

154. Considere o conjunto X = {1,2,3,4,5} e a relagdo binaria R nele definida por
R = {(1a1)7(272)7(373)7(474)7(575)7(172)7(271)a(273)7(372)}-

(a) Justifique que R é reflexiva e simétrica;
(b) Justifique que a relagdo binadria R n3o é uma relagdo de equivaléncia em X e determine o seu

fecho de equivaléncia, i.e., a menor relagdo de equivaléncia em X que contém R.

155. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma fungdo. Define-se a relacdo igualdade de imagem Ry em
A por
(z,y) € Ry & f(z) = f(y) (z,y€A).

(a) Mostre que R é uma relagdo de equivaléncia.
(b) Determine as classes de equivaléncia para a relagdo R e o conjunto quociente A/R;.

(c) Indique em que circunstéancias é que (i) Ry =1id 4; (i) Rf = A x A.
156. Sejam A ={1,2,3,4} e 6 a relagdo binaria definida em P(A) por
BOC < BN{2,4} = CN{2,4}.

(a) Mostre que 6 é uma relagdo de equivaléncia em P(A).

(b) Indique todos os elementos de [{3,4}],.

Resolucao

(a) Como, paratodo BC A, BN{2,4} = BN{2,4}, temos que B 6 B. Logo, 0 é reflexiva.
Mais ainda, para B,C' C A,

B6C&BN{2,4}=Cn{2,4} & CN{2,4} =Bn{2,4} < C 0 B,

pelo que 0 é simétrica.
Finalmente, para B,C, D C A, temos que
BOCeCOD < BN{2,4}=0Cn{2,4}eCnN{2,4} =Dn{2,4}
= BnN{2,4} = Dn{2,4}
< B6OD
e, portanto, 6 é transitiva.
Estamos em condicdes de concluir que # é uma relacdo de equivaléncia.
(b) Considerando a definicdo de classe de equivaléncia de um elemento, temos que
{3,4})s ={BCA:BN{2,4} = {3,4} n{2,4}}
={BC A: BnN{2,4} = {4}}
={BCA:2¢Be4c B}
::{{4}7{174}7{374}7{17374}}'
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157. Para cada uma das relagcbes de equivaléncia seguintes, determine as classes de equivaléncia indicadas:
(a) [O]r e [3]r, onde R é a relagdo de equivaléncia definida por
aRb < |a| =1} (Va,b € R);
(b) [0]s e [m]s, onde S é a relagdo de equivaléncia definida por

aSb <= sena=senb (Va,b € R);
(c) [0]7 e [3]7, onde T é a relagdo de equivaléncia definida por
aTb<= IneZ: a=2"b (Va,b € N);
(d) [(0,0)]y e [(3,4)]y, onde V é a relagdo de equivaléncia definida por
(a,0) V (c,d) <= a*+ b =c*+d>  (V(a,b),(c,d) € R?);

158. Seja A ={2,3,4,6,7} e sejam
I = {{27 4}7 {3}7 {47 6}7 {37 6, 7}}1 I, = {{2) 4, 6}7 {37 7}}'
I3 = {{2},{3.4,7}}, Iy = {{2}. {3}, {4}, {6}.{7}},
II5 = {{2}7 Q)v {37 4}’ {67 7}}v Il = {{27 6}’ {37 7}7 {4}}

(a) Indique, justificando, quais dos conjuntos II; (1 < j < 6) sdo parti¢cSes de A.

(b) Para cada um dos conjuntos II; (1 < j < 6) que é particdo de A, determine a relagdo de

equivaléncia em A associada a II;.

Resolucdo

(a) = II; n3o é uma partigdo de A pois {2,4},{4,6} € II; e {2,4} N {4,6} # 0;
= II, é uma particdo de A, pois:
- {2,4,6} £ 0 e {3,7} #£0;
- {2,4,6}n{3,7} = 0;
- {2,4,6}U{3,7} =A
115 n3o é particdo de A pois 6 € A e 6 ¢ X, para todo X € Ils.
114 é uma particdo de A, pois:
— {2} #0, {3} #0, {4} #0. {6} #D e {7} # 0
- {2}n{3} =0, {2tn{4} =0, {2} n{6} =0, {2} n{7} =0, {3} n {4} = 0,
{31n{6} =0, {3}n{7} =0, {4} n{6} =0, {4} n{7} =0 e {6} N {7} = 0;
-{2uBtu{aru{eru{r} =4

= II5 n3o é uma particdo pois () € II5;

= [Ig é uma particdo de A, pois:

- {2,6} #0, {3, 7} #0 e {4} # 0
-{2,6}n{3,7} =0, {2,6}n{4} =0e {3, 7} Nn{4} =0;
- {2,6}U{3,Ttu{4}=4

(b) = A relagdo de equivaléncia associada a partigdo Il é

Rn, =wpae Uwian
= {(27 2)7 (27 4)7 (27 6)7 (47 2)7 (4’ 4)7 (47 6)7 (67 2)7 (67‘ 4)7 (67 6)7 (37 3)7‘ (37 7)7 (77 3)7 (77 7)}
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= A relacdo de equivaléncia associada a particdo Il é
Rpn, = wior Uwisy Uwyygy Uwigy YUwiry

- {(27 2)7 ((3a B)a (47 4)7 (67 6)a (77 7)}
= A relacdo de equivaléncia associada a particao Ilg é
R,

= wi2,6y Ywzry Uwigy

159. Sejam A e B conjuntos. Em que condi¢cdes é que {AN B, A\ B, B\ A} é uma particdo de AU B?
Resolucao

={(2,2),(2,6),(6,2),(6,6), (3,3),(3,7),(7,3),(7,7), (4,4)}

Sabemos que, para quaisquer conjuntos A e B,

(A\B)U(ANB)U(B\A)=AUB
e que
(A\B)Nn (AN B) =1, (A\B)N(B\ A) =0, (ANB)N(B\ A) =10.
Assim, para concluirmos que {A\ B, AN B, B\ A} é uma particdo de AU B, falta apenas garantir
que
A\ B #10, AN B # ),

B\ A #0.
Logo, {A\B,ANB, B\ A} é uma particdo de AUB se e s6 se A e B tém pelo menos um elementos
de B.

(a) Sejam P, = { X7, X,

em comum, B tem um elemento que n3o é elemento de A e A tem um elemento que n3o é elemento
160.
que o conjunto

y Xm}ePy={Y1,Ys,...,Y,} duas particSes de um conjunto A. Mostre

P={X;NY;:i=1,..,m;j=1,...,n}\ {0}
é também uma particdo de A (a esta particdo chama-se particdo cruzada de A associada as
particdes de Py e P> de A).

(b) Determine a partigdo cruzada de A = {1,2,3,4,5,6,7,8} associa da as partigdes P;
{{1,2,3,4},{5,6,7,8}} e P, = {{1,2},{3,4,5},{6,7,8}} de A.
Resolucido

(a) Comegamos por observar que, dados X; € P (i =1,2,...,m)eY; € P, (j =1,2,...,n), temos
que

XiﬁYj GP@XLQY;#Q
Deste modo, para X;, X;,, X;, € P (i,41,92 € {1,2,....m}) e Y};,Y;,,Y}, € P> (j,j1,)2 €
{1,,2,...,n}), temos que
= se X;NY; € P, entdo X; NY; # 0;

se X;, NY;,X;,NY,, € P entdo

(Xil ﬂYle) N (Xiz ijQ) = (Xil ﬂXiz) N (Y}1 ijz) =0nP=10
Temos que

)

U &xiny)=

X;nY;epr i =1,2
1,2
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Logo, P é uma particdo de A.
(b) Considerando X; = {1,2,3}, Xy = {5,6,7,8}, Y1 = {1,2}, Yo = {3,4,5} e Y3 = {6,7,8},

obtemos
XNy, ={1,2} XoNnY; =10
XlﬁYé:{B./ZL} Xgﬂ)/:g:{f)}
XiNY;=10 X;;ﬂ){;:{('577,8}
Logo,

P = {{17 2}7 {37 4}7 {5}7 {67 7, 8}} :

161. Considere o conjunto A = {2,5,8,3,6,7,9} e a relagdo de equivaléncia R definida em A por

r Ry < x ey tém o mesmo nimero de divisores naturais  (z,y € A).

(a) Dé exemplo de uma fun¢do f tal que R é a relagdo igualdade de imagem associada a f.
(b) Determine a particdo de A associada a R, isto é, o conjunto quociente A/R.

(c) Indique a relagdo de equivaléncia associada a parti¢do determinada na alinea anterior.
162. (a) Seja R a relagdo binaria definida em N por
x Ry < |z —y| éimpar (x,y € N).

Mostre que R n3o é uma relacdo de equivaléncia;

(b) Seja R a relagdo binaria definida em N por
xRy < |z —y|épar (x,y € N).

Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia e descreva a particdo de N obtida por R.
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7 relacoes de ordem parcial

163. Seja A ={1,2,3,4} e sejam p1, p2, p3 € p4 as seguintes relacdes em A:

p1 = {(17 1)7 (47 1)7 (27 2)7 (47 2)7 (373)7 (474)}

p2 ={(1,1),(1,4),(2,2),(4,2),(3,3), (4,4),(2,4)}
p3 ={(1,1),(2,3),(2,2),(2,1),(3,3),(4,4), (3, 1)}
ps=1id 2

Indique se cada uma destas relagGes é uma ordem parcial e, em caso afirmativo, apresente o corres-
pondente diagrama de Hasse.

Resolucao

= A relagdo p; é reflexiva, pois ida = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} C p1. A relagdo é também
antissimétrica, uma vez que se a,b € A sdo tais que (a,b) € p; e a # b, tem-se que (b,a) & p;.
Por dltimo, p; é uma relagdo transitiva, pois p; o py = p1. Assim, estamos em condicdes de
concluir que p; é uma relacdo de ordem parcial em A.

O c.p.o. (A, p1) pode ser representado pelo seguinte diagrama de Hasse:

1 2

= A relag3o binaria po ndo é antissimétrica, uma vez que (4,2),(2,4) € p2 e 4 # 2. Assim, a
relacdo ps ndo é uma relacdo de ordem parcial.

= A relagdo bindria p3 é reflexiva (pois id 4 C p3), é antissimétrica (pois p3 N pgl =id 4) e é
transitiva (pois p3 o p3 = p3). Logo, a relagdo binaria é uma relagdo de ordem parcial em A.
O c.p.o. (A, p3) pode ser representado pelo seguinte diagrama de Hasse:

1
3
°/ 2

= A relagdo identidade definida em qualquer conjunto é uma relacdo de ordem. Assim, p4 é uma
relacdo de ordem em A.

O c.p.o. (A, ps) pode ser representado pelo seguinte diagrama de Hasse:

o] L °3 L1

164. (a) Mostre que os seguintes pares sdo c.p.0.’s:
(i) (P(A),<), onde A é um conjunto; (i) (N,]|), onde | é a relagdo “divide”.
(b) Construa diagramas de Hasse para os seguintes c.p.o.’s:

(i) (P(A),Q), sendo A ={1,2,3}; (ii) (4,]), sendo A = {2,3,4,6,10,12,20}.

165. Determine todas as ordens parciais possiveis, a menos de um isomorfismo, num conjunto com trés
elementos e construa os diagramas de Hasse correspondentes.
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Resolucao

Considerando o conjunto A = {a, b, ¢} e que uma relag3o binaria em A é um subconjunto do conjunto
P(A) x P(A) (que tem 3% = 9 elementos), podemos concluir que existem 2° = 512 relagdes binarias
em A. Destas, existem 19 que sdo relacdes de ordem parcial. No entanto, algumas destas ordens
definem, com A, c.p.o.'s isomorfos. Como c.p.o.'s isomorfos podem ser representados pelo mesmo
diagrama de Hasse, basta considerarmos um deles (dai a expressdo "a menos de um isomorfismo”).
Assim, para representarmos todas as ordens possiveis, a menos de um isomorfismo, num conjunto
com trés elementos, basta construir os diagrama de Hasse possiveis que, neste caso, sdo 5:

cee W] ANV

Dos 19 c.p.o.'s possiveis de definir em A = {a,b,c}, 1 tem o primeiro diagrama, 6 tém o segundo
diagrama, 3 tém o terceiro diagrama, 3 tém o quarto diagrama e 6 tém o quinto diagrama.

166. Determine todas as ordens parciais possiveis, a menos de um isomorfismo, num conjunto com quatro
elementos e construa os diagramas de Hasse correspondentes.

Resolucido

No conjunto A = {a,b,c,d} é possivel definir 219 ordens parciais. A menos de um isomorfismo,
existem 16 ordens parciais diferentes, representadas pelos seguintes diagramas de Hasse:

e e ]

O

|
N A AN
YA A
> N

167. Construa o diagrama de Hasse para c.p.o. (A, C), em que
A= {{17 2,3,4, 5}7 {1}7 {2}7 {17 2}7 {27 4}7 {27 5}7 {17 2,4, 5}7 {17 2, 3}7 {17 5, 3}}
168. Diga, justificando, se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:

(a) No c.p.o. (N, <), em N n3o existem elementos maximais e 1 é o (nico elemento minimal;
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(b) No c.p.o. (Z,<), em Z n3o existem elementos maximais nem elementos minimais.

169. Sejam A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, X = {1,2,6} e Y = {2,3,4,8}. Considere o c.p.o. (4,<) com o
seguinte diagrama de Hasse:

(a) Determine, caso existam, o maximo e o minimo de X e de Y, bem como os elementos maximais
e minimaisde X ede Y.

(b) Determine os conjuntos dos majorantes e dos minorantes de X e de Y e, caso existam, o
supremo e o infimo de X ede Y.

Resolucdo

(a) Relativamente ao conjunto X = {1,2,6}, temos que max X = 2 e min X ndo existe. No que
diz respeito ao conjunto Y = {2,3,4,8}, temos que maxY = 3 e minY = 8. Os elementos
1 e 6 s3o elementos minimais de X e o elemento 2 é elemento maximal de X. O elemento
3 é elemento maximal de Y e 8 é elemento minimal de Y. (Observagdo: se existe o maximo
de um subconjunto B de A, ent3o esse elemento é o tnico elemento maximal do conjunto B.
Dualmente, se existe o minimo de B, esse elemento é o Unico elemento minimal de B.)

(b) O conjunto dos majorantes de X é
Maj X ={a€A:a>zVere X} ={23}
e o conjunto dos minorantes de X é
Min X ={a€A:a<z,VreX}=1{5738}
O conjunto dos majorantes de Y é
MajY ={acA:a>z,VreY}={3}
e o conjunto dos minorantes de Y é
MinY ={ac€A:a<z,VreY}=1{5728}

Tendo em conta que Maj X admite 2 como elemento minimo, concluimos que sup X = 2 e,
como 8 é o elemento minimo de Min X, concluimos que 8 é o infimo de X. De modo anélogo,
como 3 é o elemento minimo de Maj Y, temos que 3 é o supremo de Y e, como 8 é o elemento
maximo de Min Y, concluimos que infY = 8.

170. Considere o conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e o c.p.o. (A, <) representado pelo diagrama de

Hasse 9 4 6 3

9
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171.

172.

173.

174.

175.

Indique, justificando,

(a) elementos =,y € A ndo comparaveis e tais que {x,y} tenha supremo;
(b) um subconjunto X de A com exatamente 4 elementos e tais que (X, <x) seja um reticulado;

(c) um subconjunto Y de A que tenha exatamente 2 elementos maximais e 3 elementos minimais.

Mostre que se (A, <) é um reticulado entdo (A, <;) é um reticulado. Que pode afirmar sobre o
reciproco desta afirmac3o?

Considere os c.p.o.'s que se seguem e, para cada um deles, diga justificando se se trata ou ndo de
um reticulado.

g [
e f e d
c d
b b b b

Para cada c.p.o. referido, considere os subconjuntos X = {a,b,c} e Y = {d,e}. Determine, caso
existam, sup X, sup Y, inf X einf Y.

Seja A um conjunto. Mostre que (P(A),C) é um reticulado com elemento méximo e elemento
minimo.
Resolucao

Comegamos por observar que dados dois subconjuntos quaisquer X e Y de A, X NY é o maior
subconjunto de A contidoem X eem Y e X UY é o menor subconjunto de A que contém X e Y.
Assim, para todos X,Y € P(A), temos que

sup{X,Y}=XNY e inf {X, Y} =XUY.

Logo, (P(A),C) é um reticulado.

Mais ainda, como para todo X C A se tem () C X C A, podemos concluir que min P(A4) = ) e que
max P(A) = A.

Dé exemplo de um c.p.o. no qual n3o existe inf ().
Resolucdo Comecamos por observar que, sendo A um c.p.o., temos, por definicdo, que
Min 0 ={a e A:Vz e d,a <z}

Como a condicdo
Ve e,a <z
é satisfeita por todos os elementos a € A, concluimos que Min () = A.

Assim, existe inf () se e s6 se existe max A. Considere-se, por exemplo, o c.p.o. (N, <) (onde <
é a ordem usual de ndmeros naturais). Como N n3o tem elemento méximo, concluimos que, neste
c.p.o., o subconjunto () ndo admite infimo.

Dé um exemplo de um c.p.o. com 7 elementos, dos quais exatamente 5 s3o maximais e 4 s3o
minimais.
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Resolucao

Num c.p.o. com 7 elementos sé podemos ter 5 elementos maximais e 4 elementos minimais se
alguns dos elementos forem simultaneamente minimais e maximais. Um elemento nestas condic¢des
é representado, no diagrama de Hasse, por um ponto isolado. Assim, um c.p.o. que corresponde ao
pedido pode ser, por exemplo, o c.p.o. A = {a,b,c,d,e, f,g}, cuja ordem parcial é definida pelo
diagrama de Hasse

ae

a

Neste c.p.o. com 7 elementos, os elementos a, b, ¢ e d sdo elementos minimais e os elementos ¢, d,
e, f e g sdo elementos maximais de A

176. Sejam (A4, <) umc.p.o. e X C A. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes
proposicoes:

(a) Se X tem um elemento maximal entdo X tem elemento méaximo;
b) Se X tem elemento maximo ent3o X tem um elemento maximal;

d) Se X tem em elemento maximal ent3o existe sup X;

(b)
(c) Se existe sup X entdo X tem um elemento maximal;
(d)
(e) Existe, no maximo, um infimo de X.

177. Considere, em N2, a ordem parcial R definida por
(a,b) R(c,d) <= a<ceb<d,

sendo < a ordem usual em N.

(a) Diga, justificando, se o c.p.o. (N2, R) é cadeia.
(b) Determine, caso existem, o supremo e o infimo de {(2,4),(3,5)}.

c) Diga, justificando, se o c.p.o. (N2, R) é reticulado.
(c)

178. Seja A ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Considere o c.p.o. (A, <) cuja relagdo de ordem parcial é dada pelo
diagrama de Hasse

(a) Seja X ={1,2,3,4}. Determine, caso existam, Maj X, Min X, max X e min X.
(b) Justifique que sup ) = 3 e que n3o existe inf ().

(c) Dé exemplo de um subconjunto de A com exactamente 3 elementos e que tenha 2 elementos
minimais e 2 elementos maximais.

(d) D& exemplo, justificando, de um subconjunto Y de A tal que (Y, <y) é um reticulado.
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179. Mostre que se (P, <) é um reticulado e = é elemento maximal, entdo x é elemento maximo. Mostre
que, em geral, num conjunto parcialmente ordenado, esta afirmac¢do n3do é verdadeira.

Resolucao

Seja P um reticulado e x € P um elemento maximal de P. Ent3o, sabemos que
yePex<y=zxz=y.

Queremos provar que, nestas condi¢les, z = max P, i.e., que Vy € P, y < x. Sejay € P. Como
P é reticulado, sabemos que x V y € P. Como, por definicio de supremos, temos que z < z V v,
podemos concluir, por hipétese que z V y < x. Das proposi¢des

z<zVy e zVy<z

concluimos que = = x V y, o que significa que y < x, como queriamos demonstrar.

O resultado que acabamos de provar é verdadeiro porque podemos considerar o supremo do conjunto
{z,y}, para qualquer y € P, que sé temos garantia de existir num reticulado. Assim, se considerarmos
um c.p.o. onde n3o exista o supremo de um elemento maximal e outro elemento, a afirmac3o ja n3o
se verifica. E o caso do c.p.o. A= {a,z,y} com a ordem <= {(a,a), (z, ), (y,v), (a,2), (a,y)}.

180. Considere o c.p.o. (X, <) definido pelo seguinte diagrama de Hasse:

(a) Considere o subconjunto A = {0, f,g,h} de X. Indique, caso exista:
i. Os elementos minimais e os elementos maximais de A;
ii. O infimo e o supremo de A;
iii. 0 maximo e o minimo de A.

(b) Justifique que X n&o é um conjunto bem ordenado nem um reticulado.

181. Sejam (X, <) um c.p.o. e b € X um elemento arbitrariamente fixado em X. Considere o conjunto
F={re X :b<zx}.

(a) Justifique que Fy, # (;
(b) Mostre que Fy, satisfaz a seguinte condi¢3o:
yeRhANy<a=ack (a € X)
(c) Mostre que F}, é o menor subconjunto de X que contém b e satisfaz a condi¢cdo da alinea (b).

182. Sejam (P,<) e (Q,<’) dois c.p.o’se f: P — Q uma aplicacio isétona e sobrejetiva. Mostre que:

(a) Se (P, <) tem elemento maximo, (Q, <’) também tem elemento maximo.

(b) Se a é um elemento minimal de (P, <), o elemento f(a) ndo é, necessariamente, um elemento
minimal de (@, <').

(c) Se b < a em (P, <), entdo n3o se tem necessariamente que f(b) < f(a) em (Q,<’).
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183. Sejam (P1, <1) e (P», <2) conjuntos parcialmente ordenados. Considere o produto cartesiano P; X P,.
(a) Mostre que a relagdo < definida em P, x Py por

(1,11) < (z2,42) <= 21 <1 22 e Y1 <2 Y2

€ uma relagdo de ordem parcial. Esta relagdo de ordem parcial é conhecida por ordem carte-
siana em P; x P;.

(b) Mostre que a relagdo < definida em P, x P» por

T <1 T2

(r1,21) < (22,92) <=
ou T1 =22 ey <2Y2

€ uma relagdo de ordem parcial. Esta relagdo de ordem parcial é conhecida por ordem lexi-
cograficaem P x Ps.

(c) Mostre que, em relagdo a ordem cartesiana, Py X P» ~ Py X P.

(d) Considerando os c.p.o's (P1,<;), com P, = {a,b} e <= {(a,a),(a,b),(b,b)}, e
(P27 SQ)v com P2 = {‘Tayaz} e <g= {(CC,%), (yvy)7 (Za 2)7 (IL’,y), (CC,Z)}, mostre que a alinea
anterior n3o é verdadeira, se considerarmos antes a ordem lexicogréafica.

Resolucao

(a) Para concluirmos que < é uma ordem parcial em P; x P, temos de provar que esta relagdo
binaria é reflexiva, antissimétrica e transitiva:

= As relagdes binarias <; e <o, porque sao ordens parciais em P; e P, respetivamente, sio
relacBes reflexivas. Para (x1,y1) € Py X P, temos que 21 € P e y; € P» e, portanto,
r1 <171 e y1 <2 y1. Logo,
(x1,91) < (21,91)
e, portanto, < é uma relagdo binaria reflexiva;

= Sejam (z1,41), (z2,y2) € P1 X P tais que (71,y1) < (72,92) e (z2,92) < (v1,¥1). Entdo,
x1 <1 22, Y1 <2Y2, T2 <1 X1, Y2 <2 Y1-

Das primeira e terceira condicOes e porque <; é antissimétrica, concluimos que z; = xs.
Das segunda e quarta condig¢des, e porque <o é antissimétrica, concluimos que y; = yo.
Logo, (z1,y1) = (x2,y2) e, portanto, < é uma relagdo binaria antissimétrica;
= Sejam (z1,y1), (z2,¥2), (z3,y3) € P1x P, tais que (71,y1) < (22,92) € (v2,y2) < (73,93).
Ent3o,
1 <1 %2, Y1 <2 Y2, T2 <123, Y2 <2Y3.
Das primeira e terceira condicdes e porque < é transitiva, concluimos que x; <y x3. Das
segunda e quarta condi¢cGes, e porque <5 é transitiva, concluimos que y; <s y3. Logo,
(z1,11) < (z3,y3) €, portanto, < é uma relagdo binaria transitiva.
(b) Para concluirmos que < é uma ordem parcial em P; x P, temos de provar que esta relacdo
binaria é reflexiva, antissimétrica e transitiva:
= Para (z1,y1) € Py X P», temos que 1 € P e y; € P,. Como 21 = x; e, porque <g é
reflexiva, y1 <o y1. Logo,
(z1,y1) < (71,91)

e, portanto, < é uma relacdo binaria reflexiva;
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= Sejam (x1,91), (r2,%2) € P1 X P, tais que (z1,y1) < (z2,¥2) e (72,%2) < (21,%1). Entdo,

T <122, OUT] =22 €Yy oY

ro <1 X1, OU T2 =21 € Y2 <2 Y1.

De todos os casos gerados pela combina¢do destas condicdes, apenas podemos ter

rT1=T2ey1 <22 €Yy <21

e, portanto, como <5 é antissimétrica, podemos concluir que
Tl = T2 €Y1 = Y2

Logo, (z1,y1) = (x2,y2), 0 que nos permite concluir que < é antissimétrica;
= Sejam (z1,y1), (22, y2), (¥3,y3) € P1 x I, tais que (z1,41) < (22, y2) € (22, y2) < (73,Y3).
Entéo,
1 <1 T2, OU T1 = T2 € Y1 <2 Y2

xo <1 X3, OU T2 = X3 € Y2 <2 Y3.
Temos quatro situagdes a considerar:

(1) 1 <1 w2 e 3 <2 x3: neste caso, como <; é transitiva e z1 # x9 # x3, temos que
71 <1 73 €, portanto (v1,y1) < (73,3);

(2) 1 <1 22 e x93 = 3 e yo <y y3: neste caso, temos que x; <; =3 e, portanto
(xlvyl) < (x372/3);

(3) x1 = 22 e y1 <2 y2 e w2 <1 T3 neste caso, temos x1 <1 x3 e, portanto (x1,y1) <
(x37y3>;

(4) 1 =22 e y1 <o y2 € x3 = 3 € Y2 <9 Y3: neste caso, temos x; = x3 e, como <g é
transitiva, y1 <2 y3 e, portanto, (z1,y1) < (z3,¥3);

Em qualquer uma das quatro situagdes concluimos que (z1,y1) < (z3,y3), 0 que nos
permite concluir que < é transitiva.

(c) Para provarmos que os c.p.o.'s P; x P» e P, x P; sdo isomorfos, basta provar que a aplicagdo
@ : P x Po — Py x Py, definida por ¢((x,y)) = (y,x), para todo (z,y) € P; x P3, é um
isomorfismo entre c.p.o.'s, ou seja, que é um mergulho isétono sobrejetivo, o que se verifica
facilmente. De facto,

= é obviamente sobrejetiva, uma vez que Dfp = P x Py;

=  é um mergulho isétono, uma vez que, para (z1,41), (z2,y2) € P X P», se tem

(z1,91) <pixp, (2,92) S 21 <132y <oy
S Y1 <2Y2 ex; <) T2
& (y1,21) <pyxp, (y2,72)
S o(x1,91) <pyxp, ©(T2,92).
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(d) Comegamos por observar que

Py x Py = {(a,2),(a,y),(a,2), (b,x), (b,y), (b, 2)}

Py x Py ={(z,a),(y,a),(z,a), (z,b), (y,b), (2,b) }.
Considerando a ordem lexicografica em P; x P», obtemos
SPixP= id PixpPy U {((CL, (L‘), (bv .%')), ((av ‘T)7 (ba y))? ((a7 x)v (b7 Z))?

((a,9), (b, x)), ((a,9), (b,9)), ((a,9), (b, 2)), ((a, 2), (b, )), ((a, 2), (b y)),
((a, 2), (b, 2)), ((a, 2), (a,y)), ((a, ), (a, 2)), (b, 2), (b, y)), (b, ), (b, 2)) }

a que corresponde o diagrama de Hasse:
(0,y) (b, 2)

Considerando agora a ordem lexicografica em P> x P;, obtemos
SPxP = id Pyx Py U {((l’, CL), (yv a))a ((l’, (1), (y’ b))’ ((:Ev a)a (Z, a))>

((z,a), (2,0)), (2, a), (x,0)), ((x,0), (y, @), ((z,0), (y,0)), ((x,b), (2, ),
((z,b), (2,0), ((y,a), (y,)), (2, 0), (2,0))}

a que corresponde o diagrama de Hasse:

(y,) (2,0)

(y,a) (z,a)

Pelos diagramas podemos concluir que os dois c.p.o.'s ndo sdo isomorfos (basta observar, por
exemplo, que, no primeiro diagrama, o elemento minimo é coberto por dois elementos distintos
e, no segundo diagrama, o elemento minimo é coberto por um dnico elemento).
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8 cardinalidade

184. Em cada caso, diga, justificando, se os conjuntos indicados s3o equipotentes:

(a) {1,2,5,8} e {azul, verde, vermelho};
Resolucao
Os conjuntos n3o sdo equipotentes pois qualquer aplicagdo de {1, 2, 5,8} em {azul, verde, vermelho}
é ndo injetiva.
(b) {1,2,5,7} e {N, Z, Q, R};
Resolucao
Os conjuntos sdo equipotentes. A aplicagdo f : {1,2,5,7} — {N, Z, Q, R} definida por
f) =N, f(2)=7Z, f(5) =Q, f(7) =R é uma aplicagdo bijetiva.

(c) N e Ny;

(d) NeZ;

(e) 2N e 3Z;

(f) 10,1} e [0,1];

(g) 10,1] e [0, 1];

(h) Dados a,b € R, com a < b, |a,b] e R;

(i) 10,1[U{2} e RR;
(i) R\N e R.

185. Sejam A, B, C' e D conjuntos. Prove que:

(a) se A~ B entdo P(A) ~ P(B);

(b) Ax B~ B x A;

(c) se A~CeB~Dentdo Ax B~C x D,

(d) (AxB)xC~Ax(BxC).

186. Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes
afirmacoes:
(a) se A~ Bentdo A\ B~ B\ 4;

Resolucao

A afirmac3o é falsa. Considere-se o seguinte contraexemplo: Para A = N e B = Ny, tem-se
A~ BeA\B =0+ {0} = B\A.

b) se A\ B~ B\ A entdo A~ B;
se A~ Bentio AUC ~ BUC,
se A~ Bentdio ANC ~BnNC,
se ABe ANC=BNC=10entio AUC ~BUC,

c
d

€

(b)
()
(d)
(¢)
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187.

188.

189.

190.

Resolucao
A afirmacdo é verdadeira. Se A ~ B, existe uma func3do bijetiva de A em B. Seja f: A — B
essa funcdo. Considere-se a relacdo

g={(a, f(a)):ac A} U{(c,c) : c € C}.
Entdo, g C (AUC) x (BUC) é tal que
D,=A0UC
e, porque ANC = BNC = (), para todos x € AUC e y1,y2 € BUC,
(. y1), (T, 92) € 9= y1 =2
Logo, g é uma funcdo de AU C em B UC. Mais ainda,
D,=BuUC
e, paraxy, 1o € AUCeye BUC,
(z1,9), (z2,y) € g = 21 = 22.

Assim, a func3o g é bijetiva e, portanto, AUC ~ BUC.
(f) se ANC ~BNCeC #0entdo A~ B;
(g) Sejam A, B e C conjuntos. Se AUC ~ BUC entdo A ~ B.

Resolucdo

A afirmagdo é falsa. Considere-se o seguinte contraexemplo: Se A = {1,2}, B = {3} e
C ={1,2,3}, entdo, AUC = {1,2,3} = BUC e, portanto, AUC ~ BUC e, no entanto,
A + B, ja que sdo conjuntos finitos com diferentes cardinais.

Dé exemplos de conjuntos A, B, C' e D taisque A~ C e B~ D mas

(a) AUB» CUD,; (b) AnNB = CND.
Sejam A, A’, B e B’ conjuntos tais que A ~ A’, B~ B’ eseja f: A — B é uma aplicac3o injetiva.
Mostre que existe uma aplicacdo injetiva de A’ em B’.

Sejam A e B conjuntos finitos equipotentes e g : A — B uma aplicacdo. Mostre que as seguintes
proposicdes sdo equivalentes:

(a) g é injetiva; (b) g é sobrejetiva; (c) g é bijetiva.

Sejam A e B conjuntos. Mostre que:

(a) Se A é infinito e A C B, entdo B é infinito;
Resolucao
Como A é infinito, sabemos que existe X C A para o qual existe f : X — A bijetiva.
SejamY = X UB\A e g:Y — B a aplicagdo definida por

)y sey € B\A
) = { fly) seyeX
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Entdo, Y C B e g é uma aplicagdo bijetiva: g é sobrejetiva pois

yeB ©yeB\AouyeA
=yeB\AouJre X :y=f(x)
SdreY:y=gx)

e g é injetiva, uma vez que

fla) = f(b) sea,be X
=a =0,

= 5 B\A
o(b) @{a b se a,b € B\

uma vez que f éinjetiva. Logo, como B é equipotente a um seu subconjunto préprio, concluimos

que b é infinito.
(b) Se B é finito e A C B, entdo A é finito.
(c) se A e B sdo finitos, entdo A U B é finito;

191. Mostre que um subconjunto infinito de um conjunto numeravel é numeravel.
192. Sejam A e B conjuntos. Prove que:

(a) se A é finito e B é numeravel entdo AU B é numeravel;

Resolucao
Se A é finito entdo existe n € N e existe f : {1,2,...,n} — A bijetiva. Se B é numeravel ent3o
existe g : N — B bijetiva. Seja h : N — A U B definida por

h(T):{ f(z) sex<n

glr—n) sex>n

Ent3o, h é obviamente bijetiva e, portanto, N~ AU B, i.e., AU B é numeravel.
(b) se A é finito e B é numerével entdo B\ A é numerdvel;

(c) se A e B sdo numeraveis entdo AU B é numeravel.

LCC - Tépicos de Matematica - 2022/23 - pag. 71



