Universidade do Minho 2021/2022 TESTE 2 - RESOLUCAO
Probabilidades e Aplicagoes (LCC, 3° ano) 17.12.2021 as 12:00

1. (10 pontos) Seja (X,Y) um par aleatério com a seguinte f.m.p. conjunta
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(a) Represente as f.m.p. marginais de X e de Y e identifique-as pelo nome usual.

0 1 2 0 1 2
X: Y .
1 1 1 1 1 1
4 2 4 4 2 4
X ~ bi(2,3) Y ~ bi(2,3)

(b) X e Y sao independentes? Justifique.
Nio sdo independentes. P(X = 0,Y =0) = 0e P(X = 0)P(Y =0) = 11 # 0, donde a férmula
Pij = DieDej falha pelo menos num caso, donde X e Y nao sao independentes.

(c) Calcule E(XY) (mostre os calculos)

E(XY):Eiyjaciyjpijzlxlx%+1x2x%+2x1xé:g:
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(d) Calcule Cov(X,Y) (mostre os cdlculos)
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =32 —1= -1, porque E(X)=E(Y) =2 x 3 =1, uma vez que
X e Y tém distribuicao bi(2, %) e atendendo a que o valor médio de uma v.a. bi(n,p) é np.

(e) No contexto de 3 langamentos de uma moeda equilibrada, dé exemplo de um par aleatério (X,Y") que

tenha esta lei de probabilidade conjunta e-expliegte-a—razao-dosinal-da—correlacso.

X = “ntmero de caras nos dois primeiros lancamentos”
Y = “namero de coroas nos dois tltimos lancamentos”

De facto, temos o seguinte esquema para os 3 lancamentos, que levam a f.m.p. dada.

w X Y
ccCc 2 0
CCE 2 1
CEC 1 1
CEE 1 2
ECC 1 0
ECE 1 1
EEC 0 1

EEE 0 2



2. (10 pontos) Suponha que o peso (Kg) de um homem (adulto) escolhido ao acaso numa grande cidade é uma

va. Y ~ N(u,0), u =75 Kg, 0 = 10 Kg. Considere uuma amostra aleatéria de 9 homens dessa cidade.

(a)

Calcule o valor médio e o desvio padrao do peso total dos 9 homens (justifique)
A soma dos pesos é av.a. S =Y+ ...+ Yy, sendo Yq,..., Yy v.a. i.i.d. com Y —~ N(75,10).
O valor médio da soma de v.a. é a soma dos seus valores médios, donde E(S) =9 x 75 = 765 K g.

A varidncia da soma de v.a. independentes é a soma das variancias das mesmas, logo var(S) = 9 x 102,

donde decorre o desvio padrao da soma, og = /var(S) = 30

Justifique a afirmacao “a distribuicao do peso total dos 9 homens é normal”

A soma de v.a. independentes N (j1;,05), @ = 1,...,n, tem distribuicdo normal com valor médio ), p;
PN . 2 7 ’ . . . o~ ~

e variancia ) . o7. Como a amostra é aleatéria (recolhida ao acaso, com reposigao), os pesos sao

v.a. independentes, donde S tem distribui¢ao normal (com valor médio e variancia obtidos em (a)).

Calcule a probabilidade de nessa amostra haver exactamente um homem leve e um pesado (“leve” sig-
nifica que tem peso inferior a 60 Kg e “pesado” que tem peso acima de 95 Kg), recorrendo a um par
aleatério discreto (explique o raciocinio e identifique a lei de probabilidade desse par discreto; mostre
a formula numérica para o cdlculo da probabilidade ou o cddigo R)
Seja p1 a probabilidade de um homem escolhido ao acaso na populagao ser leve, e ps a de ser pesado.
Entao p1 e ps sao dados por

pl <- pnorm(60,75,10)

p2 <- pnorm(95,75,10,lower=F).
Seja X1 o nimero de homens leves na amostra e Xo o nimero de pesados. Entao o par aleatdrio
(X1, X2) tem distribui¢do multinomial, M (9; p1, p2). Logo

9!

PXy =1, X2:1)21!1i7!

p1p2 (1 —p1—pa2),

com resultado 0.05674, que pode ser calculado com o cédigo
dmultinom(c(1,1,7), prob = c(pl,p2,1-p1-p2) )

pelo que a probabilidade pedida é 0.05674.

(i) Qual o valor do peso, ¢, abaixo do qual estdo 1% dos pesos dos homens da cidade? (ii) Que nome
se dd usualmente a ¢? (iii) Qual a distribuigdo aproximada do “nimero de homens com peso abaixo
de ¢”, numa amostra aleatéria de 200 homens dessa cidade? (justifique)

(i) Esse valor ¢ é dado por gnorm(0.01,75,10), com resultado 51.73652 K g.

(ii) Os nomes usuais sao: quantil de probabilidade 0.01, quantil-0.01, ou 1° percentil.

iii) Seja X a v.a. que representa o n° de homens com peso abaixo de ¢ numa amostra aleatéria de
n = 200 homens da cidade. Entao X — bi(200,0.01). A aproximagao da binomial & Poisson estabelece
que se X — bi(n,p), entdo P(X = k), quando n — oo e p — 0, sendo np = A constante, converge para
P(W = k), sendo W —~ Poisson(\). Como n = 200 é grande e p = 0.01 é préximo de 0, conclui-se

que a distribui¢ao de X é aproximada pela lei Poisson(np), ou seja, Poisson(2).



