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Questao 1

Suponha que tem um dado equilibrado.

(a) Considere a experiéncia aleatéria que consiste em efetuar um langamento
deste dado e seja X : {1,2,3,4,5,6} — R a v.a.r. definida por

X (w) 0 sew<2
W) =
1 sew>2

i. Determine a funcao de probabilidade e a funcao de distribuicao.

Resolugao: Em primeiro lugar, note-se que o espaco amostral em
questao é finito e os acontecimentos elementares sao equiprovaveis,
pois o dado ¢ equilibrado. Deste modo, o espaco de probabilidade
em questao é (Q,P(Q), P), onde Q ={1,2,3,4,5,6} e P é a me-
dida de probabilidade de Laplace. Além disso, o contradominio
de X é Cx ={0,1}.

A fungao de probabilidade f: R — [0, 1] é entao dada por

0 caso contrario

fla) = {PX({G,}) se a € {0,1}

Ora,



Px({0}) = P(X71(0))

P({1,2})

P({1}) + P({2})
1

><_
6

Wl = N

Px({1}) = P(X~}(1))

P({3,4,5,6})

P{3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})
1

* 6

wlby

Consequentemente, tem-se que:

% sea =0
fla)=<2 sea=1
0 sea¢{0,1}

A funcao de distribuicao é entao dada por:

0 sec<0
Fx(c)=4¢ f(0) se0<c<1
fO)+ f(1) sec>1

Ou seja,
sec<0

se0<ec<1
sec>1

Fx(C) =

= owi= O

ii. X tem uma lei de probabilidade discreta conhecida. Identifique-a.

Resolucao: A v.a.r. X segue uma distribuicao de Bernoulli com
parametro p = %, ie., X ~ Bernoulli (%), uma vez que f(1) = 2

37
f(0)=1—2=1 e f(a) = 0 nos restantes casos.
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(b) Considere agora a experiéncia aleatéria que consiste em efetuar um
lancamento deste dado seguido de dois lancamentos consecutivos de
uma moeda equilibrada.

1.

il.

iii.

Identifique o espago de probabilidade associado a esta experiéncia
aleatéria. Justifique.

Resolugao: Em primeiro lugar, como o dado e a moeda sao equi-
librados, os acontecimentos elementares sao equiprovaveis e, por
isso, a medida de probabilidade P sera a medida de Laplace. Além
disso, o espaco amostral é

Q= {(z1,29,23) | 21 € {1,2,3,4,5,6},2; = {Ca,Co},i € {2,3}}.

Tratando-se de um conjunto finito, a o-algebra é P(£2). Portanto,
o espago de probabilidade é (2, P(Q2), P), onde 2 e P sao os indi-
cados acima.

Indique, justificando, dois acontecimentos incompativeis (mas nao
impossiveis) decorrentes desta experiéncia. Na justifica¢do, iden-
tifique claramente o subconjunto do espaco amostral a que corres-
ponde cada um dos acontecimentos que indicou.

Resolucao: Os acontecimentos A = “no ultimo langamento sai
cara” e B = “no ultimo langamento sai coroa” sao incompativeis.
Os subconjuntos de ) correspondentes sao:

A ={(x1,22,Ca) | x1 € {1,2,3,4,5,6}, 25 € {Ca,Co}}
B = {(z1,29,Co0) | 1 € {1,2,3,4,5,6}, 25 € {Ca,Co}}

Como AN B = (), os acontecimentos mencionados sao, de facto,
incompativeis.

Sabendo que saiu uma face impar e pelo menos uma cara, qual
a probabilidade de ter saido a face 1 e exatamente uma coroa?
Justifique.

Resolucao: Considerem-se os seguintes acontecimentos:

= “saiu uma face impar”
B = “saiu pelo menos uma cara”
C = “saiu a face 1”

D = “saiu exatamente uma coroa’.



1v.

Pretendemos determinar P(C'N D | AN B). Ora,

P(ANnBNCND)
P(ANB)

P(CND|ANB) =

Observe-se que

ANBNCND: “saiu a face 1, uma cara e uma coroa”

Logo,
ANnBNnCND={(1,Ca,Co),(1,Co,Ca)}.

Como #02=6x2x2=24e #(ANBNCND) =2, tem-se

2 1
P(ANB D)y=—=—.
( NBNCN ) 1 D
Além disso, #(AN B) =3 x 3 =9, pelo que
9 3
P(ANB)=— =-.
(4N B) 24 8
Conclui-se entao que
P(OmD|AmB)—1/12—2
- 3/8 9

Diga, usando a defini¢ao, se os seguintes acontecimentos, F, F', e
G, formam uma familia de acontecimentos independentes:

E : “sai face 1 no lancamento do dado”
F': “ocorre cara no primeiro langcamento da moeda”

G : “ocorrem uma cara e uma coroa nos lancamentos da moeda”.

Resolucao: Os acontecimentos E, F' e GG constituem uma familia
de acontecimentos independentes se as seguintes condicoes se ve-
rificarem:

P(ENF) = P(E)P(F)

P(ENG) = P(E)P(G)

P(FNG) = P(F)P(G)
P(ENFNG) = P(E)P(F)P(G).



Temos que:

ppy 1B _2x2_4 1
24 24 24 6
piry = #E _6x2_12_1
24 24 24 2
#G 6x2 12 1
Gziz . —
(@) 24 24 24 2

Além disso,

#ENF) 2 1

PENF) =202 - 2 - L= p()P(F)
P(ENG) = #<E22G> - 224 - 112 — P(E)P(G)
P(FNG) = #<F22G) - 264 - i — P(F)P(G)

PENFAG) = HE r;j ne) _ 214 _ P(E)P(F)P(G).

Como todas as condi¢oes mencionadas inicialmente se verificam,
concluimos que os acontecimentos E, F' e G constituem, de facto,
uma familia de acontecimentos independentes.

Questao 2

Num lote de 10 espingardas existem 4 espingardas de boa precisao, 5 de
precisao média e 1 de precisao ruim. As espingardas aparentam ser todas
iguais, pelo que nao ¢é possivel distingui-las a olho. No entanto, sabe-se que
espingardas de boa precisao acertam no alvo com probabilidade 0.9, espin-
gardas de precisao média acertam com probabilidade 0.8, e as de precisao
ruim erram sempre o alvo.

(a) Escolheu-se, ao acaso, uma espingarda neste lote e efetuou-se um dis-
paro.

i. Determine a probabilidade de se acertar no alvo.

Resolucao: Considerem-se os seguintes acontecimentos:



= “o disparo acertou no alvo”
B = “saiu uma espingarda de boa precisao”
= “saiu uma espingarda de precisao média”

= “saiu uma espingarda de precisao ruim”.

Pretendemos determinar P(A). Como A =AN(BUM UR) e os
acontecimentos B, M e R sao incompativeis, decorre que

P(A)=P(ANB)+ P(ANM)+ P(ANR)
=P(A|B)P(B)+ P(A| M)P(M)+ P(A| R)P(R)
=09x%x044+08x05+0x0.1
=0.76

Logo, a probabilidade de acertar no alvo é de 0.76.

ii. Sabendo que se acertou no alvo, qual a probabilidade de ter sido
escolhida uma espingarda de precisao média? Justifique.

Resolugao: Usando a notagao da alinea anterior, pretende-se
determinar P(M | A). Ora,

P(MNA)
P(A)

P(AN M)
0.76

_ PAM)P(M)

0.76
B 0.8 x 0.5

0.76
~ 0.53

P(M | A) =

iii. Sabendo que se errou o alvo, qual a probabilidade de ter sido
escolhida uma espingarda de precisao ruim? Justifique.



Resolugao: Pretende-se determinar P(R | A). Ora,

p(r|A) = LHEOA (Jf(;)A)
_ P(RNA)
1—P(A)
_ P(R)—P(RNA)
B 0.24
0.1-0
0.24
~ (.42

iv. Sabendo que se errou o alvo, qual a probabilidade de ter sido
escolhida uma espingarda que nao era de boa precisao? Justifique.

Resolucao: Pretende-se determinar P(B | A). Ora,

P(B|A)=1-P
P

(B]A)

P(BNA) A)

P(A)

P(B) - P(ANB)
0.24

04— P(A| B)P(B)

0.24
04-09x04

0.24

=1-

-1—

~ 0.83

(b) Escolheram-se, ao acaso e com reposigao, seis espingardas deste lote.

i. Determine a probabilidade de se escolherem pelo menos 5 espin-
gardas de boa precisao.

Resolucao: Seja X a v.a.r. que representa o niimero de espingar-
das de boa precisao entre as 6 escolhidas. Entao X é uma v.a.r.
discreta, de contradominio C'x = {0,1,2,3,4,5,6} e com funcao
de probabilidade f: R — [0, 1] dada por

Fk) = (%) x 0.4k x 0.65F se k € {0,1,2,3,4,5,6}
0 caso contrario.



Consequentemente, a probabilidade de se escolherem pelo menos
5 espingardas de boa precisao ¢ dada por

Fx({5,6}) = f(5) + f(6)

— <§> x 0.4° x 0.657° 4+ (g) x 0.4% x 0.65°6

~ 0.04.

ii. Sabendo que se escolheram algumas de boa precisao, qual a pro-
babilidade de se ter escolhido no maximo 4 de boa precisao? Jus-
tifique.

Resolucao: Assumindo que “escolheram-se algumas de boa pre-
cisao” significa “escolheram-se pelo menos 2 de boa precisao”, que-
remos determinar P(X <4 | X > 2). Ora,

P2 < X <4)
P(X > 2)
P(X € {2,3,4})
P(X €{2,3,4,5,6})
QB+
fF2)+ f3)+ f(4) + f(5) + f(6)
_ LU0 0)+16) + 16)
= (f(0) + f(1))

J& sabemos que f(5) + f(6) ~ 0.04 e tem-se

P(X<4|X>2) =

FO)+ f(1) = (g) x 0.4% % 0.6°7° + (f) x 0.4' % 0.6°7" ~ 0.23

Logo

1—-0.04—-0.2
PX<4|X>92) 100023()?’@0.95.

Questao 3

Seja (€2, A, P) um espaco de probabilidade.

(a) Diga, justificando, se a seguinte afirmagao é verdadeira: “Se A, B, e C
formam uma familia de acontecimentos independentes, entao A e BUC
também sao independentes.”



(b) Considere n acontecimentos, Ei, ..., E,, com n € N en > 2. Mostre

que, se
n—1
P (ﬂ Ek> >0,

k=1

entao

P ((n] Ek> = P(E\)P(E,y | E\)P(E; | ExN Ey)... P (En | nﬁlEk) .

k=1
(¢) Considere (Gy)nen € (F,)nen duas sucessoes de elementos de A tais que

lim P(G,)=1 e lim P(F,)=p.

n—o0 n—o0

Mostre que
lim P(G,NF,) =p.

n—oo



