Ficha 2

Algoritmos e Complexidade

Contagem de operacoes em algoritmos iterativos

1 Procura em vectores
1. Considere a seguinte funcao que procura um valor num array.

int xlsearch (int a[], int N, int x) {
int i;

i=0;

while (i<N) && (al[i] '= x)
i++;

if (i<N) return i;

else return (-1);

}

(a) Identifique o melhor e o pior caso de execugao desta fungao.

(b) Para cada um dos casos identificados acima, apresente o tempo de execugao desta
funcao, em funcao do tamanho do array de entrada.

2. Considere agora uma outra versao desta mesma funcdo que assume que o array de
entrada estd ordenado por ordem crescente.

int lsearch (int a[], int N, int x) {

int i;
i=0;
while (i<N) && (a[i] > x)
i++;
if (i<N) && (a[i] == x) return i;
else return (-1);
}

(a) Identifique o melhor e o pior caso de execugao desta fungao.

(b) Para cada um dos casos identificados acima, apresente o tempo de execugao desta
funcao, em funcao do tamanho do array de entrada.

(c) Apresente o tempo médio de execugao desta fungao, em fungao do tamanho do ar-
ray de entrada. Para isso assuma que a probabilidade de o ciclo fazer um qualquer
nimero de iteragoes é constante.



(d) Repita este célculo para a funcdo da alinea anterior. Para isso, assuma que os
inteiros em causa tém W bits (existindo por isso 2"V inteiros diferentes). A proba-
bilidade de encontrar o ntimero numa dada posi¢ao é por isso de QLW

3. Considere uma ultima versao desta funcao que vai reduzindo a gama de valores a procu-
rar.

int bsearch (int al[], int N, int x) {
int 1, u, m;

1=0; u=N-1;

while 1<u {
m = (1+u)/2;
if (a [m] == x) 1 = u = m;
else if (alm] > x) u = m-1;
else 1 = m+1;

T

if (a[l] == x) return 1;
else return (-1);

}

(a) Identifique o melhor e o pior caso de execugao desta fungao.

(b) Apresente o tempo de execugao desta fungao, em funcao do tamanho do array de
entrada, para o pior caso identificado acima.

2 Ordenagao

Nesta seccao vamos analisar algumas fungoes de ordenagao de vectores. Para cada um dos
algoritmos apresentados,

e Descreva (informalmente) o invariante do ciclo mais exterior.
e Identifique o melhor e o pior casos de execucao dessas fungoes.
e Para cada um dos casos identificados na ponto anterior determine

1. o ntimero de comparagoes entre elementos do array.

2. o ndimero de trocas (chamadas & funcao swap).

e Considere um caso adicional que corresponde a um array parcialmente ordenado em
que o unico elemento fora de ordem é o que estd na primeira posicao e que corresponde
ao maior elemento do array.

Troca directa

void swapSort (int v[], int N) {
int i, j;



for (i=0; (i<N-1); i++)
for (j=i+1; (j<N); j++)
if (v [i] > v [j]) swap (v,i,j);
}

Min-sort

void minSort (int v[], int N) {
int i, j, m;

for (i=0; (i<N-1); i++) {
m= ij;
for (j=i+1l; (j<N); j++)
if (v [m] >v [3]) m = j;
if (1 '= m) swap (v,i,m);
}
}

Bubble-sort

void bubbleSort (int v[], int N){
int i, j;
for (i=N-1; (i>0); i--)
for (j=0; (j<i); j++)
if (v[jl > v[j+11)
swap (v,j,j+1);
}

Bubble-sort opt

void bubbleSort (int v[], int N){
int i, j, ok;

ok = 0;
for (i=N-1; ((i>0) && 'ok); i--) {
ok = 1;

for (j=0; (j<i); j++)
if (v[j]l > v[j+1D) {
swap (v,j,j+1);
ok = 0;

3 Operacoes aritméticas

1. Considere os seguintes definicoes de fungbes que calculam o produto de dois niimeros
inteiros nao negativos.



int prod (int x, int y) { int bprod (int x, int y) {
int r; int r;
r =0; r = 0;
while x>0 { while x>0 {
r = r+y; if x%2=1r=1r+y;
x = x-1; y =y % 2;
} x=x/ 2;
return r; T
} return r;
}

(a) Para cada uma das solugbes apresentadas, identifique o melhor e pior casos em
termos do tempo de execugao destas fungoes. Faca a sua andlise, em funcao do
numero de bits usados para representar os nimeros inteiros em causa.

(b) Determine o tempo de execugao de cada uma das solugdes no pior caso, em fungao
do numero de bits usado para representar inteiros.

2. Considere a seguinte definicdo de uma fungao que calcula a poténcia inteira de um
nimero.

float pot (float b, int e) {

float r;

r =1;

while e>0 {
r =1 % b;
e=¢e - 1;
}

return r;

}

Apresente uma versao alternativa desta funcdo cujo ntimero de multiplicagoes, no pior
caso, seja proporcional ao nimero de bits usados para representar o expoente (Sugestao:
use como inspiracao as funcoes apresentadas na questao anterior para calcular o produto
de dois numeros).

3. Considere o seguinte algoritmo para o problema do calculo do valor de um polinémio

1

P(x) =apx™ + ap—12" " + ...+ a1z + ag

num ponto x dado, sendo o polinémio representado por um vector de coeficientes (or-
denado por ordem crescente do grau):

float Poly (float al[l, int n, float x) {
float p, xpotencia;
int i;



p:

a[0] + a[1] * x;

xpotencia = x;

for

}

(i=2 ; i<=n ; i++) {
xpotencia = xpotencia * x;
p = p + alil * xpotencia;

return p;

}

(a)
(b)

Quantas operagoes de soma e multiplicacao efectua este algoritmo?

O algoritmo de Horner é uma alternativa mais eficiente para a resolucao do mesmo
problema. Trata-se de uma optimizacao do algoritmo anterior, que efectua uma
factorizagdo do polinémio (note-se que ab+ ac pode ser calculado com apenas uma
multiplicagdo como a(b + ¢)):

float HornerPoly (float a[l, int n, float x) {
float p;
int 1i;

p = alnl;

for (i=n-1 ; i>=0 ; i--)
p = pxx + alil;

return p;

}

Quantas operagoes de soma e multiplicacao efectua este algoritmo?

4 Qutros algoritmos iterativos

1. Considere a seguinte fungdo em C que determina se um vector de inteiros contem ele-
mentos repetidos.

int
int
int
for

repetidos (int v[], int N) {

rep = 0;
i, Js
(i=0; (i<N-1) && !'rep; i++)

for (j=i+1; (J<N) && !'rep; j++)
if v[i] == v[j] rep = 1;

return rep;

}

(a)
(b)

Identifique o melhor e o pior casos da execucao desta funcao.

Para o pior caso definido acima, calcule o nimero de comparagoes (entre elementos
do vector) que sao efectuadas (em fungao do tamanho do array argumento).

2. Considere a seguinte fungao em C que calcula o niimero de elementos diferentes de um
array de inteiros.



int diferentes (int v[], int N) {

int dif = 0;

int i, j;

for (i=0; (i<N); i++){
for (j=i+1; (G<N) && (v[il !'= v[jl); j++);
if (§==N) dif++

return dif;

}

(a) Identifique o melhor e o pior casos da execugao desta fungao.

(b) Para o pior caso definido acima, calcule o nimero de comparacoes (entre elementos
do vector) que sao efectuadas (em fungao do tamanho do array argumento).

3. A funcao abaixo recebe como argumento um array de bits que representa um nimero
inteiro (em que o bit menos significativo estd na posigao 0) e incrementa esse nimero.

void inc (int b[], int N) {

int i;

i = 0;

while (i < N) && (b[i] == 1){
b[i] = 0;
i++;
}

if (i<N) b[i] = 1;

}

(a) Identifique o melhor e o pior caso de execugao desta fungao.

(b) Para cada um dos casos identificados acima, apresente o tempo de execugao desta
funcao, em fun¢ao do tamanho do array de entrada.

(c) Apresente o tempo médio de execugao desta funcao, em fungao do tamanho do
array de entrada. Para isso assuma que o niimero armazenado no array é aleatorio,
i.e., e probabilidade de uma dada posi¢ao do array ser 0 ou 1 é de 1/2.

5 Analise Assimptoética

1. Sejam f e g duas fungdes (entre niimeros reais).

Considere entao as seguintes definicoes de relagoes entre fungoes:

—~

(z

—

f(x) ~g(x) sse limg oo T =1
f(z) € o(g(z)) sse limy oo % =0
f(z) € O(g(x)) sse  Fo=0In,Vnsn, f(n) < Cx*g(n)
f(z) € ©g(x)) sse  f(x) € Og(x)) e g(x) € O(f(z))

(a) Mostre que todas estas (4) relagoes sao transitivas.



(b) Mostre que tanto © como O distribuem relativamente & soma, i.e., que
e se f(z) € O(a(x)) e g(x) € O(b(x)) entdao (f(x) + g(x)) € O(a(z) + b(x))
e se f(z) € O(a(x)) e g(x) € O(b(x)) entao (f(x) + g(x)) € O(a(x) + b(z))

2. Diga justificando quais das seguintes igualdades sao verdadeiras:




Somas de séries
b ,1=b—a+1 (corresponde ao niimero de parcelas do somatério em causa).

i=a

b (a+b)(b—a+1)
—y

Uma forma de obter esta igualdade (usando a igualdade anterior) é calcular a expressao
S0 (i +1)? de duas formas diferentes:

e Por um lado temos que

SO (41?2 = U (i242xi+1)
= (Dheai®) + 2% (Do i) + (X0 1)
e Por outro lado,
Yicai+1D? = (a+ 17+ (a+2)°+ -+ 6+ (b+1)7
= —(@)+a®+(a+1)*+(@+2>+ -+ 0>+ (b+1)
—(a%) + (X0, %) + (b + 1)
(Chai®) + (b+1)% = (a?)

igualando estes termos temos que

b b b b

Qo) +2x Q1)+ =)+ (0 +1)* = (a?)

1=a i=a i=a i=a

Dai que,

L (1) (@) - (D, )

. Use a estratégia apresentada acima para derivar a igualdade

o nxn+1)x(2xn+1)
17 =
6

NE

1=1

;}:1 bz — b« bl:‘_—ll
Uma forma de obter esta igualdade é:

e Expandido o somatério

S= b =0+ +0+- V"
i=1

e Multiplicando ambos os membros desta igualdade por b,

Sxb = 24+ 0"+
= (=b+b)+b2+b3 ...+ b+
= b+ (X ) + o
= S+bx("—1)
E dai que
Sxb—S = bx(b"—1)
Sx(b—1) = bx(b"—1)



5. Derive, a partir da anterior, uma igualdade para calcular >-7_ b

6. Um caso particular da igualdade anterior (para b = 2) tem uma derivagdo mais intuitiva
para informéticos. A soma

S=>2
1=0

é representada em base 2 como uma sequéncia de (n+ 1) bits a 1. Se lhe somarmos 1, a
sua representacdo bindria passa a ser um 1 seguido de (n + 1) 0’s, i.e., o niimero 2"*!,
Daf que S + 1 = 2"*! e por isso,

n

ZQi:2n+l_1

i=0
7. Um outro caso partivular é quando b é %, i.e., quando queremos calcular

1
F(N)=2 &
i=1
Para obtermos este resultado de uma outra forma (que nao a apresentada acima), aten-
temos na seguinte série de somas:

1

1 1

A
P
iR
2tat8 T 16T 16

11,1 1 1
ptatgt o taov oy
De facto todas estas somas tém o mesmo valor (de 1): cada soma resulta da anterior

substituindo a ltima parcela por uma soma com o mesmo valor.

Por outro lado, a tltima das somas apresentadas pode ser escrita como F(N) + QLN

Pelo que podemos concluir que

N .
1 1 2 3 N
X(N) = B s
(N) — 2t 2+4+8+ +2N
Um meio de obter uma férmula par esta soma consiste em organizar as parcelas da
seguinte forma:

X(N) = 5 +2 42 +... +5%
O

+i 5 + +sw

+5 + How

+o oy

b



F(N) - F(1)+
F(N) — F(2)+
+oot
F(N)-F(N -1)
isto é,
X(N) = N#*F(N)-YN ' F(i
= NxF(N)-2N ' (1-4)
= NxF(N)—(N-1)+F(N-1)
N
X (N) :2%—2— N;Qz

. Vamos finalizar esta seccao apresentando uma outra forma de obter o resultado anterior
(se bem que para um caso mais genérico).

Retomemos a igualdade apresentada acima para caracterizar a soma de uma progressao

geométrica:
T — xn—i—l

(1—-x)

Derivando ambos os membros (em ordem a z) obtemos

r+a’+at -+ =

I-(n+1a")(1—2)+(x—2")

2 -1
1+22+3z2°+---na™ " = (1—2)

O que, simplificando, vem

n

S il = L+na" —(n+1)a2"
- (1—=)?

i=1
Multiplicando ambos os membros por z, temos o resultado que pretendemos:

- 1+na" —(n+1)z"

irt =1
; (1—x)?

Verifique (fazendo z = 3) o resultado obtido na alinea anterior.
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