Laboratorios de
Algoritmia |l

Programacao dinamica



Quando se aplica?

e Subestrutura optima

e A solucao para um problema pode ser calculada a
custa da solucao dos subproblemas

e Essencialmente o problema pode ser resolvido
recursivamente

e Superposicao de subproblemas

e Na execucao recursiva o mesmo subproblema &
calculado muitas vezes



Como se optimiza?

e Top-down
e Utiliza directamente a definicao recursiva do problema
* Usa-se memoization para armazenar solucoes ja calculadas num dicionario

* Antes de calcular verifica-se no dicionario se a solucao ja esta calculada e, nesse
caso, devolve-se directamente o resultado

e Bottom-up

* |Inverte-se o calculo: tenta-se resolver primeiro os sub-problemas por forma a que
as solucoes ja estejam disponiveis quando se vai resolver um problema maior

* Frequentemente permite ter uma implementacao iterativa em vez da formulacao
recursiva original

e Esta estrategia € a normalmente conhecida como programacao dinamica



Fibonaccl

def fib(n):
if n<2:
return 1

else:
return fib(n-1)+fib(n-2)






Fibonacci

Definicao naturalmente (bi-)recursiva
Definicao muito ineficiente: tempo O(2n), espaco O(n)
Nao pode ser usada na pratica

Muitas invocacoes repetidas com o mesmo input

Oportunidade para optimizacao com programacao
dinamica



Fibonaccli com memoization

def fib(n):
return aux(n,{})

def aux(n,m):
if n in m:
return m[n]

if n<2:
m[n] = 1
else:
m[n] = aux(n-1,m)+aux(n-2,m)

return m[n]



Fibonacci com memoization

£ib(3)

£ib(2)




Top-down vs bottom-up

e A definicao com memoization ja € muito mais eficiente: tempo
O(n), espaco O(n)

* Para optimizar mais temos que usar a estrategia bottom-up
e Calculando fib(0), depois fib (1), depois £ib(2), ...

e Assim garante-se que ja estao no dicionario todos os resultados
“recursivos” quando se vai calcular o proximo numero da série

e E podemos usar iteracao em vez de recursividade, evitando-se
também erros de stack overflow ou maximum recursion depth

exceeded



Fibonaccl com
programacao dinamica

def fib(n):
m = {}
m[0] =1
m[l] =1
for 1 in range(2,n+l):
m[{i] = m[i-1] + m[i-2]

return m[n]



Fibonacci com
programacao dinamica




Fibonacci com
programacao dinamica

Definicao ainda mais eficiente: tempo O(n), espaco O(n), mas
constantes menores

E possivel optimizar mais?

Nao & necessario guardar no dicionario todos os valores previamente
calculados

Para calcular £ib(n) apenas sao necessarios os 2 ultimos resultados

Se se apagar os resultados nao necessarios reduz-se a complexidade
em termos de espaco para O(1)

E nem é necessario usar um dicionario, bastam 2 variaveis inteiras



Fibonaccl com
programacao dinamica

def fib(n):
m = {}
m[0] =1
m[l] =1
for 1 in range(2,n+l):
m[{i] = m[i-1] + m[i-2]
del m[1-2]

return m[n]



Fibonaccl com
programacao dinamica

def fib(n):
a =1
b =1

for 1 in range(2,n+l):
# b == m[i-1] and a == m[i-2]
b, a=a+ b, b

return b



Trocar

Como trocar uma quantia em moedas, minimizando o
numero de moedas?

Assumindo um stock infinito de cada denominacao

Com sistemas de moedas canonicos pode-se adoptar uma
solucao greedy

Se o sistema nao for candnico esta estratégia nao funciona
(por exemplo trocar 6 com moedas de 1, 3 e 4)

E possivel formular uma solucio recursiva elegante (mas
ineficiente) para procurar a melhor solucao



Trocar

def trocar(valor,moedas):
if valor ==
return 0
r = float("inf")
for m in moedas:
if m <= valor:

r = min(r,l+trocar(valor-m,moedas))
return r






Trocar com memoization

def trocar(valor,moedas):
return aux(valor,moedas, {})

def aux(valor,moedas,d):
if valor in d:
return d[valor]

if valor == O0:
d[valor] = 0
return 0

r = float("inf")

for m in moedas:
if m <= valor:
r = min(r,l+aux(valor-m,moedas,d))
d[valor] = r
return r



Trocar com
programacao dinamica

def trocar(valor,moedas):
d = {}
d[o] = 0
for v in range(1l,valor+l):
r = float("inf")
for m in moedas:
if m <= v:
r = min(r,l+d[v-m])
d(v] = r
if v >= max(moedas):
del d[v-max(moedas) ]
return d[valor]



Trocar

e Como determinar quais as moedas a devolver?

e Pode-se guardar a melhor escolha para cada valor



Trocar com
programacao dinamica

def trocar(valor,moedas):

d = {}
c = {}
d[0] = 0

for v in range(l,valor+l):
r = float("inf")
for m in moedas:
if m <= v:
a = l+d[v-m]
if r > a:
r = a

d[v] = r
if v >= max(moedas):
del d[v-max(moedas) ]

t = {m:0 for m in moedas}
while valor > O0:

t[c[valor]] += 1

valor -= c[valor]
return t



Trocar com
programacao dinamica
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Distancia de edicao

Qual o menor numero de edicoes para transformar uma string noutra?

Edicoes possiveis: remover um caracter, inserir um caracter, trocar um
caracter por outro

Por exemplo a distancia entre “invention” e “execution” é5

“jnvention” “nvention” *“evention” "exention”
"exection” “execution”

Note que remocoes e insercoes sao duais

E possivel formular uma solucdo recursiva elegante (mas ineficiente)
para procurar a melhor solucao



Distancia de edicao

def dist(a,b):
if a == ‘":
return len(b)
elif == "'z
return len(a)
elif a[0] == b[0]:
return dist(a[l:],b[1l:])
else:
return min(l+dist(a,b[1l:]),
l+dist(a[l:],b),
l+dist(a[l:],b[1:]))



Distancia de edicao com
memoization

def dist(a,b):
return aux(a,b,{})

def aux(a,b,m):
if (a,b) in m:
return m[ (a,b)]
if a == "'

m[(a,b)] = len(b)
elif b == '':

m[ (a,b)] = len(a)
elif a[0] == b[0]:

m[(a,b)] = aux(a[l:],b[l:],m)
else:

m[(a,b)] = min(l+aux(a,b[l:],m),

l+aux(a[l:],b,m),
l+aux(af[l:],b[1l:],m))
return m[ (a,b)]



Distancia de edicao com
memoization

e Usar pares de strings como chaves nao € muito eficiente

e E possivel usar apenas os indices do caracteres que
estao a ser analisados em cada momento

e Também é indiferente analisar as strings da esquerda
para a direita ou ao contrario



Distancia de edicao com
memoization

def dist(a,b):
return aux(a,len(a),b,len(b),{})

def aux(a,i,b,j,m):
if (1,]J) in m:
return m[(i,7J)]

if 1 == 0:
m{(i,]J)] = ]
elif j == 0:
m[(i,J)] = 1
elif a[i-1] == b[]j-1]:
m[(ilj)] = aux(ali_llblj_llm)
else:
m[(i,]J)] = min(l+aux(a,i,b,j-1,m),

l+aux(a,i-1,b,j,m),
l+aux(a,i-1,b,j-1,m))
return m[ (i,])]



Distancia de edicao com
programacao dinamica

def dist(a,b):

m = {}

for j in range(len(b)+1):
m[(0,3)] = 3

for 1 in range(len(a)+1l):
m[(1,0)] = 1

for j in range(l,len(b)+1l):
for i1 in range(l,len(a)+l):

if a[i-1] == b[j-1]:
m{(1,J)] = m[(1-1,3-1)]
else:

m[(i,J)] = min(l+m[(1,3-1)],
1+m[(i_llj)]l
1+m[(i_1lj_l)])

for i in range(0,len(a)+1l):
del m[(1,]-1)]
return m[ (len(a),len(b))]
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Collaborate Ultra

Durante os treinos vamos usar os breakout groups para dividir a turma
em grupos de trabalho mais pequenos

Podem ser 0s grupos que usam nos torneios ou outros que desejarem
Podem juntar-se a um breakout group na lista de participantes

Enquanto estao num grupo podem falar a vontade, partilhar o ecra,
PDFs, ou o whiteboard, sem incomodar o resto da turma

Se quiserem que entremos num grupo para esclarecer duvidas chamem
a nossa atencao com o raise hand

Qualquer sugestao sobre como melhorar o funcionamento das aulas a
distancia € muito bem vinda!



