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Este teste consta de 8 questoes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugcdo de cada questdo é de 15 min. Os alunos devem ler a prova antes de decidirem por que
ordem responder as questées colocadas.

PROVA SEM CONSULTA (2h)

Questio 1 Use a lei da troca para exprimir o isomorfismo undistl = [i; X id, iz X id] sob a forma alternativa seguinte:
undistl = (my + 71, [2, m2]).

RESOLUCAO: Tem-se:
undistl = [Ll X Ld,LQ X Ld}

{fxg={(f m,g-m);identidade }

undistl = KZ] . 7T1,7T2> R <i2 '71"1,71'2)]

{ lei da troca }
undistl = <[L1 '7Tl,i2 "/Tl], [71'2.,71'2“
{ f+g=1lir-friz-g]}

undistl = (my 4 71, [m2, m2])

Questao 2 Considere a fungao
a = (id+!) - distl. (El)

Qual é o seu tipo genérico—de A x B+1para (A+1) x Boude (A+1) x B para A x B+1? Justifique desenhando
o diagrama respectivo. Seguidamente, derive (usando também um diagrama) a propriedade grétis de a.

RESOLUCAO: A fung¢@o vai necessariamente para uma soma, cf. id + !. Logo estamos na situa¢@o do diagrama:

AxB+1<" AxB+1xB<*_ (4+1)x B
v

A propriedade gratis

(f x g+id) - a=a-((f+id) x g)



deduz-se directamente do tipo av: A x B+ 1 + (A + 1) x B, usando o diagrama
AxB+1<2—(A+1)xB
f><g+idl J/(.erid)xg
A X B +1=<—(A"+1)x B

tal como foi ensinado nas aulas. (NB: ndo se pede a prova analitica.)
O

Questao 3 Infira o tipo mais geral do pardmetro f da funcéo condicional o que a seguir se define:
af=m -m —swap, f (E2)

Justifique a sua resposta.

RESOLUCAO: O ponto de partida é a defini¢do de condicional de McCarthy: p — f, g = [f, g] - p?. Temos assim que
determinar X e Y em:

X

(Tﬁ'ﬂz)?l

X+X<—X
\sivalo/
swap

O predicado 7; - w5 determina o tipo X = A x (B x C):

Ax (Bx C)

(7T1-7T2>?i

Ax (BxC) *>A>< BxC)+AxBxC) <—A>< (B x C)

\Zvap /
swap

Finalmente, swap determina ¥ = (B x C') x A. Logo f terd tipo (B x ') x A+ A x (B x C).
a

Questdo 4 A fungio length = ([0, succ - m2]|) conta o nimero de elementos de uma lista. Se a lista tiver pelo menos
um elemento a a cabeca, basta contar os elementos da cauda comecando em 1 e vez de 0:

length - (a:) = ([1, succ - ma])) (E3)
Demonstre (E3) recorrendo a propriedade de fusdo-cata, sabendo-se que
length - (a:) = succ - length (E4)

se verifica.




RESOLUCAO: Tem-se:

length - (a:) = ([, succ - ma]|)

{ por @} e length = ([0, succ - m2]) }

succ - (|[0, succ - mo])) = ([1, succ - m2]))

= { por fusdo-cata }

succ - [0, succ - mo] = [1, succ - ma] - (id + id X succ)

{ por fusdo-+ e absorgio-+, seguida de natural-7> }

[succ - 0, succ - succ - ma] = [1, succ - succ - o)

{ por Eq-+ e igualdade entre iguais }
succ-0=1

{porf-k=fkesuccO=1 }

true

Questdao 5 O nimero de movimentos que solucionam o “puzzle” das Torres de Hanoi, com n discos, € dado por
kn=2"—-1
Mostre (recorrendo a lei de recursividade miitua) que uma forma de calcular % é

k = m - g where
g = for loop (0,1)
loop (k,e) = (k+e,2xe)

sabendo que k satisfaz as equagdes

E0=0
E(n+1)=2"+kn

(como facilmente se demonstra) e que 2™ = for (2x) 1 n.

RESOLUCAO: Note-se que k = my - g corresponde a ¢ = (k, h), para um h a deduzir. Por outro lado, tirando as
varidveis a loop, obtém-se loop = (add, (2x) - m5). Daf:

(k, h) = for loop (0, 1)
{ forbi=([i,b]); loop = (add, (2) - m2) }
(k,h) =([(0,1), (add, (2%) - m2)]))

{ (a,b) = (a,b) eleidatroca }
(k,h) = (|<[Qv add]v [l (2%) - T‘-QDD
{ recursividade mdtua }

{ k-in = [0,add] - (id + (k, b))
hein=[L,(2%) - 2] - (id + (k, b))

{ 72 (k,h)y =heforbi={([i,b])}




“in = [ add] (id+ (k,h))

in = [0, succ]; absor¢do-+; introdugdo de varidveis na 2* igualdade }

-0, succ] = [0,add - (k, h)]

hn—forQ* 1n
—_—

on

{ introdugio de varidveis na 1* igualdade }

O*O

(n+1)=hn+kn

hn—for2>k 1n
—_——

n

{ poishn=2"}

kO—O
(n+1)=2"+kn

{ pela hipétese do problema }

true

Questao 6 A funcio filter p, que seleciona de uma lista apenas os elementos que satisfazem p, pela ordem com que
af aparecem, pode ser definida como se segue,

filter p = concat - map (p — singl, nil)

onde concat = ([nil, conc]]) e singl a = [a].
Demonstre que filter p pode ser definida como um catamorfismo.

RESOLUCAO: Estamos com listas, cujo functor de tipo é T f = map f para o functor de base B (f, g) = id + f x g.
Por outro lado, concat = (|[nil, conc]|). Logo:

filter p = concat - map (p — singl, nil)

{ catamorfismo concat; T f = map f }

filter p = ([nil, conc]|) - T (p — singl, nil)

{ absor¢do-cata, para B (f,g) =id+ f x g }
filter p = ([nil, conc] - (id + (p — singl, nil) x id)])

{ simplificagdio (absor¢do-+) }
filter p = ([nil, conc - ((p — singl, nil) x id)])
a

Em suma, filter p € um catamorfismo de listas.
O




Questao 7 Considere a seguinte versao tail-recursive da funcio factorial:

fact n = auz (n,1)
where auz (0,a) = a
auz (n+1,a) = auz (n,a* (n+1))

Mostre que a funcdo auxiliar aux € um hilomorfismo apresentando defini¢des para as fungdes «, 3, v e conquer do
diagrama seguinte, onde A é um tipo numérico qualquer:

divide

NO><A$(1+N0)XALIXA—FNOXAL)A—FNOXA

auzx l l id+aux

A$\\\\\‘\_—‘_‘——’/’////A+A

conquer

RESOLUCAO: Uma forma sintética de apresentar a resolucéo deste exercicio € exprimi-lo na prépria linguagem
Haskell, ap6s passagem pelo lhs2tex:

auzr = conquer - (F auz) - divide

where
Ff=Bidf
Brxy=xz+y

divide = v - 3 - «

conquer = [id, id]

o = outy, X id

B = distl

vy =mg+ 0

0 (n,a)=(n,ax*(n+1))

Questao 8 Na questio 8 da ficha 7 das aulas teorico-praticas desta disciplina abordou-se o functor

TX=XxX
Tf=rxf

Este functor é um ménade que nos permite trabalhar com pares encarados como vectores (z, y) a duas dimensdes. Por
exemplo, neste ménade a expressao

do {z < (2,3);y < (4,5);return (z + y) }
da (6, 8) como resultado — a soma dos vectores (2, 3) e (4, 5). Definindo

M= T1 X T (ES)
u = (id, id) (E6)

para este functor T, demonstre que p e u satisfazem as propriedades (59) e (60) do formuldrio, essenciais a evidéncia
de que

X5 TXx<L2T17(TX)



¢é, de facto, um moénade.

RESOLUCAO: Célculode pt - T = - pi:

pe T
{ duasvezes;Tf:fxf}

(771 X 772) . ((7‘(’1 X 7T2> X (771 X 772))

{ functor-x ; natural-7ry ; natural-o }

(71'1 ’/Tl)X(’lTQ 7T2

{ functor-x . }

M .

a
Calculode pt-u =id = p - T wt
cu=id=p-Tu
{. fd }
(my X ma) - (id,id) = id = (71 X w3) - T u
{ absorgio-x ; T f = f x f; functor-x }

(my,ma) =id = (m1 - u) X (w2 - u)

{ (@) cancelamento-x }

(71, ma) = id =id X id

{ reflexdo-x e functor-x-id }

true




ANEXO — Catélogo de alguns tipos de dados estudados na disciplina.

1. Ndmeros naturais:

B FX=1+X o
T=N, {Ffzid+f in = [0, succ]

Haskell: I'nt inclui Nj.
2. Listas de elementos em A:

T=A"

{ FX=1+4AxX . .
in = [nil, cons]

Ff=id+idxf

Haskell: [a].

3. Arvores com informagdo de tipo A nos nds:

FX=1+AxX?

Ff—idtidx [ in = [Empty, Node)

T=BTree A {

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a)).
4. Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

T=LTree A

_ 2
{ FX=A+X in = [Leaf , Fork]

Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a).
5. Arvores com informagio nos nés e nas folhas:

T=FTree B A

_ 2
{FXB+AXX in = [Unit, Comp]

Ff=id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a)).

(ET)

(E8)

(E9)

(E10)

(E11)



