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Este teste consta de 8 questoes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min. Tome em consideracdo a informagdo que é dada em anexo.

PROVA SEM CONSULTA (2h)

Questao 1 Considere o isomorfismo

coassocr
—

(A+B)+C = A+(B+0C)
onde coassocr = [id + i1 , i - i2]. Calcule a sua conversa coassocl a partir da equagio
coassocl - coassocr = id

entregando-a em Haskell pointwise, sem recurso ao combinador either.

RESOLUCAO: Tem-se:
coassocl - coassocr = id
= { coassocr = [id + i1, 42 - i2]; fusdo-+ }
[coassocl - (id + i1), coassocl - iy - ia] = id
= { universal-+ ; natural-id }

coassocl - (id + i1) = iy
coassocl - ig - 19 = o

{ defini¢do-+ ; natural-id }

coassocl - [i1, 19 - i1] = 13
coassocl - 1o - 19 = s

{ fusfio-+ ; universal-+ }

coassocl - 11 = i1 - 11
coassocl - iy - 47 = 11 - 19
coassocl - iy - 19 = ig

Introduzindo variaveis obtém-se, em Haskell:

coassocl (Left a) = Left (Left a)
coassocl (Right (Left b)) = Left (Right b)
coassocl (Right (Right ¢)) = Right ¢



Questao 2 Uma fungdo g : A — B diz-se injectiva sempre que a igualdade g z = ¢ y é suficiente para se deduzir
z = y. Por exemplo, g © = 1 4+ z éinjectivapois 1 + 2 = 1+ y < z = y. Um resultado da matemadtica diz-nos
que, sempre que a igualdade pointfree

frg=id (ED)

se verifica, entdo g € injectiva (e f é sobrejectiva). Assim, para mostrar que g (resp. f) € injectiva (resp. sobrejectiva)
basta encontrar uma qualquer outra fungéo f (resp. g) tal que se verifica.

Com base nas leis do cdlculo de programas que estudou nesta disciplina mostre que as injecgdes 41, ¢2 sdo funcdes
injectivas (como o préprio nome sugere) e que as projecgdes 71, o SA0 sobrejectivas.

RESOLUCAO: Tem-se: [g, h]-i1 = g, logo basta f = [id, h], para qualquer h, para f -i; = id. O mesmo processo para
i9. Logo f = [id,id] funciona para ambos os casos. Quanto as projeccoes, 71 - (id, h) = id, logo m é sobrejectiva.
O mesmo esquema para 7o, logo g = (id, id) funciona para ambos os casos. O

Questao 3 Identifique, apoiando a sua resolugdo num diagrama, qual é a definicdo da func¢do polimérfica a cuja
propriedade natural (“gratis”) é

(f+g9)-a = a(hxg+f)

RESOLUCAO: Basta substituir f, g e h por variaveis de tipo, no diagrama (desenhar!), obtendo-se A + B <% CxB+A.

—3 ,
Reparando-se que « ndo pode ser uma soma, ter-se-4 « = [(,7], onde A+ B L CxBe A+B<1—A.

Logoy =iy e 8 =iy - ma. Assim, o = [ig - mo,41] = coswap - (my + id). O

Questao 4 A profundidade de uma arvore é o tamanho do maior caminho entre a raiz e uma sua folha. Defina como
um catamorfismo a funcdo prof : LTree a — Ny que calcula a profundidade de uma drvore binaria de tipo LTree (cf.
anexo) e converta prof para cédigo Haskell que ndo recorra ao combinador catamorfismo.

RESOLUGAO: Tem-se prof = ([0, ¢]]) reflectindo o facto da profundidade de uma folha ser nula, pois “raiz” e folha
coincidem. Quando a ¢ : Ny x Ny — Ny, teremos que ir buscar a maior profundidade e incrementé-la:

g (n,m)=maz nm+1.

Entao:

prof = ([0, g])

{ universal-cata }

prof -in = [0, g] - (id + prof?)
{ in = [Leaf , Fork]; fusdo-+ ; absor¢do-+ }

[prof - Leaf , prof - Fork] = [0, g - prof?]



{ Eq-+ ; introdugo de varidveis }
prof (Leaf a) =0
prof (Fork (¢,t') = g (prof t, prof t'))
= { definigio de g }

prof (Leaf a) =0
{ prof (Fork (¢,t') = maz (prof t) (prof t') +1

Questao 5 No trabalho pratico mostra-se como as “quadtrees” (tipo QTree em anexo, simplificado) podem ser usadas
para processamento de imagens, particionadas recursivamente em quatro quadrantes.

A funcdo flipQTree : QTree a — QTree a, que inverte horizontalmente uma imagem, pode ser definida em
Haskell como

flipQTree (Cell a) = Cell a
flipQTree (Block ((nw, ne), (sw, se))) =
Block ((flipQTree ne, flipQTree nw), (flipQTree se, flipQTree sw))

1. Calcule f e g tal que: flipQTree = (lin- (f + g))) = [((f + g) - out)]
2. Mostre que flipQTree - flipQTree = id.

RESOLUCAO: Na primeira alinea, comecemos por desenvolver flipQTree = (jin - (f + g)|):

flipQTree = (in - (f + 9))
{ universal-cata; in = [Cell, Block] }

flipQTree - [Cell, Block] = [Cell, Block] - (f + g) - (id + (flipQTree* x flipQTree?))
= { fusdo-+; absorgdo-+; Eq-+ }

flipQTree - Cell = Cell.f
flipQTree - Block = Block - g - (flipQTree* x flipQTree?)

{ introdugdo de varidveis }

fipQTree (Cell a) = Cell (f a)
flipQTree (Block ((nw, ne), (sw, se))) = Block (g (flipQTree nw, flipQ Tree ne), (flipQ Tree sw, flipQTree se))

Comparando com a defini¢do dada, inferimos:

{ fa=a
g ((nw, ne), (sw, se)) = ((ne, nw), (se, sw))

isto é
f=id
g = swap X swap
para swap (a, b) = (b, a). Tem-se pois

fipQTree = (|in - (id 4 swap x swap)))



Segunda parte:

flipQTree - flipQTree = id
{ reflexio-cata }

flipQTree - (fin - (id + g)) = (in)

= { fusdo-cata }

flipQTree -in - (id+ g) = in - (id + flipQTree* x flipQTree?)
{ cancelamento-cata }

in- (id + g) - (id + flipQTree* x flipQTree?) - (id + g) = in - (id + flipQTree* x flipQTree?)
{ natural-(id 4+ g) — ver 1) abaixo }

in- (id + flipQTree® x flipQTree?) - (id + g)-(id+g)=in-(id + flipQTree? x ﬂinTree2)
{ isomorfismo (id + g) — ver 1» }

in- (id + flipQTree* x flipQTree?) = in - (id + flipQTree* x flipQTree?)

O
Propriedades necessarias acima: isomorfismo
(id+ g) - (id + g) = id (E2)
Propriedade gratis
(k+ (m x f) x (G xh))-(id+g) = (id+ g) - (k+ (f x m) x (h x 7))
de onde se extrai o corolario:

(k+f2x k) - (id+g) = (id+ g) - (k + f* x k?) (E3)

Questao 6 Recorra a lei de absorcdo-cata para demonstrar a propriedade

count - (LTree f) = count (E4)
onde LTree A — 24" Ny € o catamorfismo

count = (|[1, add]))
onde add (a, b) = a + b.

RESOLUCAO: Tem-se:
count - (LTree f)
- { count = ([1,add]) }

([1,add]]) - LTree f

{ absorcio-cata para B (f, g) = f + ¢° }
([L,add] - (f +id))

{ absor¢do-+ ; funcdo constante 1; natural-id }
([L,add])
= { count = ([1,2dd]) }

count



Questdo 7 Considere-se a fun¢do h = for swap (0, 1). Sabendo que for g i = ([, g]]) e recorrendo a lei de recursivi-
dade mitua, deduza as defini¢bes pointwise das fungdes f e g tal que h = (f, g).

RESOLUCAO: Tem-se:

h = for swap (0, 1)
{forgi=(li gl)}

h = ([(0,1), swap)

{ split de fungdes constantes, cf. exercicio de uma ficha; defini¢do de swap }

h = ([{0,1), (w2, m1)]))
{ h={f,g);leidatroca }
(f,9) = ({0, m2], [1, m1]))
{ recursividade mitua }
{ frin=1[0,m] - (id+(f,9))
g-in=[L,m]-(id+{f,9)
{in = [0, succ]; simplificagdo }
{ f-10,succ] =0, g]
9-[0,succ] =1, f]
{ fusdo e Eq-+ }
f-0=0
fsucc=yg

g-0=1
g -succ = f

isto €, com variaveis:

F0=0
fn+1l)=gn
g0=1
g(n+1)=fn

Questao 8 Pode provar-se que um tipo indutivo T X cuja base é o bifunctor

B(X,Y)=X+FY
B(f,9)=f+Fg

onde F é um outro qualquer functor, € um ménade, tendo-se:

= ([id,in - is]) (ES)
u=in-iq (E6)



Calcule a versdo de y parao caso F X = 1, F f = id. Admitindo in = [Ok, Ko, defina o tipo T em sintaxe Haskell
e escreva p em Haskell pointwise.

RESOLUCAO: Tem-se:

w=([id,in - is])

{ universal-cata }

wein = ([id,in i3] - (id + F p)
{ F f =id,id + id = id, natural-id }

wein = [id,in - ig)

{ in = [Ok, Ko] duas vezes, cancelamento via i> }

= {Eq-+ }
w- Ok =1id
p- Ko = Ko

{ varidveis }

w(Ok z) ==
w Ko = Ko

T A é isomorfo a Maybe A.
O




ANEXO — Catélogo de tipos de dados estudados na disciplina.

1. Ndmeros naturais:

B FX=1+X o
T=N, {Ffzid+f in = [0, succ]

Haskell: I'nt inclui Nj.
2. Listas de elementos em A:

T=A"

{ FX=1+AxX . .
in = [nil, cons]

Ff=id+idxf

Haskell: [a].

3. Arvores com informagdo de tipo A nos nds:

FX=1+A4xX?

Ff=idtidx [ in = [Empty, Node)

T=BTree A {

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a)).
4. Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

T=LTree A

_ 2
{ FX=A+X in = [Leaf , Fork]

Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a).

5. Arvores quaterndrias com informagdo de tipo A nas folhas:

T=QTree A

{ FX=A+X2xX in = [Cell, Block]

Ff=id+f?xf?

Haskell: data QTree a = Cell a | Block ((QTree a,QTree a), (QTree a, QTree a)).
6. Arvores com informagio nos nés e nas folhas:

T=FTree B A in = [Unit, Comp]

FX=B+AxX?
Ff=id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a)).

(ET)

(E8)

(E9)

(E10)

(E11)

(E12)



