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Teste de frequéncia — 18 de Junho de 2012
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Salas 2202, 2203, 2204, 2205

Importante — Ler antes de iniciar a prova:
e FEsta prova consta de 10 questoes que valem, cada uma, 2 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min.

e Os alunos do Método A so devem responder as questoes 7, 8, 9 e 10, devendo entregar o teste ao
fim de uma hora.

e Os alunos do Método B devem responder a todas as questdes, devendo entregar o teste ao fim de
duas horas e meia.

PROVA SEM CONSULTA (2h30m)

Parte 1 — Método B

Questao 1 Sejam dadas as seguintes fungdes:

f=[True , =]
g = [k ,succ - m]

onde — :: Bool — Bool é o operador booleano de negacéo e k£ € uma fungfo arbitraria. Identifique, justificando, qual
o tipo mais geral das expressdes [f , g] e (f, g)-

RESOLUCAO:

a

True - —TTy
Tipagemde f: como True € Bool, Bool <—— A ;sendo Bool <—— Bool , ter-se-a Bool <—— B X Bool ;
e finalmente: Bool L + B x Bool .

succ-7q

Tipagem de ¢: sendo succ a fungdo sucessor nos nimeros naturais, tem-se Ny <—— Ny x C'. Sendo k£ uma
~ . g
fungdo qualquer, ter-sed No <—— D + Ny x C'.

Tipagem de (f, ¢): para os tipos A + B x Bool e D 4+ Ny x C' unificarem ter-se-4 que ter A = D, B = Ny e
C' = Bool; logo:

Bool x Ny M A+ Ny x Bool

Tipagem de [f , ¢]: neste caso os tipos de saida de f e g terdo que ser o mesmo; mas Bool é diferente de Ny —
logo [f , g] ndo é uma fungdo bem tipada !.

INB: em Haskell succ é uma fungio genérica da classe Enum, succ :: Enum a = a — a, ¢ Bool é enumerado. Que impacto tem este facto

no raciocinio acima?



Questiio 2 Mostre que a expressdo [i17 , iz2] - ({(f, k) + {g,k)), onde i17 = 41 X i1 € faa = iz X io, simplifica em
(f+g,h+Fk).

RESOLUCAO: Ter-ser-a (complete as justificacdes fazendo referéncia as leis que sdo utilizadas em cada passo):

lin1 , 222] - ((f h) + (g, k)

ity - (f, ) ia2 - (g, k)]

[<11f,21h> 7<229722k>}

(f+g,h+Fk)

Questao 3 Identifique, apoiando a sua resolu¢do num diagrama, qual é a definicdo da funcdo polimérfica o cuja
propriedade natural (“gratis”) é

(f+h)-a = a-(f+gxh) (1)

RESOLUCAO: Primeiro esbo¢o do diagrama:

Sabendo-se que os tipos de somas e de produtos de fun¢des sao somas e produtos, o diagrama evolui para:

e =Y o
f+hl if+th
=Y X

Como a propriedade natural envolve quaisquer f, g e h, vamos tipa-las independentemente, por exemplo: A . A,

B—2.B e C—"~ (. Tem-seentio:

A+C 2 _A+BxC

f+hi lfﬂ—gxh

A+0 <2 A+ B xC




Logo, o tipode « ¢ A+ C <—— A+ B x C . Terd assim que ser uma soma de fun¢des. Quais? Como nada

sabemos sobre A, ter-se-d necessariamente o = id + 3, para algum /3 de tipo C'<—— B x C'. Mas como nada
sabemos sobre B e C, terd necessariamente que ser 3 = mo. Logo

o = 1d + o

Questio 4 O conceito genérico de catamorfismo (|g|) gerado pelo gene g é captado pela propriedade universal
k=(g) = k-in=g-(Fk)
Mostre que:

(f-9) = f-(g-Ff) 2)

RESOLUCAO: Otermo f - (g - F f|) sugere o recurso a fusdo-cata:
(f-9)=r-(g-Ff)
== { fusfio-cata (atengio ao <=: vamos 2 procura de uma condigio suficiente para a fusdo se dar) }
f-(g-Ff)=(f-9)-Ff
= { composigio é associativa }

TRUE

Questao 5 Considere a fun¢do seguinte

rd []=0
d (c¢:1) = (digitTolnt ¢) « 101 (length 1) + rd [
que converte em ndmeros palavras que designam ntimeros, por exemplo, rd "1024" = 1024. Esta fungéo € in-

eficiente por causa da invocag@o de length no caso recursivo, que degrada a sua performance. Para resolver esse
problema, redefinem-se rd e length por forma a formarem um sistema de recursividade multipla,

rd = g - (F(rd,len)) - out
len =i - (F(rd,len)) - out

para Ff = id +id x f, onde

bl
k)) = (digitToInt ¢) * 101k + n

>
/\'\8

.

.
—
A\O

¢, k)) =1+k
Mostre que rdlen = (rd, len) é a fungdo

rdlen [] = (0,0)
rdlen (¢ : 1) = ((digitToInt ¢) * 101 k + n,1 + k) where (n, k) = rdlen [



em que a referida ineficiéncia ja ndo existe.

RESOLUCAO: O problema pede recurso a lei de recursividade miltipla. Em detalhe:

rd = g - (F(rd,len)) - out
len = 1 - (F(rd,len)) - out

{ isomorfismos: out = in°® }

{ rd -in = g - (F(rd, len))
len -in = i - (F(rd, len))

{ lei de recursividade mdltipla }
{ (rd,len) = ({g,4))

{ enunciado: rdlen = (rd,len) ;g =1[0,h];i=1[0,5] }
rdlen = ([0, h], [0, 41))

{ lei datroca }

rdlen = ([{0,0) , (h,5)])

{ propriedade universal-cata (listas) }

rdlen - in = [{0,0) , (h,7)] - (id + id x rdlen)

{ in = [nil , cons]; etc (completar identificando as leis a que se recorre) }

rdlen - nil = (0, 0)
rdlen - cons = (h,7) - (id X rdlen)

{ introdugdo de varidveis, etc (identificar leis a que se recorre) }

rdlen [] = (0,0)
rdlen (¢:1) = (h,j) (¢, rdlen 1)

{ faga-se rdlen | = (n, k), etc (identificar leis a que se recorre) }

rdlen [] = (0,0)
rdlen (c¢:1) = (h,j) (¢,(n,k)) where (n, k) = rdlen

{ enunciado: j (¢, (n,k)) = 1+ k, etc (identificar leis a que se recorre) }

rdlen [] = (0,0)
rdlen (¢:1) = (h (¢, (n,k)),1 + k) where (n, k) = rdlen |

{ enunciado: h (¢, (n,k)) = (digitToInt ¢)* 10Tk +n }

rdlen [] = (0,0)
rdlen (c¢: 1) = ((digitTolnt ¢) *« 10T k 4+ n,1 + k) where (n, k) = rdlen |

— = A N

Questao 6 Considere o hilomorfismo

f=1lghl,(p — i1 iz k)]

Represente f sob a forma de diagrama e mostre que f satisfaz a propriedade seguinte:

f=p—g9h-f -k 3)



RESOLUCAO: Para o hilomorfismo f satisfazer a propriedade temos antes de mais que encontrar os tipos mais gerais
que estao envolvidos nessa propriedade. Faca-se, para comecar:

A—loB . c—"~Bool,D—2>E, Flog, H LK
O termo h - f - k forca unificagdes que reduzem os tipos a

A—LoB c—"-Bool,D—>E, B, H—ts4
A defini¢@o toda conduz finalmente a

A—f>B,A*p>Bool,A;q>B,B hoB,A-Foa

Assim, o gene [g , h] tem tipo B<—— A+ B eogene p — i1,io - k tem tipo A——> A+ A . Num diagrama:

p—)il,ig-k‘

A A+ A

lf iidJrf
lg ,7]

B<—A+B
Falta ainda a identificacdo do tipo indutivo intermédio, que se obtém adicionando mais uma linha ao diagrama:

p—ri1,iz-k

A A+ A f=1[p—iniza-k]-([g,n])
lanam lid+anam anam catam
TA = A+TA

\Lcat(zm lid«kcatum
lg ,h]

B<—A+B
O tipo intermédio pode pois definir-se em Haskell da forma seguinte:
data T a = Stop a | Next (T a)
onde a escolha de Stop e Next ¢ livre. Finalmente, pelo diagrama:

catam - anam = [g , h] - (id + catam) - (id + anam) - (p — i1,i2 - k)

{ justificar }

catam - anam = [g , h - catam - anam) - (p — i1,io - k)

{ f = catam - anam }
f=lg,h-f]-(p —ir,iz- k)

{ justificar }
f=p—=lg:h-fl-ir,lg,h-f]-(iz- k)

{ justificar }
f=p—=9h-fFk




Parte 2 — Métodos A + B

Questao 7 Demonstre a propriedade

frg = f-ap-g )

Questao 8 Mostre que o anamorfismo de niimeros naturais

[ = [(id+ m2) - out) (5)
— em que out - [nil , cons] = id, para nil _ =[] e cons = (/S — é o catamorfismo de listas
fo= ([0, succ-ml) 6)

parasucc n = n + 1.

Questao 9 Considere o catamorfismo

unzp :: LTree (a, b) — (LTree a,LTree b)
unzp = ((in - (m1 + m X m1),in - (72 + T2 X M2))))

que divide uma arvore de pares num par de arvores. Mostre que a seguinte propriedade de cancelamento se verifica:

m-unzp = LTreem (7N

RESOLUCAO: Recorde-se que LTree m; = (| in - (71 + id)|), o que sugere o recurso a lei de fusdo-cata: 7 funde
com o catamorfismo unzp, originando o catamorfismo (| in - (71 + id)]).

H4 ainda outra maneira de resolver esta questéo: reparando que w1 + 71 X 1 se desdobra em (71 + id) - (id + 1)
e sabendo que o bifunctor de base de LTree é B (f,g) = f + g x g, tem-se w1 + 71 X w1 = B (71, id) - (F 1), isto é,

unzp = ((in- B (m1,id) - (Fmy),in - B (me,id) - (Fm2))))

sugerindo o recurso a lei de banana-split. (Completar quaisquer dos raciocinios.) O

Questao 10 Demonstre a lei identidade-e
uef = f = feu

valida em qualquer ménade.




RESOLUCAO: E imediato (completar as justificacdes):

ue f

= e
peTu- f

= o
id- f

=
pou-f

= U
w-Tf u

= S P
fou




