Calculo de Programas

2.° Ano de LCC+MiEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2020/21

Exame de Recurso — 22 de Junho de 2021
15h15-17h15 - Salas CP1-0.08 e Cantina

e Esta prova consta de 8 questdes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min.

e Recomenda-se que os alunos leiam a prova antes de decidirem por que ordem querem responder as
questoes que sdo colocadas.

PROVA PRESENCIAL INDIVIDUAL SEM CONSULTA (2h)

Questao 1 Verifique se a igualdade
[idXil,idX’ig]:<7T1'V,7T2+7T2> (El)

é verdadeira, para V = [id, id].

RESOLUCAO: Propoe-se:
(m1 -V, + m2)
= { V = [id, id); fusdo-+; soma de fungdes }

(fresmls [y - mo i - o)

{ leidatroca }

(1,1 - ma), (M1, Q2 - T2)]

{ defini¢do de produto de fungdes }

[id x i1 ,id X i2]

Questfio 2 Deduza o tipo mais geral da fun¢do o = (id + m1) - w2 e infira a respectiva propriedade grdtis (natural)
através de um diagrama.

RESOLUCAO: Vamos partir de

A id A |
B<"_Bx(C deondetiramos A+ B A4 Bx C eE=A+BxC
E<=-DxE

Logo o = (id + m) - 7o terd tipo:



A+B<*—Dx (A+Bx(C)
Feito um diagrama (TPC) em que se associem

faA
gaB
ha(C
kaD

ter-se-a:

(f+g)-a=a-(kx(f+gxh))

Questao 3 Considere o isomorfismo de ordem superior
unjoin
=
AB+C = AB x AC
\_/
join

onde

join (f,9)=1[f, 9]
unjoin k = (k -iy, k - ig)

Mostre que join - unjoin = id e que unjoin - join = d.

RESOLUCAO: Primeira igualdadeH

join - unjoin = id
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O
Segunda igualdade:

unjoin - join = id
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unjoin [f, g] = (f, 9)

ICompletar com as justificacdes.

(E2)
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—~

I
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Questdao 4 O facto de haver tantos niimeros pares como impares permite-nos pensar noutra forma de construir e
manipular nimeros naturais, nomeadamente usando — em vez da habitual dlgebra in = [zero, succ] — a alternativa
in® que se segue

in® :Ng 1+ (N0+N0)

in® = [zero, [par, impar]] where
parn=2n
imparn=2n+1
zero _ =0

cujo functor é F f = id + (f + f). Mostre que definir o catamorfismo
base2 = ([nil,[g 0, ¢ 1]]) where g b w = w H [b] (E3)
corresponde a definir a func¢do:

base2 0 =[]
base2 (2 n) = base2 n 4 [0]
base2 (2 n+ 1) = base2 n H [1]

RESOLUGAO: Tem-se

base2 = ([nil,[g 0, ¢ 1]])

= P }
base2 - [zero, [par,impar]] = [nil,[g 0, g 1]] - (id + (base2 + base2))
= T P }
base? - zero = nil
base2 - par = g 0 - base?2
base2 - impar = (¢ 1) - base2
= L }

base2 0 =[]
base2 (2 n) = base2 n + [0]
base2 (2 n+ 1) = base2 n + [1]

2Completar com as justificagdes.



Questdao 5 O nimero de movimentos que solucionam o “puzzle” das Torres de Hanoi, com n discos, € dado por
kn=2"—-1

Mostre (recorrendo a lei de recursividade mitua) que uma forma de calcular k é
k = my - for loop (0,1) where loop (k,e) = (k+ e,2x¢€)

sabendo que: (a) 2" = for (2x) 1 n; (b) k satisfaz as equagdes

E0=0
E(n+1)=2"+kn

(como facilmente se prova).

RESOLUCAO: Convertendo loop (k,e) = (k + e,2 * e) para loop = (add, (2%) - m2), seja g = for loop (0, 1) em:
g = for (add, (2x) - m) (0, 1)

= }
9= ([(0,1), (add, (2x) - m3)] )
= L }
g = ({[0,add], [1, (24) - ma]))
= {k=m g parah=ms-g}
(k) = ([0, add], [L, (2%) - 7a]))
= L }
{ k-in=[0,add - (id + (k, h))]
h-in=[1,(2%)-ms] - (id+ (k, h))
= S }
E0=0
{ kE(n+1)=kn+hn
h-in=11,(2%)] - (id+ h)
= L }
{k():()
E(n+1)=kn+hn
{ hn=2"
= P }
k0=0
{k(n+1):2’”+kn
= PP }
kn=2"—-1
O
Pointwise:
g0=1(0,1)

g(n+1)=(k+e,2xe)where (k,e)=gn

O

3Completar com as justificacdes.



Questao 6 Considere, definido em Haskell, o tipo
data RTree a = Ros a [RTree a)
das habitualmente designadas “rose trees”, que tem bifunctor de base B (X, Y) =X x Y*e
in = Ros
out (Ros a z) = (a,x)
Dada a definicéo da fun¢ao
mirror = ((in - (id x reverse)) (E4)
que “espelha® uma “rose tree”, mostre que
mirror - mirror = id (ES)

NB: ndo precisa de demonstrar a propriedade reverse - reverse = id, case precise dela.

RESOLUCAO: Tem-se|;|

marror - mirror = id
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id X map mirror = id X map mirror

Questiio 7 Mostre que o catamorfismo de listas length = ( [zero, succ - 73] ) é a mesma fungéo que o anamorfismo
de naturais [(id + m2) - outiist ).

4Completar com as justificacdes.



RESOLUCAO: Tem—se

length = (/[zero, succ - o] )
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Questio 8 E sabido que, sempre que um ciclo-while termina, pode ser definido pela fungio
while p f = tailr ((id+ f) - (—-p)?)

recorrendo ao combinador de “fail recursion” tailr f = [V, f], que é um hilomorfismo de base B (X, Y) =X+ 7Y,
para V = [id, id]. Complete a demonstragdo da lei de fusdo de taihﬂ

(tailr g) - f =tailr h < g-f=@d+f) h (E6)
que se segue:
(tailr g) - f = tailr h

Il
-~

g-f=(d+f)-h

RESOLUCAO: Tal como ja apareceu na ﬁchaEI
(tailr g) - f = tailr h

Il
—
—

O

SCompletar com as justificacdes.
SNB: Assume-se que (tailr g) - f termina.
7Completar com as justificacdes.






