Calculo de Programas

2.° Ano de LCC+MiEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2018/19

Exame de Recurso — 22 de Junho de 2019
09h00-11h00
Salas E2-1.01/1.03

e FEste teste consta de 8 questoes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min.

e Os alunos devem ler a prova antes de decidirem por que ordem responder as questdes colocadas.

e Quem desejar responder a questdo [/|no proprio enunciado deve preencher o niimero ao fundo da
respectiva pdgina antes de entregar.

PROVA SEM CONSULTA (2h)

Questao 1 O combinador

const :a—b—a
consta b=a

esta disponivel em Haskell para construir fungdes constantes, sendo habitual designarmos const & por k, qualquer que
seja k. Demonstre a igualdade

(b7 a’) = <Q, Q>

a partir de propriedades do célculo de programas que constam do formuldrio.

RESOLUCAO: Tem-se:

(b, a) = <Q Q>

{ universal-x }

2 (b:&):
= {fh=1k)
{ m (bya) =0
m (bya) =a
= {(m(ab)=aAm(ab)=b}
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Questao 2 Seja x| uma funcdo que se sabe satisfazer esta propriedade,

<<fvg>ah> :X|'<<f’h>’g> (ED)

para quaisquer f, g e h. Calcule a defini¢do de x| e, a partir dela, derive a sua propriedade gratis. Sugestao: resolva a
equacdo ({f,h), g) = id e use as solugdes para obter x| ¢ 0 seu tipo mais geral.

RESOLUCAO: Duas alternativas para a primeira parte:
e Seguindo a sugestdo, comecemos por reduzir ((f, h), g) a id:

<<f’ h>’g> =id

{ universal-x }

{ (f h) =m

g =m2

{ universal-x }
f=m m
h = T - 1
g = T2
Como xl - id = xl ter-se-a

Xl - <<7T1 ° ’/T1,7T2>77I‘2 ° 7T1> - <’/T1 X id,’/TQ . 7T1>

Daqui infere-se de imediato o tipo (A x C) x B D (Ax B)x C.

e Sem se seguir a sugestdo: ((f,h),g) tem tipo mais geral (A x B) x C' < D. Logo, ({f,g),h) terd o tipo
(A x C) x B+« D. Finalmente, (4 x C') x B D . (A x B) x C fecha o tridngulo.

Defini¢io: faga-se xI = (o, ), emque Ax C <>—(AxB)xC e B <L (AxB)x C .Para A, Be
C' o mais gerais possivel, « = m X id e f = g - w1, cOMo acima.

Propriedade grétis: o método habitual, baseado num diagrama, dara:

((f x h) xg)-xl=xl-((f xg)xh)

Questao 3 Sabendo que as igualdade
(p?+p?) - p? = (i1 +iz) - p? (E2)
se verifica, demonstre a seguinte propriedade combinador conhecido por condicional de McCarthy:

p—=>(p—a,bd),(p—>c,d) =p—=a,d (E3)
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RESOLUCAO: Tem-se:

p—=(p—a,bd),(p—c,d

{ definigdo de condicional (30), 3 vezes }
lla,b]-p?,[c,d] - p?) - p

{ absorgdo-+ (22) ; . }
lla,b],[c,d]] - (i +i2) - p?
= { cancelamento-+ (18) }

la,d] - p?
= { definigdo de condicional (30) }

p—a,d

Questao 4 A funcdo seguinte, escrita em Haskell

k:[A+ B] — [B]
k[]=1]

k(Left a:x2) =]
k(Rightb:z)=0b:kz

¢ uma espécie de take While: copia para a saida todos os elementos do tipo B até a ocorréncia do primeiro elemento
de tipo A, por exemplo: k [Right 3, Left * x’, Right 4] = [3].
Mostre que & € o seguinte catamorfismo de listas,

k = ([nil,in] - (id + distl))) (E4)

onde o isomorfismo (A x C)+ (B x C) <—— UL (A+ B) x C tem como inverso undistl = [iy X id, i3 X id]. Sug-
estao: parta da propriedade universal-cata e anote a propriedade grétis de distl, pois vai ser-lhe 1til no exercicio.

RESOLUCAO: Anotando a prorpiedade gratis de distl, conforme sugestdo:
((f x h) + (g x h)) - distl = distl - ((f 4+ g) x h)
De seguida:
£ = {([nil,in] - (id + distl))
{ universal-cata }
f-in=[nil,in] - (id + distl) - (id + id x f)

{ in = [nil, cons]; absorgdo-+; fusdo-+; functor-+ }

f - nil =nil
f - cons =in - distl - (id x f)

{ natural distl, para id + id = id }

f - nil = nil
frcons=in-(id x f +id x f) - distl

{ isomorfismo distl / undistl }
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f - nil = nil
{ f - cons - undistl = in - (id x f +id X f)

{ defini¢do de undistl; in = [nil, cons]; absor¢do-+; fusio-+ }

f - nil = nil
{ f - cons - (i1 x id) = nil

[ - cons - (i2 x id) = cons - (id x f)

{ introdugio de varidveis }

Questao 5 O Arquivo Distrital de Braga é um dos mais importantes do pais, tendo actualmente a sua guarda 611
fundos documentais com acesso on-line a partir de https://bit.1ly/2IVeoWwd. O HTML dessa pdgina foi
gerado em Haskell (5 segs) a partir do respectivo catidlogo, usando o hilomorfismo untar que se segue e que produz
uma floresta de expressdes, a partir da qual a fung@o pict do médulo Ex;ﬂ gera o HTML:

untar = a - (base id id untar) - ¢ where
a = sort - inExp”*
¢ = join - (id x collect) - sep - 0*
o = (mg + assocr) - distl - (out st X id)
base a by = (b+axy)"

Identifique, justificando, as fun¢des a, 3, v e w e os tipos X, Y, Z no seguinte diagrama do hilomorfismo untar:

B join oy

(A* x B) —2> X =L B* x (Ax (A* x B))" —> Y 2 (B+ A x (4* x B)")

untarl \La

(Exp B A)" (Exp B A)" Z

inExp*

RESOLUCAO: Ter-se-a (justificar):

(A* x B)* —= = (B + (A x (A* x B)))* —=2+ B* x (A x (A* x B))*
iz‘dxcollect
untar B* x (A x (A4* x B)")" 22" (B 4+ A x (A* x B)")"
iba,se id id untar
(Exp B A)" <————— (Exp B A)" Py (B+ A x (Exp B A)")"

!Que faz parte do material da disciplina (hnttps://bit.1ly/2FmSg6B).
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https://bit.ly/2IVeoWJ
https://bit.ly/2FmSg6B

Questdo 6 Considere a funcgdo depth = ([one, succ - umaz]|)) que calcula a profundidade de drvores de tipo LTree,
onde umaz (a,b) = maz a b.

Mostre, por absor¢éo-cata, que a profundidade de uma arvore ¢ néo € alterada quando aplica uma fungéo f a todas
as suas folhas:

depth - LTree f = depth (ES)

RESOLUCAO: Estamos em LTree, em que B (f, g) = f + g x g, logo B (f,id) = f + id. E quase imediato:
depth - LTree f = depth

{ depth = ([one, succ - maz]|) ; absor¢do-cata em LTree, para B (f,id) = f +id }
([one, succ - maz] - (f +id)|) = depth

{ absorgio-+ ; fungdo constante one }

([one, succ - maz]|) = depth

{ defini¢do dada para depth }

true

Questao 7 Considere a seguinte lei de recursividade mutua vélida para hilomorfismos que partilham o mesmo anamor-
fismo:

oo =(0m-fa) = {124 Ea (E6)

e Derive a lei de recursividade mitua do formulario a partir de (EE). (Sugestdo: procure a lei de reflexdo-ana do
formulario.)

e Apresente as justificagdes em falta no seguinte calculo da lei (EG):

(f,9) = (b, ) - (9]

Il
-

I
—~

Il
——

I
—
—

Ml
—~—
—
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RESOLUCAO: Ter-se-a:
e Alei de reflexdo-ana diz-nos que [out)] = id. Basta fazer ¢ = out em (E6) e simplificar.

e Justificacdes em falta no célculo da lei (EG): faga-se

(@, B) = ((h, F)) (E7)

o que, pela lei de Fokkinga, garante:

a-in=h-F{a,[)
{ﬂ-in:k-F<a,ﬂ> 8

Entao:

(fr9) = ((h K)) - (a)
= { ;fuséo->< }
(f,9) ={a-[q], 8- [(a))
{ Eq-x }
a-[q)
B-[aq)
{ ;isomorﬁsmoin/out }

f=h-F{a,p)-out-[q)]
g=k-F(a,pB)-out-[q)

{ cancelamento-ana x2 }

{

{

{f=h-F<a,ﬂ>-F[(Q)]
g =

{

{

“q
k-Fla,B)-Flal-q

functor F e fusdo-x, nas duas igualdades }

—~

f=h-Fla-[q),B-[a))q
g="k- B-La)) - ¢

F

{ ef (f,9) = (- [q),B[q)) acima }
F
F
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Questao 8 Pode mostrar-se que a seguinte variante do tipo “rose tree”
data Rose a = L a | R [Rose a]

que tem por base B (f, g) = f + ¢*, forma um ménade

X —“ > Rose X <X Rose (Rose X)
onde

uw=1L (E9)

p = ([id,in - is]) (E10)

Construa as fungdes in / out para este tipo e desenhe o diagrama dos seus catamorfismos. Com base nesse diagrama,
e Converta para Haskell com varidveis a componente y do referido ménade.

e Mostre que a lei monadica p - u = id se verifica.

RESOLUCAO: Tem-se

in=[L,R]

out- L =1y

out- R = 7:2
e, como

Fg=B(f,9)=id+yg"
o diagrama correspondente a k - in = ¢ - (id + k*) iff & = (|g|). Logo:
= (lid,in - is])

{ universal-cata (43) }

win = [id,in - i) - (id + p*)

{ in=[L,R],logoin-i> = R ;absor¢do-+ (22) }
po L, R] = lid, R - p”]
- { fusdo-+ (20); Eq-+ (27) }

w-L=1id
nwR=R-p*

{ introdugdo de varidveis }

{M(La)a
i (Rw) = R (" )
O

A clausula i - L = id acima € a lei i - u = id que se pede para provar. O

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Péagina 7 -




ANEXO — Catélogo de alguns tipos de dados estudados na disciplina.

1. Ndmeros naturais:

B FX=1+X o
T=N, {Ffzid+f in = [0, succ]

Haskell: I'nt inclui Nj.
2. Listas de elementos em A:

T=A"

{ FX=1+AxX . .
in = [nil, cons]

Ff=id+idxf

Haskell: [a].

3. Arvores com informagdo de tipo A nos nds:

FX=1+A4xX?

Ff—idtidx [ in = [Empty, Node)

T=BTree A {

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a)).
4. Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

T=LTree A

_ 2
{ FX=A+X in = [Leaf , Fork]

Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a).
5. Arvores com informagio nos nés e nas folhas:

T=FTree B A

_ 2
{FXB+AXX in = [Unit, Comp]

Ff=id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a)).

6. Arvores de expressao:

T=ExprV O in = [Var, Op]

FX=V+0xX*
Ff=id+idx f*

Haskell: data Ezpr v o = Var v | Op (o, [Expr v o])
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