Calculo de Programas

2.° Ano de MIiEI+LCC (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2016/17

Exame de Recurso — 30 de Junho de 2017
16h00-18h00
Cantina de Gualtar

Este teste consta de 8 questdes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 12 min.

PROVA SEM CONSULTA (1h30m)

Questao 1 A funcgao g € tal que a propriedade
(id x m3) - {id X m9,id X m) - g = id (ED)

se verifica. Determine o tipo mais geral de g sem calcular a sua defini¢do, e formule a respectiva propriedade gratis.

RESOLUCAO: O diagrama mais geral que tipa a propriedade dada é

Ax(CxB)=—2—(AxB)x C

(7?(1><7r2,id><771>l J/id

(AXxB)x (Ax (C)——=(Ax B)x C

1dX T2

(Detalhes omitidos — justifique). Pelo método habitual chega-se a propriedade natural

(f x(hxk))-g=g-((f xk)xh)

(Detalhes omitidos — justifique). O

Questao 2 Seja dado um predicado p e uma funcéo f tal que

p-f=p (E2)
se verifica. Mostre que

(p—id.f)-(p — frid) = f
se verifica sabendo-se que, entre outras leis que conhece, se tem:

p—=>(p—ad),(p—>c,d) = p—a,d (E3)
p—>a,a = a (E4)




RESOLUCAO:
= { 1% lei do condicional (31); natural-id (1) }
p = ((p—id,f)-f),(p —id,f)
= { 2*1ei do condicional (32); natural-id (1) }
= {pf=pE)}
= { lei (E3) acima }
p—=f.f
{ lei (E4) acima }

Questao 3 Considere a fungio

sumg|

]=0
sumg(h : t)

t) = {h + sumgt}g

que soma todos os niimeros de uma lista de naturais “tirando os noves”, onde a operagdo “noves fora” é definida por
{n}g = n‘mod‘9

e obedece a propriedade:
{a+{b}o}o ={a+b}e (E5)

Encare sumg como um catamorfismo de listas e que mostre, recorrendo as leis dos catamorfismos, que se pode
implementar essa mesma fun¢do fazendo apenas um célculo de resto de divisdo por 9,

sumg = {_}g - sum (E6)

onde sum = (|[zero, add]|) e zero, add sdo fun¢des que conhece.

RESOLUCAO: Como

sumg[] =0
sumg(h : 1) = {h + sumgt}g

= P }
sumg - in = [zero, {_}q - add] - (id + id x sumy)
= S }

sumg = (|[zero, {_}9 - add]))
vamos poder usar fusdo-cata:

sumg = {_}g - sum

Il
~
—



{-}o - ([zero, add]) = ([zero, {_}o - add])

{_}9 - [zero,add] = [zero,{_}g - add] - (id + id x {_}9)

Ml
—~~

Il
—
—

Il
—
—

{a+blo={a+{b}o}o
0

NB: justifique os calculos feitos acima. O

Questao 4 O combinador

flip:(a—b—>c)—>b—>a—c

fipfzy=fyz

troca a ordem dos argumentos de uma funcéo. E facil de ver que flip é um isomorfismo de exponenciais:

(CB)A o~ CA><B o~ CB><A o (CA)B
f — f — ]A”-swap — f-swap:flipf

Apresente justificacdes para os passos seguintes do cdlculo desse isomorfismo a partir da sua definicdo ao ponto
(pointwise):

fipfry=fyz

1l
—
—

1l
—
—

Il
—
—

Il
—_~

Il
—
—

flip f = F - swap

RESOLUCAO: Ter-se-a:

fipfry=fyz
{ap (flip f z,y) = ap (f y, ) (84); def-x (73) ; composi¢do (74) }



(ap - (flip f xid)) (z,y) = (ap - (f xid)) (y, )
{ swap (z,y) = (y, z); extensionalidade (73) }
ap- (flip f xid) = ap- (f x id) - swap
{ universal-exp (33) }
flip f = ap - (f x id) - swap

{ isomorfismo: =0 }

flip f = ap- (f x id) - swap

{ cancelamento-exp (34) }

flip f = F - swap

Questao 5 A seguinte fungdo

odds 0 =[]
odds (n+1)=(2n+1):o0ddsn

lista os n-primeiros impares por ordem decrescente. Mostre, recorrendo a lei de recursividade multipla, que odds € a
fungdo

odds = my - for body (1,[]) where body (i,2) = (i + 2,4 : z)

RESOLUCAO: Seja odd n = 2 n + 1. Ter-se-a:
odds - iny, = [nil, cons - {odd, odds)]
Por outro lado, odd 0 =1e odd (n+1)=2n+2+1 =2+ odd n, e assim:
odd - iny, = [one, (2+) - odd] = [one, (2+4) - 71 - (0dd, odds)]
Por recursividade multipla — lei (50) — ter-se 4 de imediato:
(odd, odds) = (([one, (2+) - 1], [nil,, cons])|)
Assim:
(odd, odds) = (|([one, (2+) - m1], [nil, cons])])

{ leidatroca; (a, b) = (a,b) tal como se provou nas aulas TP }
(odd, odds) = | [@, ((2+) - 71, cons)]))
= { ciclo for: for b i = ([i,b]) }

(odd, odds) = for ((2+) - 1, cons) (1,[])
- { pointwise body = ((24) - 71, cons) < body (i,z) =2+ 1,i:a }
(odd, odds) = for body (1,]])

Finalmente:
(odd, odds) = for body (1,]])
= { universal- x }

m - (for body (1,]]) = odds



Questao 6 Desenhe o diagrama do seguinte anamorfismo de listas

f:BTree A — A*

f = [(OL . OUtBTree)} (E7)
onde o = id + id X 71, e mostre que f se pode também escrever como um catamorfismo:
f=(inLise - o)) (E8)

Sugestao: a propriedade gratis de o pode ser-lhe ttil.

RESOLUGAO: Primeiro a propriedade gratisde av: A + B x (C' x D) — A+ B x C (fazer o diagrama):
(f+gxh)-a=a-(f+gx(hxj))
Serd, entdo (justificar os passos):

J = [(o - outpTree)]

Il
-

Il
—~

Il
—~

1l
—~
-

f . inBTree - inList Qe (7(1 +1d x (f X f))

Il
-

f=inLise - o))

Questao 7 Considere o algoritmo de insertion sort tal como vem dado na biblioteca List.hs:

iSort = (/[nil, insert]|) where
insert (z,[]) = [z]
insert (x,a:1)
|z <a=][z,a] H1
| otherwise = a : (insert (z,1))

A fung@o auxiliar insert : A x A* — A* pode se construida como um hilomorfismo insert = [g, k] onde

h (2, []) =i [2]

h(z,a:l)
|z <a=r11 ([z,a] H 1)
| otherwise = is (a, (z,1))



Identifique o gene g e complete as reticéncias do seguinte diagrama desse hilomorfismo, evidenciando o respectivo
functor de base:

Ax Ao
inserti LidJridxinsert

Justifique informalmente a sua resposta.

RESOLUCAO: Faca-se o raciocinio seguinte:
e Acldusula h (z,[]) =41 [#] implica que A tenha tipo A x A* — A* + X, paraum X a descobrir.
e Esse tipo é confirmado por h (z,a:1) | 2 < a =11 ([z,a] +H ).
e Olhando para cldusula otherwise, h devera ter tipo A X A* — Z + A x (A x A*), para um dado Z.

e Unificando os dois tipos, teremos
h:Ax A" — A"+ A x (Ax A").
e finalmente o diagrama
Ax A" —"A" 4 A x (A x AY).
insertl iidﬂ'dxinsert

A AT+ A X A

Olhando para os tipos e para a fungdo iSort dada, é imediato ¢ = [id, cons]. Olhando para o diagrama, infere-se o
functor F X = A*+ Ax X ,Ff=id+idx f. O

Questao 8 Recorde a fungao

discollect : (A x B*)" — (A x B)"
discollect [] =[]
discollect ((a,x) :y) = [(a,d) | b + z] H discollect y)

que foi assunto em fichas das aulas praticas desta disciplina. Sabendo que as listas formam um moénade, onde

u = concat = ([nil, conc])) (E9)

conc (z,y) =z +y (E10)
e recordando a lei de absor¢@o-cata (para listas), mostre que a definicao acima pode ser calculada a partir de
discollect = lstr e id (E11)

onde Istr (a,z) = [(a,b) | b + z].




RESOLUCAO: Ter-se-a (justificar os cdlculos):

discollect = Istr e id

Il
-

Il
—~

Il
—~—

Ml
-~

discollect - nil = nil
discollect - cons = conc - (Istr x discollect)

Il
—~

1l
-

discollect [] =[]
discollect ((a,x):y) =[(a,b) | b + x| + discollect y




ANEXO — Catélogo de tipos de dados estudados na disciplina.

1. Ndmeros naturais:

B FX=1+X o
T=N, {Ffzid+f in = [0, succ]

Haskell: I'nt inclui Ny.
2. Listas de elementos em A:

T=A*

{ FX=1+AxX . .
in = [nil, cons]

Ff=id+idxf

Haskell: [a].

3. Arvores com informagdo de tipo A nos nds:

FX=1+A4xX?

Ff—idtidx in = [Empty, Node)

T=BTree A {

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a)).
4. Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

T=LTree A

_ 2
{ FX=A4+X in = [Leaf , Fork]

Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a).
5. Arvores com informagio nos nés e nas folhas:

T=FTree B A

_ 2
{FXB+AXX in = [Unit, Comp]

Ff=id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a)).

(E12)

(E13)

(E14)

(E15)

(E16)



