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Este teste consta de 10 questoes que valem, cada uma, 2 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

PROVA SEM CONSULTA (2h30m)

Questiao 1 Qualquer programador de C sabe que, ao definir uma st ruct de apontadores (A 4+ 1) x (B + 1), acaba
por ter um tipo de dados que pode representar alternativamente o produto A x B (struct), o co-produto A + B
(union) ou nada (void) — tal como se mostra na sequéncia de composicdes de isomorfismos:

isog

(A+1)x (B+1) <" (A+ 1) x B)+ (A+1)x 1) <2 (AxB+1xB)+(Ax1+1x1)
T (id+bl)+(br+br)

AXxB+ ((B4+A)+1)———=AxB+ (B+(A+1))

isos coassocl

(AxB+B)+(A+1)

Apresente, em notacdo pointfree, as definicdes dos ismorfismos isos € isos que completam o diagrama, bem como as
das fungdes br e bl que participam no terceiro passo da transformagao.

RESOLUCAO:
bl = (!, id)
br = (id, ")
1502 = undistl + undistl
where undistl = [i1 X id , iz X id]

is0d = id + coassocr
where coassocr = [id + i1 , @9 - ]

Questao 2 Sabendo que uma dada fungdo rot satisfaz a propriedade

[f 9], h]-rot =[[h,f],g] (ED)
quaisquer que sejam f, g e h,

. . rot
e complete o diagrama genérico =

,9] ,h
[1f 9] ]i%fwl

que representa (E1) e



e formule a propriedade natural (i.é, grdtis) de rot.

RESOLUCAO: Sejam f: A — B,g: C — D, h:E — G ostipos das fun¢des do diagrama. De imediato se vé que
B = D = @G pois ‘eithers’ tém o mesmo tipo de saida e, assim:

[If.9],h]: ((A+C)+E— B
[(h.f].9]:(E+A)+C—B

No diagrama, ter-se-4 (A+ )+ E<"(E+A)+C
9]k
i ]i oy
B

de que sai a propriedade natural
((f +9)+h)-rot =rot- ((h+f)+g)
NB: € facil de ver que

* Main > let rot = coswap - (coassocr)
* Main > :t rot
rot:(a+b)+c—(b+c)+a

Questao 3 Demonstre a seguinte propriedade do combinador condicional de McCarthy

fx(p—gh) = p-m—fxg [fxh (E2)
sabendo que a igualdade

<f7(p_>Q7h)> = p_><f7Q>7<f7h> (E3)
se verifica.

RESOLUCAO: Propde-se (completar as justificagdes):

p-my—fxg,fxh



Questao 4 A nova linguagem da Apple — SWIFT — € inspirada no Haskell. Em particular, presta atencdo a um
isomorfismo célebre que conhece

curry
T

AxB—C o A— OB
\_’_/

uncurry

e que permite converter funcdes binarias (eg. f : A x B — C) em fungdes de ordem superior (eg. curry f: A — CP).
Mostre que a igualdade

fa=7f{aid) (E4)

se verifica, onde f abrevia curry f.

RESOLUCAO: Propde-se (justificar cada passo):

a
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Questao 5 Seja dado um tipo indutivo T com base B, isto é,
Tf=(in-B(f,id))

Defina-se agora o chamado combinador triangular de T, tri f, tal como se segue:
tri f = (in-B (id, T f))

Mostre que, para o caso das listas, se tem

tri f ] =]
tri f (h:t)="h:(mapf (tri f t))

com tipo tri :: (a — a) — [a] — [a], e calcule o resultado da expressdo
tri succ [1..5] (ES)

NB: recorda-se que B (f, g) = id + f x g em catamorfismos de listas.

RESOLUCAO: Para listas tem-se

Ff=B(id,f)=1did+id x f
in = [nil , cons]
Tf=mapf

Logo:
tri f = (in-B (id, T f))
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{ tri f [] =1l

tri f - cons = cons - (id x ((map f) - tri [))
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Célculo pedido:

tri succ [1..5]

1: (map succ (2 : map succ (¢ri succ [3..5])))



Questao 6 Se uma lista tiver pelo menos um elemento a, entdo para contar os seus elementos (length) basta contar os

da cauda, comegando a contagem em 1 e ndo 0. Sendo length = (|[zero , succ - ma]|) ter-se-4:
length - (a:) = (/[one , succ - m3]))

Demonstre (E6) sabendo que
length - (a:) = succ - length

se verifica. (NB: assuma zero _=0eone _=1.)

RESOLUCAO: Tem-se (a justificar):

length - (a:) = ([one , succ - 7))

Il
—

I1l
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succ - zero = one
(succ - succ - ) = succ - 7o - (id X succ)

I
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true
(succ - succ - ) = succ - succ - Ty

Il
—

(E6)

(E7)




Questao 7 O algoritmo de subtrac¢do nos nimeros naturais

mon
|m<n=0
| otherwise =1+ ((m —1) & n)

tem de ser truncado a 0 para evitar nimeros negativos, por exemplo 7 & 5 = 2 mas 5 & 7 = 0. E, contudo, de esperar
que a propriedade (n + m) © n = m permanega valida, isto &,

(en) - (n+) =id (E8)
Sabendo que (©n) se pode escrever como o anamorfismo de naturais

(&n) = [g n) where g n = (< n) — (i1 - ), (iz - pred) (E9)
onde pred n = n — 1 (para n > 0) apresente justificacdes para os passos da seguinte prova de (ES8):

(on) - (n+) =id
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(€n)-n—(iy-!),(ia-pred - n) =iy - !
((€ n) -succ — (i1 - 1),42) - (n+) =g - (n+)
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RESOLUCAO: Tem-se:
(on) - (n+) =id
= { def (©n) (E9) ; reflexdo-ana (47) }

(g n)] - (n+) = [out)



= { fuso-ana (48); (iny,)° = outn, }
(g.1) - (n+) - in = id + ()
{ in = [zero,succ] ; fusdo-+ 20);n+0=n;n+ (z+1)=1+(n+z) }

(gn)-[n,succ- (n+)] =id+ (n+)
{ fusdo-+ (20) ; def-+ (22) ; universal-+ (17) ou Eq-+ (27) }

{ (gn) n=1i
(g n)-succ- (n+) =iz - (n+)

{ def g n (E9): fusio-McCarthy (56);!- k=1(3); 1<—— 1 =id }

{ (€n)-n—(iy-!),(ig-pred - n) =iy - !
((€ n)-succ — (i1 - 1),42) - (n+) =i - (n+)

{ n<n=true;true — f,g=f }

i1 -1 =7dq !
{ (< n)-succ — (iy - 1),i2) - (n+) =iz - (n+)

{ fusdo-McCarthy ;succn =n+1;!- k= }

true
{ (£n)-(n+1)+) = (i1-),(i2 - (n+)) =iz - (n+)

{ (n+1) +2z < n=falseem No; false — f,g=f }

iz (nt) =12+ (n+)

{ toda a fungdo € igual a si prépria }

true

Questao 8 A funcio

mirror (Leaf a) = Leaf a
mirror (Fork (x,y)) = Fork (mirror y, mirror )

que “espelha” arvores bindrias do tipo

data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)
pode definir-se como o catamorfismo

mirror = (in - (id + swap)]) (E10)
Demonstre, por fusdo e absor¢ao cata, a propriedade natural de mirror:

LTree f - mirror = mirror - (LTree f) (E11)
onde, como sabe,

LTree f = (jin - (f + id)) (E12)




RESOLUCAO: Tem-se (a justificar):

LTree f - mirror = mirror - (LTree f)
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LTree f -in=in- (f +id) - (id + ((LTree f) x (LTree f))) - (id + swap) - (id 4 swap)
{ id + swap é isomorfismo e o seu préprio converso }

LTree f -in=in- (f +id) - (¢d+ ((LTree f) x (LTree f)))

Il
—~

Questao 9 O seguinte catamorfismo de nimeros naturais

f=([L 1), (succ- w1, mul)])

pode, pela lei da recursividade multipla, ser desdobrado em duas fun¢des mutuamente recursivas fi e fo,

fio=1
{ f20=1
fa(n4+1)=(fin)*(fan)

tais que f; = 71 - f e fo = w2 - f. Demonstre que assim é de facto e identifique o que faz a fungio fs.
NB: relembra-se que, neste exercicio, se tem F f = id + f e in = [0, succ].

RESOLUGAO: f1 =71 - f e fo =my - f equivalem a f = (f1, f2). Logo (justificar cada passo):

(f1: f2) = ([(L, 1) , (succ - my, mul)])
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{ f1-in=[1,succ-m]- (id+ (f1, f2))
forin=[1,mul]- (id + (f1, f2))

(E13)



Il
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{ f1-in=[1,succ- fi]
fo-in=[1,mul- (fi, f2)]

Il
—_~

fl (’I’L+1)Z_f1 ’I’L+1
f20=1
fo(n+1)=(f1n)x(fen)

a

Reparando que f; = (|[1 ,succ]|) = succ, f5 fica:

{f201
foln+1)=(n+1)x(fan)

que € a funcdo que calcula o factorial de um natural. O

Questio 10 Qualquer algoritmo & é um hilomorfismo da forma h = (Jg) - [(f)] satisfazendo a propriedade:
h=g-(Fh)-f (E14)
Considere o hilomorfismo de listas (F f = id + id x f)
sq = [sum, odds] (E15)
onde

sum = [0, add]

odds = (id + (impar,id)) - outy,
immpar n =2xn+1

outy, é o converso de iny, = [0 , succ].

Mostre que sq (E15) € a funcdo

sg0=0
s¢g(n+1)=2xn+1+sqn

que calcula o quadrado de um niimero natural.

RESOLUCAO: Tem-se (a justificar):

sq = [sum, odds]
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sq - iny, = [0,add - (id x sq)] - (id + (impar,id))
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s¢0=0
sq - succ = add - (impar, sq)

sqg0=0
sq (n+ 1) = add (impar n, sq n)

sqg0=0
sg(n+1)=2n+1)+sgn
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