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Esta prova consta de 10 questoes que valem, cada uma, 2 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

PROVA SEM CONSULTA (2h30m)

Questao 1 Considere a fungio
swap - (id X swap)

Identifique a sua propriedade natural através de um diagrama e faca a sua deducio analitica.

Questao 2 Sabendo que as igualdades
p—kk =k
(p? +p?)-p? = (i1 +i2) - p?

se verificam, demonstre uma das seguintes propriedades do mesmo combinador, a sua escolha:

(p=1.h),(p—g,9) = p—(f 9),(h1)
<f7(p_>gvh)> = p—><f,g>,<f,h>
p—>p—abp—c,d=p—a,d
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Questao 3 Considere os isomorfismos

f = coswap - (coswap + id)
g = coswap - (id + coswap)

Mostre que f e g sdo inversas uma da outra, isto é, que f - g = ide que g - f = id.

Questao 4 O combinador

fipi(a—=b—=c)>b—a—c

fipfry=fyx



troca a ordem dos argumentos de uma funcio. E facil de ver que flip é um isomorfismo de exponenciais:

(CB)A o CA><B o CB><A o (CA)B

~ ~

f — f —  f-swap ~— j?~swap:flipf

Apresente justificacdes para os passos seguintes do cdlculo desse isomorfismo a partir da sua definicdo ao ponto
(pointwise):

fipfzy=fyz
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flip f = f - swap

Questao 5 A fungdo

last p n = if n == 0 then 0 else if p n then n else last p (n — 1)

dd como resultado 0 ou o maior ndmero natural que satisfaz o predicado p, por exemplo last (<20) 35 = 19. E
possivel escrever last p da forma alternativa seguinte,

last p0 =10
last p (n +1) =k p (pair p n)

onde

kp (z,y) =if p x then z else y
pair p = (next, last p)

em recursividade multipla com a funcio

next 0 =1
next (n + 1) = succ (next n)

Mostre, por aplicagdo da lei de recursividade miiltipla, que pair p é o ciclo-for
pair p = for (loop p) (1,0)
onde

loop p (z,y) = (z + 1,if p z then z else y)



Questao 6 Seja dado um tipo indutivo T com base B, isto é,
T/f=(in-B(f,id))

Defina-se agora o chamado combinador trianglar de T, tri f, tal como se segue:
tri f = (in-B (id, T f))

Mostre que, para o caso das listas, se tem

tri f []=1]
tri f (h:t)="h:(mapf (tri f t))

para tri:: (a — a) — [a] — [a].

Questao 7 No artigo que apresentou na sua Turing Award Lecture, John Backus (1924-2007) identificou o seguinte
esquema de recursividade funcional, f = p — ¢, h- (i, f - j), a que chamou linear monadic scheme (Ims). Escrito em
Haskell, esse esquema corresponde ao combinador

Ims:: (a = Bool) = (a = b) = ((¢,b) = b) = (a—=¢c)—> (a—a) > a—Dd
Imspghij=p—g,h-(i,f-j) wheref=Imspghij

paramétrico no predicado p e nas fungdes g, h, i e j.

e Mostre que a fung@o factorial fac é uma instancia deste combinador, isto é, resolva a equagdo fac = Ilms p g h i j
emordemanp, g, h,iej.

e Mostre que Ims corresponde ao hilomorfismo
e represente-o sob a forma de um diagrama que exiba o seu tipo indutivo intermédio:

data Lms a ¢ = Stop a | Next (¢,Lms a ¢) deriving Show

Questao 8 Mostre que o anamorfismo g definido pelo diagrama

[NoJ - 1+ No x [No]
HT Tid-&—idxg
Ny NTEERES, 1+ Ng x Ny
é tal que a propriedade
mapf-g=g-f (6)

se verifica.




Questiao 9 O functor de tipo LTree forma um ménade cuja unidade « é o construtor Leaf e cuja multiplicagdo p é a
funcao

join :: LTree (LTree a) — LTree a
join = ([id , Fork]))

Recorra as leis de calculo de catamorfismos que conhece para mostrar que join satisfaz as duas leis (Multiplicacao e
Unidade no formulério) que definem um ménade.

Questio 10 Demonstre a lei associatividade-e /-
(feg)-h = [fel(g-h)

véalida em qualquer ménade.




