Resolucao do Exame de AUC
2023/2024

Nao ha qualquer garantia de que as resolucoes estejam totalmente corretas.

Em todo este teste:
e N denota a algebra (N, +,0) de tipo 2, 0;
e Mj3 denota o conjunto {0,a,b,c, 1} e Og denota o conjunto {0,a, b, c,d, 1};

o M3 = (Ms3;N,V) e Og = (Og; N, V') sao os reticulados dados respectivamente pelos dois diagramas
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Grupo I - Perguntas de V/F

seguintes.
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1. a) Existe um homomorfismo o : Og — M3 tal que ker(a) = V.

Resposta: A afirmacao é verdadeira. Por exemplo, o homomorfismo dado por a(z) = 0 para todo o
x € Og satisfaz ker(a) = Vo, , uma vez que todos os seus elementos tém a mesma imagem (e é facil verificar

que se trata de um homomorfismo).

b) S¢g°({a,c}) = Os.
Resposta: A afirmacio ¢ falsa. Tem-se Sg9¢({a,c}) = {0, a,c, 1} pois ndo é possivel obter os elementos

b e d calculando sucessivamente infimos e supremos com os elementos a e c.

c) Og & um reticulado distributivo.

Resposta: A afirmacao é falsa. De facto, um reticulado ¢ distributivo se e s6 se nao possuir nenhum
sub-reticulado isomorfo a M3 nem a N5. Ora, Og nao é distributivo, uma vez que o sub-reticulado associado

ao subuniverso {0, a, b, ¢, 1} é isomorfo a N5.

d) Existem reticulados ndo triviais R e Ro tais que R; X Rqo é isomorfo a Og.
Resposta: A afirmagdo ¢ falsa. Se Og fosse isomorfo a Ry X Rz, entdo |Og| = |R1| X |Rz|. Tratando-se
de reticulados nao triviais, como |Og| = 6, seria necessério ter-se |Ri| = 2 e |Ra| = 3 (ou vice-versa). Ora, os

anicos reticulados com 2 e 3 elementos sao cadeias:



pelo que o seu produto corresponde ao reticulado abaixo:

que nao ¢é isomorfo a Og.

e) No mondide N, visto como categoria, 0 ¢ epimorfismo.

Resposta: A afirmagao ¢é falsa. Nesta categoria, os morfismos sdo os ntimeros naturais (incluindo o 0) e
a composicao é dada pela multiplicagao. Sendo assim, um nimero n é um epimorfismo se m X n =k x n =

m = k. Portanto, 0 ndo é um monomorfismo, visto que 1 x 0 = 2 x 0 e, no entanto, 1 # 2.

f) Em Mg, O(a,a) = Apy,.
Resposta: A afirmagdo ¢ verdadeira, uma vez que a menor congruéncia contendo o par (a,a) é a

congruéncia trivial, Ayy,.

Grupo II - Justificar se é verdade em 2 linhas

Diga, justificando com apenas 2 linhas, se cada uma das seguintes afirmacées é verdadeira.

2. Se (P, <) é um reticulado, Q@ C P e <’ é a ordem induzida em @, entdo (@, <’) é um reticulado.
Resolugao: A afirmagao é falsa. Por exemplo, se P = M3 e Q = {0,a,b,c}, entdo (Q,<’) ndo é um

reticulado, uma vez que o conjunto {a, b} ndo tem supremo.

3. Existe um mergulho a: M3z — Og.

Resolugao: A afirmacao é falsa. Se a: M3 — Og fosse um mergulho, entao Og teria de ter um sub-

reticulado isomorfo a M3, o que nao acontece.

4. A algebra A tem um par de congruéncias-fator.

Resolugao: A afirmagao ¢ verdadeira, uma vez que (Ay,, Vy,) é um par de congruéncias fator em N

De facto, em qualquer algebra A = (A; F), tem-se que (A4, V4) é um par de congruéncias-fator.

5. Na categoria Set, existe um monomorfismo que é um epimorfismo.
Resolugao: A afirmacdo é verdadeira. De facto, em qualquer categoria, a identidade associada a
qualquer objeto é um monomorfismo e um epimorfismo. Entao, por exemplo, em Set tem-se que idy é um

monomorfismo e um epimorfismo.



Grupo III - Demonstracoes

Demonstre as seguintes afirmagoes.

6. Todo o reticulado finito é algébrico.

Resolugao: Seja R = (R; A, V) um reticulado finito. Para mostrar que R é um reticulado algébrico,

temos de verificar que:
1. R é um reticulado completo;
2. R & um reticulado compactamente gerado.

Comecemos por 1. Um reticulado diz-se completo se, dado S C R, existe A S e \/ S. Ora, como R é finito,
S também é, pelo que existem 1, ...z, tais que S = {z1,...,z,}. Consequentemente, A\ S = z1 AxaA---Axy,
e\/S=xz1VayV---Va,, uma vez que as operagoes A e V sdo associativas.

Relativamente a 2., temos de mostrar que, dado = € R, se tem = = \/ S para algum S C R constituido
por elementos compactos de R. Além disso, um elemento a € R é compacto se, sempre que existe \/ A e
a <\/ A, para algum A C R, entdo a < \/ B, para algum conjunto finito B C A. Ora, como R é finito, todos
os seus elementos sdo compactos. Por isso, basta mostrar que, dado = € R, existe S C R tal que z = \/ S.
Para tal, basta considerar S = {z}, uma vez que z = z V x.

Por 1. e 2. concluimos que um reticulado finito é completo e compactamente gerado, logo é algébrico.

7. Sejam A = (A;F) e B = (B;G) élgebras do mesmo tipo, S um subuniverso de B e h: A - B um
homomorfismo de A em B. O conjunto 2 (S) = {a € A | h(a) € S} é um subuniverso de A.

Resolugao: Para mostrar que h*(S) é um subuniverso de A, temos de mostrar que este conjunto é

fechado para as operagoes de A. Ou seja, que, dado f € O, e z1,...,2, € h(S5), se tem
fA(x1,...,z0) € KT(9).

Sejam entao f € Oy e x1,...,2, € h7(S). Por definicdo de h* (S), tem-se que h(zx1),...,h(z,) € S. Além

disso, como S é um subuniverso de B, decorre que
fB(h(z1),. .., h(z,)) € S.
Mais ainda, como h é um homomorfismo,

FE(A(@r), - h(an)) = h(fA (21, 0))

pelo que h(fA(z1,...,x,)) € S. Consequente, por definicdo de h* (S), decorre que fA(x1,...,2,) € h*(S),

como pretendiamos.

8. Se C é uma categoria onde todo o morfismo ¢é invertivel & esquerda, entao em C todo o morfismo é

invertivel a direita.

Resolugao: Seja C uma categoria em que todo o morfismo é invertivel & esquerda e seja f: A — B um
morfismo de C. Temos de mostrar que f é invertivel & direita, isto é, que existe um morfismo g: B — A tal
que fog =1idg. Ora, como [ é invertivel & esquerda, existe g: B — A tal que go f = id4. Por hipotese, g é

invertivel & esquerda, pelo que existe h: A — B tal que ho g = idg. Mas entao



(hog)of=idgof=f
ho(gof)=hoids = h.

Como, numa categoria, a composigdo é associativa, decorre que f = h. Portanto, f o g = idg e g é uma

inversa direita de f, como queriamos.



