Resolugao do 292 teste de AUC
2023/2024

Nao hé qualquer garantia de que as resolucoes estejam totalmente corretas.

Grupo I - Perguntas de V/F

1. a) Toda a congruéncia na algebra Og é nticleo de um homomorfismo com dominio igual a Og.

Resposta: A afirmacio é verdadeira. Dada uma congruéncia # numa algebra qualquer, ela é sempre

nicleo do homomorfismo natural mg: A — A/6 dado por a - [a]e.

b) A algebra Og x Og é diretamente indecomponivel.

Resposta: A afirmagdo é falsa. Isto é andlogo a perguntar: “O ntmero 4 x 4 é primo?” — Nao, néao
é primo porque é um produto de dois fatores e nenhum desses fatores é 1. Do mesmo modo, Og x Og é o

produto de duas algebras nao-triviais !, pelo que ndo é diretamente indecomponivel.

c) Se (0,60') é um par de congruéncias-fator de Ms, entdo 6 = Ay, ou 0 = Ayy,.
Resposta: A afirmacido é verdadeira. Como M3 possui 5 elementos e 5 é um nimero primo, a algebra
M3 é diretamente indecomponivel. Como tal, o tnico par de congruéncias-fator é (A, Var,). Logo, uma

das congruéncias ¢ ou ¢’ tem de coincidir com Ay, .

d) Toda a algebra diretamente indecomponivel é subdiretamente irredutivel.

Resposta: A afirmacao é falsa. Vimos nas aulas que uma cadeia com 3 elementos é diretamente

indecomponivel (pelo facto de 3 ser um namero primo) e, no entanto, ndo é subdiretamente irredutivel.

e) Existe um homomorfismo « : O — M3 tal que ker(a) = Ag,.
Resposta: A afirmagao é falsa. Se o nucleo de « fosse a congruéncia trivial, entao « seria uma aplicagao
injetiva. Isso é impossivel porque |[M3| =5 > 6 = |Ogl; ou seja, é impossivel existir uma aplicagdo injetiva se

o conjunto de chegada tiver menos elementos que o conjunto de partida.

f) Seja N o mondide (Ng, X, 1), onde X denota a multiplicagdo de nimeros naturais. Em N, visto como
uma categoria, 0 é um monomorfismo.

Resposta: A afirmagéo ¢ falsa. Nesta categoria, os morfismos sédo os nimeros naturais (incluindo o 0) e
a composicao é dada pela multiplicacao. Sendo assim, um ntimero 7 é um monomorfismo se n x m =n x k =

m = k. Portanto, 0 ndo é um monomorfismo, visto que 0 x 1 =0 X 2 e, no entanto, 1 # 2.

1Uma algebra diz-se trivial se o seu conjunto suporte tiver apenas um elemento.



Grupo II - Justificar se é verdade

Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira.

2. Seja 0 = ©(a,d) € Con (Og). A algebra Og/0 é trivial.

Resolugao: A algebra Og /6 é trivial se e s6 se = Vo, isto é, se e s6 se z 0y para todos os z,y € Og.
Temos entao de determinar ©(a, d).

Por defini¢do, O(a,d) é a menor congruéncia em O que contém {(a,d)}. Além disso, O(a,d) é uma
relagao de equivaléncia (é reflexiva, simétrica e transitiva) e satisfaz a propriedade de substituigdo: para

quaisquer x, y, z, w € Og, se z0y e z 0w, entdo:

(x N 2)0 (y N w)
(xV'2)0 (yV w)

Uma vez que 6 ¢é reflexiva, temos Ap, C 6. Como (a,d) € 0 e 6 & simétrica, também temos (d,a) € 6.

Atendendo a que (a,d), (¢, c¢) € 0 e 6 satisfaz a propriedade de substituigao,

anN ) (dNc)=00c

(a,d), (¢,c) € 0 =
(aV'e)§(dV'e)=10d

ou seja, (0,¢), (1,d) € 6. Consequentemente, por simetria, (¢, 0),(d, 1) € 6.

Novamente pela propriedade de substituicao,

(@A) (dN D)= a0
(@V'b) 0 (dV'b)=bo1

(a,d), (b,b) € 0 =

ou seja, (a,0), (b, 1) € . Consequentemente, por simetria, (0,a), (1,b) € 6. Logo, até ao momento, ja sabemos

que:
Nog U{(a,0),(0,a),(a,d), (d,a),(b,1),(1,b),(c,0),(0,¢),(d,1),(1,d)} C 6.
Por transitividade e simetria, decorre ainda que
(a,c), (¢,a), (a,1),(1,a), (b,d),(d,b),(d,0),(0,d) € 6.
Por transitividade uma vez mais,
(a,b), (b,a), (c,d),(d,c), (c,1),(1,¢), (b,¢c), (c,b) € 6.
Concluimos que 6 = Og x Og = Vo, pelo que a algebra Og/0 é trivial.
3. Seja R = (R; A, V) o reticulado dado pelo diagrama
1
/ \
b

a
\ /
0



Sejam 6 e ¢’ relagdes de equivaléncia em R dadas pelas partigoes {{a, 0}, {b,1}} e {{b,0},{a,1}}, respe-

tivamente. As relagdes 6 e ' formam um par de congruéncias-fator de R.

Resolugao: Em primeiro lugar, para as relagoes de equivaléncia 6 e 6’ formarem um par de congruéncias-

fator, elas tém de ser congruéncias. E de facto sao, pois é verificada a propriedade de substituicao:
e af0,b01e(anbd)d(0AL);
e af0,b01e(aVvb)d(0V1);
e b0'0, a0 1e(bNa)bd (0AT);
e 00'0,a0 1e(bVa)d (0V1).

Adicionalmente, as congruéncias 6 e 6’ formam um par de congruéncias-fator de R se:

1. 6Né¢ = Ag;
2. 0V = Vg;
3. 0060 =0 00.

Como se tem
e 0 =AprU {(au 0)7 (07 CL), (b7 1)7 (17 b)}?
o ' =ARrU{(b,0),(0,b),(a,1),(1,a)}.

a propriedade 1. decorre imediatamente. Para provar a propriedade 2., note-se que

guUb = ApU {(a70)7 (0,0,), (bv 1>7 (17 b)> (b’ O)’ (07 b)’ (CL, 1)’ (1’ a)}’

Como QU@ C 6V ¢, por transitividade decorre que (a,b), (b,a) € 8V ', logo 8V 6§ = Vg.
Por um motivo analogo, como AU CHo & e QU C 6 06, o ponto 3. também se verifica.

Logo, 6 e #' sao de facto congruéncias-fator em R.

4. Existe mergulho subdireto de Og em 2 x 3, onde 2 e 3 sdo as cadeias com 2 e 3 elementos, respetiva-
mente.

Resolugao: Como |Og| = 6 = |2 x 3| e um mergulho subdireto ¢ um monomorfismo, se existir um
mergulho subdireto de Og em 2 x 3 ele tera de ser sobrejetivo, logo um isomorfismo. No entanto, Og e 2 x 3
nao sao reticulados isomorfos. De facto, em Og ha exatamente duas cadeias de comprimento 4, ao passo que

em 2 X 3 hé trés cadeias de comprimento 4.

5. Seja C a categoria definida pelos diagramas seguintes:

N

c

Todos os morfismos de C sao epimorfismos.



Resolugao: O morfismo f é um epimorfismo se, para quaisquer morfismos a,b € Mor(C), ao f =bo f
implicar @ = b. Ora, existe um tnico morfismo que pode ser composto a esquerda com f, a saber idg. Logo,
f é um epimorfismo. O mesmo raciocinio pode ser aplicado a g. No caso de h, ha dois morfismos que podem
ser compostos & esquerda com h, a saber idg e g. Contudo, idgc o h # go h. Logo, a condicdo aoh =bo h

implica necessariamente a = b. Por isso, é verdade que todos os morfismos de C sdo epimorfismos.

Grupo III - Demonstracoes

Demonstre as seguintes afirmagoes.

6. Sejam R = (R,A,V) um reticulado e # uma congruéncia em R. Para cada x € R, a classe de
equivaléncia [z]p € uma sub-algebra de R.

Resolugao: Em primeiro lugar, dado = € R, é evidente que [z]p C R. Basta entdo mostrar que, dados
Y,z € [z]p, se tem y Az € [x]g e y V z € [x]p. Sejam entdo y,z € R tais que yfx e z0x. Como 0 é uma
congruéncia, a propriedade de substitui¢do garante que (y A z) 6 (x A z). Decorre assim que (y A z) 0 z e,

portanto, y A z € [x]g. A justificagido para a operagdo V é analoga.

7. Seja A uma algebra. A 4 é produto sub-directo de A x A.
Resolugao: Em primeiro lugar, note-se que Ay = {(a,a) | a € A} C A x A. Por definigdo, A4 é um
produto sub-direto de A x A se:

1. A4 é uma sub-algebra de A x A;
2. pl(AA) = A;
3. pQ(AA) = A.

Suponhamos que A = (A; F') é uma algebra de tipo (O, 7). Para provar 1., basta verificar que A4 é um
sub-universo de A x A. Para esse efeito, tomemos f € O, e (x1,21), ..., (Tn, T,) € Aa. Entao, por definigao

de algebra produto,

fl(z1,21)y ooy (@ny ) = (f(21, -y 2n), f@1,.. ., 20)) € Ag.

Por conseguinte, A 4 é um sub-universo de A x A e, como tal, quando equipado com as operagoes de A x A,
torna-se uma sub-algebra.

Resta apenas justificar 2., uma vez que a justificagao de 3. é igual. Como Ay = {(a,a) |a € A} C Ax A,
decorre que p1(Ay) = {a | a € A}. Portanto, p1(Ax) = A (e analogamente para ps), o que conclui a

demonstragao.

8. Sejam C uma categoria e f : A — B, g : B — C morfismos em C. Se go f é invertivel a esquerda,
entao f é invertivel & esquerda.

Resolugao: Se go f: A — C é invertivel & esquerda, entao existe um morfismo k: C' — A tal que
ko(go f) =ida. Como, numa categoria, a composigao é associativa, decorre que (ko g) o f = ids. Logo,

kog: B — A é uma inversa esquerda de f. Portanto, f é invertivel & esquerda.



