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1.

(a) Sejam C uma categoria e f: A — B um morfismo de C. Mostre que se f é um morfismo invertivel
a direita, entd3o f é um epimorfismo.

Suponhamos que f é invertivel a direita. Ent3o f tem um inverso direito, isto é, existe g : B — A tal
que fog =idg. Pretndemos mostrar que f é um epimorfismo, ou seja, pretende-se provar que, para
quaisquer C-morfismos i,j : B — C,

iof=jof=1i=1j.
De facto, da hipdtese segue que para quaisquer C-morfismos 7,5 : B — C

iof=jof = (iof)og=(jof)og
= do(fog)=jo(fog) (porassociatividade)
= toidg =joidp (g é inverso direito de f)
= =]

Logo, f é canceldvel a direita, ou seja, f é um epimorfismo.
(b) D& exemplo de uma categoria na qual nem todo o epimorfismo é invertivel a direita.

Na categoria 2

ida ; idp
C o

o morfismo f é um epimorfismo, pois, para quaisquer X € Obj(C) e i,j € homc(B, X)

iof=jof=i=1idg=j

(note-se que idp é o tnico morfismo com dominio B). O morfismo f n3o é invertivel a direita, uma
vez que n3o existe qualquer morfismo g : B — A tal que f o g = idp; de facto, n3o existe qualquer
morfismo de B em A.

2. Sejam C uma categoria e T, T objetos de C. Mostre que se 177 e T, sdo objetos terminais, entdo 77 e

T5 sdo isomorfos.

Sejam T} e T5 objetos terminais de C. Uma vez que T é um objeto terminal, existe um e um sé morfismo
f:Ty — T5. Como Ty é um objeto terminal, existe um e um sé morfismo g : To — T1. Logo gof : Ty — T}
e fog: Ty — Ty sdo morfismos de C. Uma vez que 77 é um objeto de C e C é uma categoria, idp, : Th — T3
é um morfismo de C. Ent3o, atendendo a que os morfismos idy, e g o f sdo elementos de hom(T},T})
e |hom(7T1,T1)| = 1 (pois Ty é um objeto terminal), conclui-se que g o f = idr,. De modo andlogo,
conclui-se que f o g = idp,. Logo f é invertivel a direita e a esquerda e, portanto, f é um isomorfismo.
Por conseguinte, T7 e T sdo objetos isomorfos.

Sejam A, B, P objetos de uma categoria C tais que homg(A,B) #(0 eps: P — Aepp: P — B sdo
morfismos de C. Mostre que se (P, (pa,pr)) é um produto de A e B, entdo p4 € invertivel a direita.

Admitamos que (P;(pa,pp)) é um produto de A e B. Entdo

(i) pa: P — Aepp: P — B sio C-morfismos;
(ii) para cada objeto X de C e para quaisquer C-morfismos f4 : X — A e fp: X — B, existe um e um
s6 C-morfismo u: X — P talquepaou= faepgpou= fp.

Pretende-se mostrar que p4 é invertivel a direita, isto é, pretende-se provar que existe um C-morfismo
g:A— Ptalquepsog=ida.



6.

Uma vez que hom(A4, B) # (), existe um C-morfismo h : A — B. Atendendo a que C é uma categoria e
A é um objeto de C, idy : A — A é um morfismo de C. Assim, tem-se o seguinte diagrama em C

ida h

4 pa P PB B

Ent3o, por (ii), existe um e um sé C-morfismo v : A — P tal que py ou =id4 e pg ou = h. Dado que
existe o morfismo u : A — P tal que pa ou = id 4, conclui-se que p4 é invertivel a dieita.

. Sejam A e B conjuntos, f: A— Beg: A— Bfungdes, I ={a € A: f(a) =g(a)} ei: I — Aafungio

definida por i(x) = z, para todo = € I. Mostre que, na categoria Set, (I,%) é um igualizador de f e g.
O par (I,i) é um igualizador de f e g se:

(1) ¢ é um Set-morfismo de I em A tal que foi=goj;

(2) para cada X € Obj(C) e para qualquer morfismo j : X — A tal que foj = goj, existe um, e um
s6, morfismo, u : X — [ tal que iou = j.

Mostremos as confi¢des (1) e (2).

(1) A colegdo de morfismos de Set ¢ a classe de todas as fun¢des entre conjuntos. Ent3o, uma vez que i
é uma funcdo de I em A, i é um Set-morfismo de [ em A, pois. Considerando a definicdo do conjunto
I, a provade foi=goiéimediata, pois foi e goi sdo funcbes com o mesmo dominio e conjunto de
chegada e, para qualquer x € I, tem-se

(foi)(@) = f(i(x)) = f(z) = g(z) = g(i(z)) = (g © ) (x).

(2) Note-se que se X é um objeto de C e j: X — A é um C-morfismo tal que f o j = goj, entdo, para
todo x € X, tem-se f(j(z)) = g(j(x)), pelo que j(x) € I. Assim, pode-se definir a fun¢do

u: X — 1
r = j(2)

A respeito desta funcdo, é simples verificar que i o u = j, pois tratam-se de fungdes com o mesmo dominio
e conjunto de chegada e, para todo = € X, (i0j)(z) = i(j(z)) = j(x). Além disso, a fungdo u é a (nica
funcdo u’ : X — I que satisfaz i o v’ = j; de facto, se admitirmos que existe uma outra funcio v : X — I
tal que i o v = j, tem-se (i o v)(z) = j(x), para todo 2 € X, donde v(z) = j(x) = u(x) e, portanto, as
funcdes u e v sdo a mesma.

Sejam C uma categoria e f : A — B um morfismo em C. Mostre que se f é um epimorfismo, entdo
(B, (idp,idp)) é uma soma amalgamada de (f, f).

Admitamos que f : A — B é epimorfismo. Pretende-se mostrar que (B, (idp,idp)) é uma soma amalga-
mada de (f, f), ou seja, pretende-se provar que:

(1) idpo f=idpo f;
(2) para qualquer X € Obj(C) e para quaisquer C-morfismos ¢,j : B — X taisque io f = jo f, existe
um, e um sé morfismo, u: B — X tal que uoidg =i ewuoidg =j.

Claramente tem-se (1), pelo que resta provar (2). Considerando X € Obj(C) e 4,5 : B — X morfismos
de C tais que io f = jo f, segue que i = j, uma vez que f é canceldvel a direita. Entdo, considerando
u: B — X tal que u =i, tem-se

uwoidg =ioidg =1=]j.
Além disso, se v : B — X é um C-morfismo tal que voidgp =i evoidg = j, tem-se v =1 = j e,
portanto, u = v. Logo tem-se (2).

(a) Seja F' = (Fop, From) o funtor de Set em Set, onde Fpy, : Obj(Set) — Obj(Set) é a fungdo que
a cada objeto X de Set associa o conjunto Fop(X) = {1,2} e Fhom : Mor(Set) — Mor(Set) é a
fungdo que a cada Set-morfismo f : X — Y associa o morfismo Fj,om (f) = id{1,9}-

Diga, justificando, se:

i. o funtor I é fiel e se é pleno.

Sejam C e D categorias. Um funtor F': C — D diz-se:



- um funtor ideal se, para quaisquer X,Y € Obj(C) e para quaisquer f,g: X — Y,

F(f)=F(g)=f=g

- um funtor pleno se, para quaisquer X,Y € Obj(C) e g: F(X) — F(Y) € Mor(D), existe
um C-morfismo f: X — Y tal que F(f) =g.

Uma vez que as fungbes seguintes

A1y = {2,3} g: {1} — {2,3}

1 = 2 1 — 3

sao Set-morfismos tais que f # g e F(f) = id{1 93 = F'(g), concluimos que o funtor I definido
no enunciado nao é um funtor fiel.

Considerando que a fun¢ao
9:F{3}) — F({3})
1 = 2
2 = 2
é um Set-morfismo (F'({3}) = {1,2}) e ndo existe qualquer Set-morfismo f : {3} — {3} tal que
F(f) =g, pois g # idy 2y, concluimos que o funtor ndo é pleno.

. o funtor F reflete morfismos invertiveis a esquerda.

O funtor F' reflete morfismos invertiveis a esquerda se, para qualquer Set-morfismo f: X — Y,
F(f) é invertivel a esquerda = f é invertivel a esquerda.

Na categoria Set, os morfismos invertiveis a esquerda sdo as fun¢des injetivas com dominio n3o
vazio. Entdo o Set-morfismo

f:{2,3} — {4}
2 = 4
3 — 4

ndo é invertivel a esquerda (pois ndo é uma fungdo injetiva) e F(f) = idg 2y €é invertivel a
esquerda (pois é uma fungdo injetiva com dominio n3o vazio). Logo o funtor F' nio reflete
morfismos invertiveis a esquerda.

(b) Sejam C e D categorias e F' um funtor de C em D. Mostre que se F' é um funtor fiel e pleno, entdo
F reflete morfismos invertiveis a esquerda.

Mostremos que se I é fiel e pleno, entdo F reflete morfismos invertiveis a esquerda. Seja
f A — B um C-morfismo tal que F(f) : F(A) — F(B) é invertivel a esquerda. Entdo existe
um D-morfismo ¢’ : F'(B) — F(A) tal que g’ o F'(f) = idp(a). Uma vez que F é pleno, existe
um C-morfismo g : B — A, tal que F(g) = ¢'. Por conseguinte, F'(g) o F(f) = idp(a), donde
F(go f)= F(ida). Entdo, atendendo a que F é fiel, vem que go f =id4 e, portanto, f é invertivel
a esquerda. Logo F' reflete morfismos invertiveis a esquerda.

Cotacdes:

(2,54 1,5);2.(2,5); 3.(3,0) 3.3, 5); 4.(3,0);5.(1,5 + 1,0 + 1,5).



