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1. Sejam A uma 3algebra e § € ConA. Considere a aplicagdo o : A — A/ definida por a(a) = [alg, para
todo a € A.

(a) Mostre que o é um epimorfismo de A em A4/6.

A aplicagdo « é um epimorfismo se:

(i) € um homomorfismo de Aem A/, i.e., se, para qualquer simbolo de opera¢do n-ario f, n € Ny,
e para qualquer (ai,...,a,) € A",

alfA(ar, ... an)) = fM%alay), ... alan)):

(i) « é sobrejetiva.

As condiges (i) e (ii) sdo simples de verificar. De facto,

(i) Para qualquer simbolo de opera¢do n-drio f, n € Ny, e para qualquer (aq,...,a,) € A™,
a(fAlay,...,an)) = [fMa1,...,a0)]
= fA%ailp,-- ., [anlo)

= fAY%a(ar),...,a(an)).
(i) A aplicagdo « é sobrejetiva, pois, para qualquer [a]yp € A/0, existe a € A tal que a(a) = [a]p.
(b) Mostre que ker o = 6. Justifique que  é um monomorfismo se e s6 se § = A 4.

Tem-se
ker o = {(a,b) | a(a) = a(b)}.

Logo, para quaisquer a,b € A,
(a,b) € kerav & afa) = a(b) < [a]g = [blo < (a,b) € 0.
Portanto, kera = 6.

Admitamos que o é um monomorfismo. Entdo o é um homomorfismo e é uma aplicagao injetiva.
Mostremos que § = A 4. Uma vez que 6 é uma relacdo de equivaléncia, a relacdo 0 é reflexiva e,
portanto, temos A4 C 6. Além disso, para quaisquer a,b € A,

(a,b) €0 = (a,b) € kera

= a(a) = a(d)
= a=5b (v é injetiva)
= (a,b) [SYAYY

Logo 6 = A 4.
Reciprocamente, admitamos que # = A 4. Entdo, para quaisquer a,b € A,
ala) = a(b) = (a,b) € kera = (a,b) € 0 = (a,b) € Ay = a=0b.
Portanto « é injetiva. Uma vez que a é um homomorfismo e é injetiva, entdo o € um monomorfismo.

2. (a) Seja A uma élgebra cujo reticulado de congruéncias pode ser representado pelo digrama de Hasse

VAW
e tal que 61 004 = 04 0 6.



i. Justifique que a algebra A n3o é diretamente indecomponivel e indique algebras B e C n3o triviais
tais que A= B x C.

Uma dlgebra A é diretamente indecomponivel se e sé se /A4 e V4 sdo as Unicas congruéncias
fator de A.

Uma congruéncia # € ConA diz-se uma congruéncia fator de A se existe / € ConA tal que
O0NG =NANa, 0V0 =Va, 000 =0 00.

Do reticulado Con.A conclui-se que 61 N0y =601 A0y = Ay, 01 VO, =V 4. Além disso, sabe-se
que 01 06, = 04 00;. Logo 6, e 04 sdo congruéncias fator. Uma vez que 01,04 & {La,Va},
entdo A4 e V4 n3o sdo as Unicas congruéncias fator de A e, portanto, A n3o é diretamente
indecomponivel.

Uma vez que (61, 04) é um par de congruéncias fator, temos A =2 A /60, x A/6,. As dlgebras A/0; e
A/04 n3o s3o triviais, uma vez que A n3o é trivial (pois ConA # {A4}) e 01,01 € ConA\{V4}.
ii. Diga, justificando, se os reticulados Con(A/6;) e Con(A/03) sdo isomorfos.

Pelo Teorema da Correspondéncia sabe-se que Con(A/01) = [61,V 4] e Con(A/03) = [03,V 4.
Os reticulados Ry = [01,V 4] e R3 = [f3, V4] podem ser representados, respetivamente, pelos
diagramas de Hasse seguintes

Va
\Y%
A "
R1 I R3
01 03

Considerando que {01,V 4} e {03,604,V 4} s3o conjuntos finitos com um ndmero distinto de ele-
mentos, ndo é possivel definir uma aplicac3o bijetiva entre estes conjuntos. Logo ndo é possivel de-
finir um isomorfismo entre os reticulados [01, V 4] e [f3, V 4]. Portanto, os reticulados Con(.A/61)
e Con(A/03) ndo sdo isomorfos.

(b) D& um exemplo de, ou justifique que n3o existe um exemplo de:
i. Uma dlgebra subdiretamente irredutivel que n3o seja diretamente indecomponivel.

Toda a dlgebra subdiretamente irredutivel é diretamente indecomponivel. Logo n3o existe qualquer
algebra nas condicdes indicadas.

ii. Uma dlgebra diretamente indecomponivel que n3o seja subdiretamente irredutivel.

A cadeia com trés elementos 3 é diretamente indeomponivel, pois 3 é um nimero primo e toda
a algebra com um ndmero primo de elementos é diretamente indcomponivel. Esta algebra ndo
é subdiretamente irredutivel, pois o monomorfismo o de 3 em 2 x 2 definido da forma a seguir

indicada
o
ce —— a (1,1)
o
by —— (1,0)
o
ae ———— Vv (0,0)
3 2x 2

¢ um mergulho subdireto, pois a sua imagem é um produto subdireto de (A;)ic(1,2;, onde
A1 = Ay = 2, mas nem p; o & nem ps o & € um monomorfismo.

3. Considere os operadores de classes de dlgebras H e S. Mostre que:
(a) HS é um operador de fecho.

Mostremos que HS é um operador de fecho. Pretendemos mostrar que, para quaisquer classes de
algebras K; e Ko:

(1) Ki € HS(K));

(2) (HS)*(K1) € HS(Ky);

(3) Ki CKy= HS(K;) C HS(K»).

As condiges (1), (2) e (3) seguem facilmente das propriedades dos operadores H e S.

(1) Para qualquer operador O € {S, H} e para qualquer classe de algebras K’, tem-se K’ C O(K’).
Logo, para qualquer classe de dlgebras K, tem-se K; C S(K;) e S(K;) € HS(K;). Assim,
K; € HS(K,).



(2) Para qualquer classe de algebras K, tem-se

(9) i
HSHS(K,) C HHSS(K,) Y HS(K,).

(i) SH < HS; (i) H?=H; $*>=S.
(3) Para qualquer operador O € {S, H} e para quaisquer classes de dlgebras K e K’,
K CK = O(K) C O(K').

Assim, para quaisquer classes de algebras K; e Ko,

KiCKy, = S(K;j)CS(Ks)

= HS(K;) C HS(K»).
De (1), (2) e (3), conclui-se que HS é um operador de fecho.
(b) HSH =HS.

Pretendemos mostrar que HSH = HS, ou seja, pretendemos provar que, para qualquer classe de
algebras K, HSH(K) = HS(K).

Ora, para qualquer classe de élgebras K, temos

() ii
HSH(K) C HHS(K) ¥ HS(K).

(i) SH < HS; (i) H>=H.

A inclusdo contrdria também é vdlida. De facto, para qualquer classe de algebras K, tem-se
K C H(K), donde resulta S(K) C SH(K) e, por conseguinte, HS(K) C HSH (K).

Logo HS = HSH.

4. Sejam C e D as categorias definidas pelos diagramas seguintes

C h\ ida A—f>,§’)1d3 D idy O —e ) idy
)

onde h #idyp e h=go f.
(a) Justifique que go fog=gehoh=nh.

Uma vez que f € homg(A4, B), g € home (B, A) e C é uma categoria, tem-se f o g € homg(B, B).
Considerando que g € homg(B,A), fog € homc(B,B) e C é uma categoria, segue que
go fog € homg(B,A). Entdo, como g é o dnico C-morfismo de B em A, concluimos go fog =g.

Atendendo a que h=go f, go fog = g e a operagdo o é associativa, temos

hoh=(gof)o(gof)=(g9ofog)of=gof=h.

(b) Defina a categoria C x D por meio de um diagrama.

A categoria C x D é a categoria definida pelo diagrama

(idA,h')
(haZdX) GAvX) (A7YD (haZdY)
(h,h")

(f:n")

(g-idx) (g5idy)

(9,1)

Além dos morfismos indicados no diagrama, sdo também morfismos de C os seguintes:
(Z.dAvidX) : (AaX) — (AvX)a (ZdAvldY) : (AaY) — (AaY)a
(idp,idx) : (B, X) — (B, X), (idg,idy): (B,Y) — (B,Y).

Cotagdes: 1.(2,5+2,5);2.(2,5+ 1,75+ 1,25+ 1,25);3.(2,5+2,0);4.(1, 75+ 2,0).



