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1. (a)

Sejam A = (4; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo. Mostre que se S; é um subuniverso de A e
S5 € um subuniverso de B, entdo S; x So é um subuniverso da algebra A x B.

Seja S; um subuniverso de A. Entdo
(I) Sl g A;
(i) para qualquer simbolo de operagdo n-drio f, n € Ny, e para quaisquer z1, ...z, € S1, f*(x1,...2,) € S1.

Seja Sy um subuniverso de B. Entdo
(iii) S, C B;
(iv) para qualquer simbolo de operagdo n-ario f, n € Ny, e para quaisquer yi, ...y, € S2, f5(y1,...yn) € Sa.

Pretende-se mostrar que S; x S5 é um subuniverso de A x B. De facto:

(v) por (i) e (jii), tem-se S; x So C A x B;

(vi) para qualquer simbolo de opera¢do n-drio f, n € Ny, e para quaisquer (21,41),- .., (Zn,Yn) € S1 X So,
FAB((z1,y1)s - (Tnyyn)) € S1 x So. Com efeito, como (z1,y1),-- -, (Tn,yn) € S1 X Sz, tem-se
Ti,..., 2y €S1€Y1,...yn € Sa. Logo, por (ii) e (iv), tem-se fA(z1,...,2,) € S1 e fB(y1,...,yn) € Sa.
Assim,

fAXB((xlayl)a B (zn,yn)) = (fA(xlv e .,:L'n),fB(yl, cee ayn)) € 51 X Sa.

De (v) e (vi) conclui-se que S; X S é um subuniverso de A x B.

Sejam A = ({a,b,c}; ) e B= ({0,1}; fB) as élgebras de tipo (1) tais que f* e fZ sdo as operacdes
definidas por
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Determine Sg*({c}) e Sg”({0}). Diga se Sg*({c}) x Sg®({0}) = Sg™*F({(c,0)}).

Dada uma algebra C = (C; F) e um conjunto X C C, representa-se por Sg°(X) o menor subuniverso de C
que contém X, isto &, SgC(X) é o menor subconjunto de C' que contém X e é fechado para as operagdes de

C (o que significa que, para qualquer simbolo de operacdo n-ario f e para quaisquer z1,...,z, € Sg¢(X),
fC(IL'l, s 7$n) € SgC(X))

Assim, considerando a algebra A e X = {c}, tem-se:

- {c} € Sg*({c})i
- fAe) = a € SgA(X) (pois c € Sg({c}) e Sg({c}) é fechado para a operagio f*);
- fAa) = a € SgA(X) (pois a € Sg”({c}) e Sg”({c}) é fechado para a operagdo f4).

Logo {a,c} € SgA({e}).

A respeito de {a,c} verifica-se que este conjunto contém {c} e é um subuniverso de A (pois é fechado
para as operacdes de A). Entdo, como Sg*({c}) é o menor subuniverso de A que contém {c}, tem-se

SgA({c}) C {a,c} e, portanto, Sg({c}) = {a,c}.

De modo anilogo determina-se Sg”({0}). Uma vez que Sg®({0}) é o menor subuniverso de B que contém
{0}, tem-se:

- {0} € SgB({0});
- B(0) =1 € SgB({0}) (pois 0 € Sg®({0}) e SgB({0}) é fechado para a operagio f5);
- fB(1) =0 € Sg5({0}) (pois 1 € SgB({0}) e SgB({0}) é fechado para a operagio f5).

Logo {0,1} € Sg®({0}).

O conjunto {0,1} contém {0} e é um subuniverso de B (pois é fechado para as operag¢des de B). Ent&o, como
SgB({0}) é o menor subuniverso de B que contém {0}, conclui-se que S¢Z({0}) = {0, 1}.

Logo SgA({C}) X SQB({O}) = {aa C} X {0’ 1} = {(aa 0)7 (Ca 0)7 (aa 0)7 (aa 1)}

Uma vez que Sg**B({(c,0)}) é o menor subuniverso de A x B que contém {(c,0)}, tem-se:



- {(c.0)} € Sg™*E({(c.0)});

- [AE(e,0) = (fA(e), f5(0) = (a,1) € Sg™B({(c, 0)}) (pois (¢, 0) € Sg**F({(c,0)}) e Sg™F({(c, 0)})
é fechado para a operacdo f4*5);
- fB(a,1) = (fA(a), fB(1)) = (a,0) € Sg**F({(c,0)}) (pois (a, 1) € Sg**F({(c,0)}) e Sg™F({(c,0)})

é fechado para a operacdo f

- f5(a,0) = (f4(a), f5(1)

é fechado para a operagdo f#

?4 B)
) X=B()a, 1) € Sg™E({(c,0)}) (pois (a,0) € Sg™F({(c,0)}) e Sg**F({(c,0)})

Por conseguinte, {(c,0), (a,1), (a,0)} € Sg™*B({(c,0)}). O conjunto {(c,0), (a, 1), (a,0)} contém {(c,0)} e
é fechado para as operacdes de A x B. Uma vez que Sg™**B({(c,0)}) é o menor subuniverso de A x B que
contem {(c,0)}, vem que Sg**B({(c,0)}) = {(¢,0), (a, 1), (a,0)}.

Entdo Sg({c}) x Sg°({0}) # Sg™*F({(c,0)})

2. Sejam A = (Z;+*) e B = (Z; ¥®) as algebras de tipo (2), onde +* representa a adicdo usual em Z e x5 é a
operacao definida por z 8 y = 2 +y — 5, para quaisquer =,y € Z. Seja o : Z — 7 a aplicacao definida por
afx) = x + 5, para todo x € Z.

(a) Mostre que o é um epimorfismo de A em B.

A aplicacdo o é um homomorfismo de A em B, uma vez que é compativel com o simbolo de operacdo *. De
facto, para quaisquer z,y € Z,
al@xty) =alr+y)=(@+y)+5=(x+5) +(y+5 —5=al@) +aly) - 5= a(x) +* a(y).

A aplicagdo o também é sobrejetiva, pois, para todo y € Z, existe x =y — 5 € Z tal que a(z) = y.
Uma vez que o é um homomorfismo sobrejetivo, entdo o é um epimorfismo.

(b) Justifique que o epimorfismo canénico 7y, de A em A/ker o, definido por

Tkera ' L — Z/kera
T = [x]keroc

é uma aplicacao injetiva.

Para quaisquer =,y € Z,

7Tker()z(l') - 7Tkeroa(y) = [x]kera = [y]kera
= a(z) =a(y)
= T+5=y+5
= T=Y.

Logo « € injetiva.
(c) Conclua que A= A/ker e B = A/kera.
Da alinea anterior segue que myero € um isomorfismo de A em A/ ker,. Logo A = A/ker a. Da alinea (a) e

pelo Teorema do Homomorfismo, conclui-se que A/ ker o 2 B.

3. Seja A = (A, f4) a algebra de tipo (1), onde A = {0,1,2,3} e f*:{0,1,2,3} — {0,1,2,3} é a operacdo
definida por
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Sejam 6; = ©(1,3) e 2 = ©(0,1) vV ©(2, 3).

(a) Considere a algebra A/0; = (A/6;; fA/%). Para cada [z]g, € A/6;, determine f*/%([z],,).

Por defini¢do, ©(1, 3) é a menor congruéncia em A que contém {(1,3)}. Entdo, como (1,3) € (1, 3), ©(1,3)
é uma relagdo de equivaléncia e O(1, 3) satisfaz a propriedade de substituicdo, tem-se

() AA C 0(1,3) (pois O(1, 3) é reflexiva);

(ii) (1,3) € ©(1, 3) (por definicdo de O(1,3));

(i) (3, ) € @(1 3) (por (ii) e porque O(1,3) é simétrica);

(iv) (fA(1), £4(3)) = (0,2) € ©(1,3) (por (ii) e porque O(1,3) satisfaz a propriedade de substituico);
(v) (2,0) € (1 3) (por (iv) e porque O(1, 3) é simétrica);

(vi) (f2(0), f4(2)) = (0,2) € ©(1,3) (por (iv) e porque O(1,3) satisfaz a propriedade de substitui¢io);



(vii) (fA(2), f4(0)) = (2,0) € ©(1,3) (por (v) e porque O(1,3) satisfaz a propriedade de substituico).
Assim, A4 U{(1,3),(3,1),(0,2),(2,0)} € ©(1,3). Uma vez que A4 U {(1,3),(3,1),(0,2),(2,0)} é uma
congruéncia em A que contém {(1,3)} e ©(1,3) é a menor congruéncia em A que contém {(1,3)}, entdo
0(1,3) = A4 U{(1,3),(3,1),(0,2),(2,0)}.
Como 0, = A4 U{(1,3),(3,1),(0,2),(2,0)}, tem-se A/8; = {[1]s,,[0]s,} e, por definicio de fA/%1
P40 ([Ws,) = [FAW)le, = [0le, & FA7% ([0lo,) = [FAO)]6, = 0o,

(b) Sabendo que A = A4/0; x A/9> e que um dos seguintes diagramas de Hasse representa o reticulado
ConA, diga qual dos reticulados de congruéncias R;, Rs ou R3 é o reticulado ConA. Justifique.

Va Va

Ry VAW Ry VAW R3 Aa

Atendendo a que |A| = 4, |A/0;| =2e A= A/O; x A/Os, tem-se |A/02] = 2. Logo a dlgebra A é um
produto de &lgebras n3o triviais e, portanto, a algebra A n3o é diretamente indecomponivel. Uma &lgebra é
diretamente indecomponivel se e sé as suas Unicas congruéncias fator sdo a congruéncia trivial e a congruéncia
universal. Ent3o, como A n3o é diretamente indecomponivel, a dlgebra A tem congruéncias fator para além
das congruéncias A4 e V4. Uma congruéncia # € ConA diz-se uma congruéncia fator se existe §’ € ConA tal
que: ONG' = N4, 0V0 =V4ebhof =0 of. Uma vez que nos reticulados R; e Ry as Gnicas congruéncias
fator sdo a congruéncia trivial e a congruéncia universal, conclui-se que o reticulado Con.A é representado pelo
diagrama Rs.

4. Considere os operadores de classes de algebras H, P e S. Mostre que, para qualquer classe de algebras
K, HSP(K) = HSPS(K). Conclua que V(K) = V(S(K)).
Para qualquer operador O € {H, P, S} e para quaisquer classes de algebras K e K/, verifica-se que:

- K C O(K).
- K CK' = O(K) C O(K)).

Assim, para qualquer classe de dlgebras K, tem-se K C S(K), donde P(K) C PS(K), SP(K) C SPS(K),
HSP(K) C HSPS(K). Para qualquer classe K de algebras, também se tem

HSPS(K) C HSSP(K) (pois PS < SP)
= HSP(K) (pois S?=5).

Logo HSP(K) = HSPS(K).

Pelo Teorema de Tarski tem-se HSP(K) = V(K), para qualquer classe de dlgebras K. Logo V(K) = HSP(K) =
HSPS(K) = V(S(K)).

5. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacao: Para quaisquer categorias C e D, para
qualquer C-morfismo f e para qualquer D-morfismo g, se f e g sdo monomorfismos, entdo (f,g) é um
monomorfismo de C x D.

A afirmag3do é verdadeira.

Se f: A — B um é monomorfismo de C, ent3o, para quaisquer C-morfismos 7,5 : C — A,
foi=foj=i=j
Se g: D — E é um monomorfismo de D, ent3o, para quaisquer D-morfismos p,q : F' — D,

gop=goq=p=gq.



Sendo f um morfismo de C e g um morfismo de D, entdo (f,g) : (A, D) — (B, E) é um morfismo de C x D. Além
disso, para quaisquer morfismos (i,p) : (C,F) — (A, D) e (j,q) : (C,F) — (A, D) da categoria C x D, tem-se

(fr9)o(i,p) =(f,9)o(G,a) = (foi,gop)=(foj,g0q)
= foi=fojegop=gogq
= i=jep=gq (pois f e g sdo monomorfismos)
= (i,p) = (4,9

Logo (f,g) é um monomorfismo de C x D.

. Sejam S e T objetos de uma categoria C. Mostre que se S e T sdao objetos terminais, entdo S e 7' sao
isomorfos.

Sejam S e T objetos terminais de C. Uma vez que T é um objeto terminal, ent3o existe um, e um sé, morfismo
f: S —=T. Como S é um objeto terminal, existe um, e um sé, morfismo g : T — S. Logo go f: S — S e
fog:T — T sdo morfismos de C. Atendendo a que idg : S — S é um morfismo de C, os morfismos ids e
go f sdo elementos de hom(S, S) e |hom(S, S)| = 1, conclui-se que g o f =ids. De modo andlogo, conclui-se que
fog=1idpr. Logo f é invertivel a direita e a esquerda e, portanto, f é um isomorfismo. Por conseguinte, S e T
sdo objetos isomorfos.

. Na categoria Set, considere o conjunto Z dos niimeros inteiros, o conjunto R dos nimeros reais, o produto
cartesiano Z x R = {(z,7) |z € Z,r € R} e as fungdes p e ¢ a seguir definidas

p:ZXR—=Z, plz,r)=2+2, V(z,7) € Z xR,
q:ZxR—->R, q(z,7r)=7r+3, V(z,r) € ZxR.

Mostre que o par (Z x R, (p,q)) é um produto de Z e R.

O par (Z x R, (p,q)) é um produto de Z e R se:

(i) p é uma fungdo de Z x R em Z;
(ii) ¢ é uma fungdo de Z x R em R;

(i) para qualquer conjunto X e para quaisquer funcdes f : X — Z e g : X — R, existe uma, e uma sé, funcio
u: X >ZxRtalquepou=feqou=q.

Atendendo a que as condi¢es (i) e (ii) s3o satisfeitas, resta provar (iii).

Se X é um conjuntoe f: X —Z e g: X — R sio fungBes, entdo a correspondéncia a seguir definida

u:X — ZxR
= (fe) = 2,9(x) - 3)

é uma fungdo. Facilmente, verifica-se que pou = f e gou = q. De facto, as fungbes pou e f tém o mesmo
dominio e codominio e, para qualquer z € Z,

pou(z) =p((f(z) - 2,9(x) = 3)) = (f(z) = 2) + 2 = f().

Logo pou = f. De modo semelhante prova-se que gou = g. A fun¢do u é a Unica funcdo que satisfaz as igualdades
indicadas em (iii). Com efeito, se
v:X — ZxR
z = (vi(2),va())

é uma fungdo tal que pov = f e gov = g, entdo, para qualquer z € X, v1(x)+2 = f(x) e va2(z)+3 = g(x), donde
segue que vy () = f(x) — 2 e va(x) = g(x) — 3 €, portanto, u(z) = (f(x) — 2,g9(z) — 3) = (v1(z), v2(2)) = v(z);
logo u = v.

Desta forma, fica provado que o par (Z x R, (p,q)) é um produto de Z e R.

. Sejam C uma categoria, A, B, [ objetosde C e f,g: A— B e i: B — I morfismos de C. Mostre que se
(I,(i,1)) € uma soma amalgamada de (f,g), entdao (I,i) é um coigualizador de f e g.

Admitamos que (I, (i,4)) é uma soma amalgamada de (f,g). Entdo

(i) iof=1iog,



(ii) para qualquer objeto X de C e para quaisquer C-morfismos f/, ¢’ : B — X tais que f'o f = ¢’ o g, existe um,
e um s6, morfismou: I — X tal que uoi = f' euoi=yg.

Pretendemos mostrar que (I,4) é um coigualizador de f e g, ou seja, que:
(iiiy iof=iog;
iv) para qualquer objeto Y de C e para qualquer C-morfismo b’ : B — Y tal que h/ o f = h' o g, existe um, e um
(iv) para qualg j para qualg q g
s6, morfismo v : I — Y tal quevoi= f’.

Ora, a partir de (i) é imediato (iii). Além disso, se Y é um objeto de C e ' : B — Y é um C-morfismo tal que
hof=~h'og, entdoexistem X =Y e f'=h' e g’ =h' taisque f o f =g’ og. Logo, por (ii), existe v: I =Y
tal quevoi=f'=h' (evoi=g =h).

Desta forma, fica provado que (I,4) é um coigualizador de f e g.

9. Sejam C e D categorias, FF: C — D um funtore f: A — B e g: B — A morfismos de C. Mostre que se
F é fiel, entdo F(f) é um inverso esquerdo de F(g) se e s6 se f é um inverso esquerdo de g.

Admitamos que F' é um funtor fiel. Ent3o, para quaisquer C-morfismos p,q: X — Y,
F(f)=F(g)=f=g

Suponhamos que F(f) : F(A) — F(B) é um inverso esquerdo de F(g) : F(B) — F(A). Entdo F(f)o F(g) =
idpa), donde segue que F(f o g) = F(id), pois I é um funtor, e, por conseguinte, f o g = id4, uma vez que F'
é fiel. Logo f é um inverso esquerdo de g.

Reciprocamente, admitamos que f é um inverso esquerdo de g; entdo fog =ida. Logo F(fog) = F(ida), donde
F(f)o F(g) =1idp(a), pois I é funtor. Assim, F'(f) é um inverso esquerdo de F(g).

Cotagdo: 1.(1.5+1.5); 2.(1.5+1.2540.75); 3.(1.540,75); 4.(1.25); 5.(2.0); 6.(2.0); 7.(2.0); 8.(2.0); 9.(2.0).



