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1. (a)

Algebra Universal e Categorias

2° teste (30 de maio de 2018) duragdo: 2 horas
Seja C a categoria definida pelo diagrama seguinte
ida idp ide
/ ) i ) fog=idp,go f=ida,
4 B , c iof=jof=ppog=i,
v
p

Diga, justificando, se é verdadeira a seguinte afirmacdo: A categoria C/C tem dois objetos
iniciais.
Os objetos da categoria C/C sdo todos os pares (X, h), onde X € Obj(C) e h € hom(X, ). Assim,

os objetos de C/C sdo (A,p), (B,i), (B,j), (C,idc). Dados (X,h), (Y,k) objetos de C/C, um
morfismo de (X, h) em (Y, k) é um C-morfismo u : X — Ytal que k o u = h. Ent3o:
)

- hom((C,idc), (4,p)) = 0;
- hom((B, ), (B, j)) = 0;
- hom((B, j), (B,1i)) = 0;

(

(B,
- hom((A,p), (B,i)) ={f : (A,p) = (B, i)}, hom((A4,p), (B,j)) ={f: (A,p) = (B.j)},
hom((4, p), (C,idc)) = {p: (4, p) = (C,ide)}, hom((A,p), (4,p)) = {ideap}-

Logo a categoria C/C tem um Unico objeto inicial, que é o objeto (4, p).

Assim, a afirmacgdo é falsa.

Seja C a categoria definida na alinea anterior. D& um exemplo, ou justifique que nao existe
um exemplo, de uma subcategoria D de C tal que D seja uma subcategoria plena de C,
A, B € Obj(D) e A e B nao sejam isomorfos em D.

Uma categoria D = (Obj(D),homD,idD7 oP) diz-se uma subcategoria da categoria
= (Obj(C), homg, id®, oC) se:
- Obj(D) C Obj(C);
- todo o morfismo de D é um morfismo de C;
- para qualquer X € Obj(D), o morfismo id? de D é 0o mesmo que o morfismo idg de C;
- para quaisquer D-morfismos f : A — B e g: B — D, o morfismo g oP f de D é mesmo que o
morfismo g o€ f de C.

Uma subcategoria D de C diz-se uma subcategoria plena se, para quaisquer X,Y € Obj(D),
homp (X,Y) = homc(X,Y).

Assim, se D é uma subcategoria plena de C tal que A, B € Obj(D), segue que f,g,ida,idp sdo
morfismos de D. Ent3o, como fog =1idp e go f = id4, conclui-se que f é um isomorfismo de D e,
portanto, A e B s3o isomorfos em D.

Logo a afirmacao é falsa.

Diga, justificando, se é verdadeira a seguinte afirmacao: Na categoria Set, todo o morfismo
que tem por dominio um objeto terminal é um monomorfismo.

Na categoria Set, os objetos terminais sdo os conjuntos singulares e os monomorfismos s3o as fun¢des
injetivas. Claramente, toda a fungdo que tem por dominio um conjunto singular € uma fungao injetiva.

Assim, a afirmac3do é verdadeira.



2. Sejam C uma categoria, A, B, C objetosde C e f: A — C e g: B — C monomorfismos de C.
Mostre quese i : A — B e j: B — A sao morfismos de C taisque foj=gegoi=f, entaoie
j sdo invertiveis e i1 = j.

Sejam f: A— C e g: B — C monomorfismosde Cei: A— Bej: B — A morfismos de C tais que
foj=gegoi=/F.

1

Pretende-se mostrar que i~ = j, ou seja, que 10 j =idp e joi =1idy4.

Ora,de foj=gegoi=f, segueque (goi)oj=g, peloquego(ioj)=goidp e, uma vez que g é
monomorfismo, tem-se i 0 j = idp.

De forma andloga, prova-se que joi = id4. De facto, de foj = ge goi = f também se tem fo(joi) = f,
donde fo(joi)= foids e, como f é monomorfismo, vem que joi =idg4.

3. Sejam C uma categoria e A, B e C objetos de C tais que, para qualquer objeto X de C,
hom(B,X)# 0 eis: A— C eip: B — C sdo morfismos de C. Mostre que se (C, (i4,ip)) é um
coproduto de A e B, entdo i4 € invertivel a esquerda.

Sejam C uma categoria e A, B e C objetos de C tais que, para qualquer objeto X de C, hom(B, X) #
eig: A— Ceip: B — C sido morfismos de C.

Admitamos que (C, (ia,i5)) é um coproduto de A e B. Entdo, para qualquer objeto X de C e para
quaisquer C-morfismos ' : A — X e ¢’ : B — X, existe um, e um s6, morfismo u : C — X tal que

uois = feuocip=g.

Queremos mostrar que existe i’ : C' — A tal que i’ oiy = id 4.

Uma vez que, para todo X € Obj(C), hom(B,X) # ) e A € Obj(C), existe ¢’ € hom(B, A). Como
A € Obj(C), entdo, por definicdo de categoria, idg : A — A é um morfismo de C. Logo, atendendo a
que (C, (ia,ip)) é um coproduto de A e B, existe um, e um s6, morfismo u : C — A tal que o diagrama
seguinte comuta

A

~

id A U q

A C B
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i.e., tal que uoiy =idg euoig=g. Comouoiy =idy, entdo i4 é invertivel 3 esquerda.

4. Na categoria Set, considere os conjuntos {0}, Ny, Z e as funcdes i, f e g definidas por

1{0} — Ny f:NO — Z gZNO — Z
0O — 0 7’ x — 07 r — 3z

Mostre que ({0},7) é um igualizador de f e g.
Pretende-se mostrar que ({0},4) é um igualizador de f e g, isto &, que:

(i) foi=goi
(ii) para qualquer K € Obj(C) e para qualquer C-morfismo k : K — A tal que fok = gok, existe um,
e um s6, morfismo u : K — {0} tal que iou = k.

(i) A prova desta condigdo é imediata, pois as fun¢des foi e goi tém o mesmo dominio e codominio e,
para qualquer z € A,

(foi)(x) = f(i(x)) = f(0) = 0=3x0=3xi(z) = g(i(x)).



(ii) Sejam K € Obj(C) e k: K — A um C-morfismo tais que f ok = go k. Ent3o, para qualquer z € K,
(fok)(@)=(g0k)(x),

donde resulta
0 = 3k(z)

e, portanto, k(x) = 0, para todo « € K. Assim, k é a funcdo definida por

k: K — A
r — 0

Pretende-se mostrar que existe uma, e uma s6, fun¢do u : K — {0} tal que i o u = k. Claramente, existe
uma Unica fungdo de K em {0} - a fungdo definida por

k:K — {0}
z — 0

As fungdes i o u e k tém o mesmo dominio e codominio e, para qualquer z € K, (i o u)(z) = 0 = k().
Logoiou =k.

. Sejam C uma categoria com objeto inicial / e f4 : I - A e fg: I — B morfismos de C. Mostre
que se (C,(ia,ip)) é um coproduto de A e B, entdo (C,(igx : A — C,ig : B — C)) é uma soma
amalgamada de (f4, f5)-

Sejam C uma categoria com objeto inicial I e morfismos fo: I — Ae fg: I — B.

Admitamos que (C, (i4,ip)) é um coproduto de A e B. Entdo,

(1) 4 € hom(A4,C) eip € hom(B,C),
(2) para qualquer objeto X de C e para quaisquer C-morfismos g4 : A — X e gp : B — X, existe um,
e um sé, morfismo u : C — X tal que uoig =gq euoip = gp.

1A 1B
Pretende-se mostrar que (C, (i4,i5)) é uma soma amalgamada de (f4, fB), ou seja, que
(3) iao fa=ipo fa;

(4) para para qualquer objeto K de C e para quaisquer C-morfismos hy : A — K e hg : B — K tais
que hpo fa = hpo fp, existe um, e um s6, morfismo v : C — K tal que voisa =hg evoig = hp.
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(3) Uma vez que i4g o fa,ip o fg € hom(I,C) e |hom(I,C)| = 1, pois I é um objeto inicial, entdo
iaofa=ipo [B.
(4) Sejam K € Obj(C) e hy: A— K e hg : B — K morfismos de C tais que hy o fa = hgo fg. Como

ha € hom(A,K) e hp € hom(B, K), entdo, por (2), existe um, e um sé, morfismo, v : C — K tal que
voigy =hygevoig=hpg

Logo (C, (ia: A — C,ip: B— C)) é uma soma amalgamada de (f4, fB).



6. Seja F': Set — Set o funtor que a cada conjunto A associa o produto cartesiano A x A e que a
cada funcao f : A — B associa a funcao

F(f): F(4)
(z,9)
Diga, justificando, se:

(a) O funtor F é fiel.

O funtor F' é fiel se, para quaisquer Set-morfismos f,g: A — B,

F(f)=F(g)=[f=y
Uma vez que, para quaisquer Set-morfismos f,g: A — B,

Yo,y € A, F(f)(z,y) = F(f)(z,y)
Vr,y € A, (f(2), f(y) = (9(z), 9(v))
Vo,y € A, f(x) = g(x) e f(y) = g(y)
Vo € A, f(z) = g(x)

f =g (asfungdesfe g tém o mesmo dominio e codominio),

L R

entdo o funtor I é fiel.

(b) O funtor F preserva e reflete monomorfismos.
Todo o funtor fiel reflete monomorfismos. Uma vez que F é fiel, entdo F' reflete monomorfismos.

Na categoria Set os monomofismos sdo as fung¢des injetivas. Se f: A — B é um Set-monomorfismo,
entdo f é uma funcgdo injetiva. Se f é uma fun¢3o injetiva, entdo F'(f) também é uma fun¢3o injetiva;
de facto, para quaisquer (z,y), (2’,y’) € A x A,

F(f)(@,y) = F()(=",y)

LRt

Uma vez que F'(f) é injetiva, entdo F'(f) é um monomorfismo. Logo o funtor F' preserva monomor-
fismos.

Cotagdo: 1.(2.042.042.0); 2.(2.25); 3.(2.25); 4.(2.75); 5.(2.75); 6.(2.0+2.0).



