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Algebra Universal e Categorias

1° teste (11 de abril de 2018) duragdo: 2 horas

1. Seja A = ({1,2,3,4,5}; f*,¢g*) a algebra de tipo (2,1), onde A = {1,2,3,4,5} e f* e g sdo as
operacoes definidas por
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Dado X C A, define-se
Xo = X
Xit1 = X;U{h(z)|h é operacdo n-ariaem Ae z € (X;)",n € {1,2}},i € No.

Seja X = {1}. Para cada k € Ny, determine X}. Indique Sg(X). Justifique.

Considerando X = {1}, tem-se

XO = {1}7

X1 = XoU{fHz,y)|z,y € Xo}U{g*(2) |z € Xo} = {1} U{2} U {3} = {1,2,3},

Xo = X7 U{fAz,y) |7,y € X1} U{gt(a)|r € X1} ={1,2,3} U {2} U{2,3,4} = {1,2,3,4}

X3 =Xo U{fAm,y)| 7,y € Xo}U{g(2) |z € Xo} ={1,2,3,4} U{2,3,4} U {2,3,4} = {1,2,3,4}.

Além disso, 5 # fA(x,y) e 5 # g™(x), para quaisquer =,y € {1,2,3,4}. Logo, para todo k > 2,
Xy = {1,2,3,4}.

Uma vez que Sg(X) = U X}, entdo SgA(X) = {1,2,3,4}.
keNy

2. Sejam A = (4; F) uma algebra e o : A — A um homomorfismo. Mostre que o conjunto dos pontos
fixos de o, P, = {a € A|a(a) = a}, é um subuniverso de A.

Por definicdo de P,, é imediato que P, C A. Além disso, para qualquer simbolo de operagdo n-drio f e
para quaisquer x1,...,T, € Py, fA(z1,...,2,) € P,. De facto, fA(x1,...,z,) € A, pois fA é uma
operacdo n-driaem A, e

alfAxr,. . xn) = fAMa(zr),...,a(z,)) (o éum homomorfismo de A em A)
= fAMx1,...,20) (T1,...,Zn € Py)

Desta forma, fica provado que P, é um subuniverso de A.

3. Considere as algebras A = (Z; +*) e B = ({a,b}; +5) de tipo (2), onde +* representa a adicdo
usual em Z e +5 : {a,b} x {a,b} — {a,b} é a operacgdo binaria em {a,b} definida por

+Bla b
ala b
bl b a

Seja a: Z — {a,b} a aplicacdo definida por

o(z) = a sex épar
"l b sex éimpar



(a) Mostre que a aplicacdo o é um epimorfismo de A em 5.
Pretendemos mostrar que o é um homomorfismo e que é uma aplicagdo sobrejetiva.

Para quaisquer z,y € Z,

- se x e y s3o pares, entdo  +* y é par, pelo que
ale+4y) =a=a+"a=alz) +° a(y);
- se x e y sio impares, entdo x +* y é par, pelo que
oz +ty) =a=b+Pb=a(z) +F aly);
- se x é par e y é impar, entdo =+ y é impar, pelo que
oz +ty) =b=a+Pb=a(z) + aly);
- se x é impar e y é par, entdo =+ y é impar, pelo que
alz+4y) =b=b+8a=az) +% ay).
Assim, para quaisquer =,y € Z, a(x +*y) = a(x) +Z a(y). Logo o é um homomorfismo de A em 3.

Para qualquer y € {a,b}, existe x € Z tal que a(z) = y: de facto, se y = a, existe x = 0 € Z tal que
a(r) =y; sey =0, existe x = 1 € Z tal que a(x) = y. Logo o é uma aplicagdo sobrejetiva.

(b) Justifique que B = A/kera. Defina a operacdo da algebra A/ ker o = (Z/ ker a; 4/ kere),

Uma vez que a : A — B é um epimorfismo, entdo, pelo Teorema do Homomorfismo, tem-se
A/ kera = B.

Considerando a definicdo de ker o, tem-se
Olkera = {z € Z|(2,0) € kera} ={zr € Z|a(z) = a(0)} = {z € Z |z é par},
Mkera ={z € Z|(x,1) €kera} ={x € Z|a(z) =a(l)} = {x € Z|x é impar}.
Assim, Z/ ker &« = {[0]kera; [1]kera }- LOgo a operacdo +A/kera ¢ definida por

+A/ ker a | [O]kcr « [1]kcr «
[0] ker a [O]ker «@ [1]ker «@
[1]kero¢ [1]kero¢ [O]kera

4. Sejam A = (A; F) uma algebra, § € ConAd e a: A — A/0 o homomorfismo definido por a(a) = [a],
para todo a € A. Justifique que o« é um monomorfismo se e sé se 0 = /\ 4.

Suponhamos que a é um monomorfismo. Ent3do o é um homomorfismo e é uma aplicac3o injetiva. Pretende-
-se mostrar que 6 = A4 (onde Agq = {(z,2) |z € A}). Uma vez que 6 é uma congruéncia em A, ent&o 6
é uma relacdo de equivaléncia em A e, em particular, é uma relagdo reflexiva. Logo A4 C 6. Além disso,
para quaisquer z,y € A,

(x,y) €0 = [z]o =[ylo
= oa(z) =a(y) (definigdo de 0)
= x=y (av é injetiva)
= (z,y) € Aa.

Assim, 8 C A 4 e, portanto, 6 = A 4.

Reciprocamente, admitamos que 8 = A 4. Ent3o, para quaisquer z,y € A,

a(z) =aly) = [zlo = [yle
= (z,y) €0
= z=y ( pois 6 = Ay).

Logo « é uma aplicagdo injetiva. Uma vez que o é um homomorfismo, entdo a é um monomorfismo.



5. Sejam R = (R;A,V) um reticulado distributivo e » € R. Seja 60, a relacdo de equivaléncia em R
definida por
(x,y) € 6, sse x Ar =y Ar, para quaisquer z,y € R.

Mostre que a relacdo 6, é uma congruéncia em R.

A relagdo 0 é uma congruéncia em R se é uma relagdo de equivaléncia em R e é compativel com as
operacdes de R. Uma vez que # é uma relagdo de equivaléncia em R, resta mostrar que 6 é compativel
com as operagdes A e V.

Para quaisquer ay,as,b1,b2 € R,

(al,bl),(CLQ,bQ)E@ = a1 Ar=bAreaxAr=>byAr
= (a1 Ar)A(ag A1) = (by Ar)A(ba AT)
= (a1 Aa2) Ar = (by Ab2) Ar (A é associativa, comutativa e idempotente)
= (al /\ag,bl/\bg)ée.

Para quaisquer ay,as,b1,b2 € R,

(al,bl),(ag,bg)eb‘ apaANT=biAreayANr=byAr
(ar Ar)V(aa Ar)= (b1 A7)V (b2 AT)
(a1 Vag) Ar = (by Vb2) Ar) (o reticulado R é distributivo)

(CLl \Y CLQ,bl \Y bz) €o.

ULy

Assim, 6 é compativel com as operacdes A e V e, portanto, § é uma congruéncia em A.

6. Seja A = (A; fA,¢g*) a algebra de tipo (1,1) tal que A = {a,b,c,d}, f* e g sdo as operacdes
definidas por

x | a b ¢ d x | a

fA@) [d ¢ ¢ ¢ g x) | b

b ¢ d
c d c
e cujo reticulado de congruéncias pode ser representado por

Va

O(b,d) v O(c, d)

©(b,d) O(c, d)

Ay

Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:
(a) ©(b,d)UB(c,d) = O(b,d) vV O(c,d).
Por definicdo, ©(b,d) é a menor congruéncia em A que contem {(b,d)}.

Entdo, atendendo a que
(i) (b,d) € ©(b,d);

b,d)
b,d) é transitiva;
b, d) é compativel com as operagdes de A.



Logo, a relagdo A4 U {(b,d), (d,b)} é uma congruéncia em A que contém {(b,d)}. Uma vez que
A U{(b,d),(d,b)} C O(b,d) e O(b,d) é a menor congruéncia em A que contém {(b,d)}, tem-se
O(b,d) = L4U{(b,d),(d,b)}.

De modo andlogo, determina-se O(c,d). Uma vez que O(c,d) é a menor congruéncia em A que
contém {(c,d)}, tem-se

- Ap CO(e,d);

- (¢,d) € ©(c, d);
(d,c) € ©(c,d);
- (FA), FA) = (), (FA), F4(0)) = (c,) € B(c, d);

(94(c), gA(d)) = (ds ), (g7(d), 4(0)) = (¢ d) € O(c,d).

)

A relagdo A4 U{(c,d), (d,c)} é uma menor congruéncia em A que contém {(c,d)}. Como a menor
congruéncia em A que contem {(c,d)} é O(c,d), entdo O(c,d) = AaU{(c,d),(d,c)}.

Assim,
O(b,d) UB(c,d) = Aa U{(b,d), (d,b),(c,d),(d,c)}.

A relagdo ©(b,d) V O(c, d) é a menor congruéncia em A que contem O(b,d) e O(c,d), pelo que
O(b,d) vV O(c,d) = O(b,d) UB(c,d) U{(b,c),(c,b)}.
Logo O(b,d) U©O(c,d) # O(b,d) V O(c,d).
(b) Se B e C sdo algebras tais que A = B x C, entdo B é a algebra trivial ou C é a algebra trivial.

Caso existam dlgebras B e C, ambas n3o triviais, tais que A = B x C, entdo a dlgebra A n3o é
diretamente indecomponivel. A algebra A é directamente indecompnivel se sé se as tinicas congruéncias
fator de A sdo A4 e V4. Recorde-se que, dada uma congruéncia 6; de A, diz-se que 6; é uma
congruéncia fator de A se existe 03 € ConA tal que 01 Ny = A4, 01 VO =V e bi00s =000;.
No caso do reticulado ConA indicado anteriormente, verifica-se que, para quaisquer 61,65 € ConA,

- se 01,05 € ConA\ {Va}, entdo 01 V Oy # V 4;
-sef; =Vaeby e ConA\ {Aa}, entdo 61 Nby =0y £ Ay
- A4 e V4 sdo claramente congruéncias fator de A,

e, portanto, as Unicas congruéncias fator de A sdo A4 e V4. Assim, a algebra A é diretamente
indecomponivel. Por conseguinte, se B e C sdo dlgebras tais que A = B x C, entdo B é a algebra
trivial ou C é a algebra trivial.

(c) A algebra A é subdiretamente irredutivel.

A algebra A é subdiretamente irredutivel se e sé se A é a dlgebra trivial ou o conjunto parcialmente
ordenado ConA \ {A 4} tem elemento minimo. Obviamente, a dlgebra A n3o é trivial (pois |A| =
4 = 1. Também é claro que o conjunto parcialmente ordenado ConA \ {A 4}, representado por

Va

O(b,d) v O(c, d)
O(b,d) O(c, d)

ndo tem elemento minimo, pois ndo existe § € ConA \ {A4} tal que 8§ C o, para todo
o € ConA\ {A4}. Logo a dlgebra A n3o é subdiretamente irredutivel.

7. Considere os operadores de classes de algebras H e S. Mostre que SHS é um operador de fecho.

O operador SHS é um operador de fecho se, para quaisquer classes de 4lgebras K e K/,
(i) KC SHS(K);

(i) (SHS)*>(K) = SHS(K);

(i) KCK' = SHS(K) C SHS(K).



Tal como se prova seguidamente, as condi¢es (i), (ii) e (iii) sdo, de facto, satisfeitas.

(i) Para qualquer operador O € {H, S, P,1,1p} e para qualquer classe de dlgebras K, tem-se K C O(K).
Assim, K C S(K), S(K) C HS(K), HS(K) C SHS(K), donde resulta que K C SHS(K).

(i) De (i) segue que, para qualquer classe de algebras K, S(K) C SSHS(K), donde HS(K) C HSSHS(K)
e, portanto, SHS(K) C SHSSHS(K). Para qualquer classe de dlgebras K, também se tem

SHSSHS(K) SHSHS(K) (S?=5)
SHHSS(K) (SH C HS)

SHS(K) (H? = H,S? = S).

N

Logo (SHS)? = SHS.
(iii) Para qualquer operador O € {H, S, P,I,Ip} e para quaisquer classes de dlgebra K e K/,
KCK = OK)COK').

Assim,
” KCK = SK)CSK')=HSK)C HS(K') = SHS(K) C SHS(K').

Cotagdo: 1.(2.0); 2.(2.5); 3.(2.5+1.5); 4.(2.0); 5.(2.5) 6.(2.5+1.54+1.0) 7.(2.0).



