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1. (a) Considere a algebra A = (A;+4) de tipo (2), onde A = {0,1,2,3,4,5} e +* é a operacdo
binaria definida por

a+"b = resto de a + b na divisdo inteira por 6, para quaisquer a,b € A.

Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmacao: Para quaisquer subonjuntos
S| e Sy de A, se S; e S5 sdo subuniversos de A, entao S; U Sy é um subuniverso de A.
Um conjunto S diz-se um subuniverso da 4lgebra A = (A; +4) se

- SCA;

- o conjunto S é fechado para a operacdo de A, i.e., para quaisquer x,y € A,

zyeS=az+4yes.

O conjunto S; = {0,2,4} é um subuniverso de A. De facto, S; é um subconjunto de A e é fechado
para a operacio +#, uma vez que

-0+40=2+44=0€5;, 0+42=4+44=2€8;, 0+44=2+42=4€5;

- a operacdo +* é comutativa.
O conjunto S2 = {0,3} também é um subuniverso de A. De facto, S2 é um subconjunto de A e é
fechado para a operacdo +#, pois

-0+40=3+43=0€S5,;, 0+43=3=3+40€5..

O conjunto 51 U Sy = {0,2,3,4} n3o é um subuniverso de .4, uma vez que n3o é fechado para a
operacdo +4: 2,3€ S, USy, mas 2443 =1¢ S, U Ss.

Logo a afirmac3o indicada é falsa, pois S; e S5 sdo subuniversos de A, mas S; U S5 n3o é subuniverso
de A.

(b) Seja B = (B; F) uma algebra. Mostre que se S; e Sy sdo subuniversos de 53, entdo S; NS, é
um subuniverso de 5.

Seja B = (B; F) uma algebra. Um subconjunto S de B diz-se um subuniverso de B se as seguintes
condicles sdo satisfeitas

- SCB;
- para qualquer simbolo de operacdo n-drio f e para quaisquer by,...,b, € B,

bi,....bpeS= fB(by,...b,)€S.
Sejam S7 e Sy subuniversos de B. Ent3o:
(1) S1NS2 € B ( pois S;1 C B e Sy C B, uma vez que sdo subuniversos de B);
(2) para qualquer simbolo de operag¢do n-ario f e para quaisquer by,...,b, € S1 N Ss,

b1,...,bp €51NSy = by,....,b, €S1eby,...,b, €55
= fB(bl,...,bn)GSlefB(bl,...,bn)ESQ
( pois S1 e Sy sdo fechados para a operagdo f5)
= fB(bl,...,bn) € 51 NS,.

Uma vez que S1 N S2 é um subconjunto de B e é fechado para as operagdes de B, entdo S1 NS5 é
um subuniverso de B.

2. Sejam A = (4;F) e B = (B;G) éalgebras do mesmo tipo. Seja a: A x B — A a aplicacdo definida
por «((a,b)) = a, para todo (a,b) € A x B.



(a) Mostre que o« é um homomorfismo sobrejetivo de A x B em A.  Justifique que
(A x B)/kera = A.

Uma vez que a é uma aplicagdo de A x B em A, para provar que o é um homomorfismo de A x B
em A, resta mostrar que o é compativel com f, para todo o simbolo de operacdo n-ario f. De facto,

dado um simbolo de operacio n-ario f e dados (a1,b1),...,(an,b,) € A X B, tem-se
a(fAB((a1,b1),. .., (an,bn))) = alfA(a1,...,an), fB(b1,...,b,)) (1)
= fAay,...,an) (2)
= fAalar,b), ... (an,by)). (2)

(1) Por definicio de f4*B. (2) Por definicio de a.

Claramente, a aplicacdo « é sobrejetiva. Uma vez que B # (), existe b € B. Logo, para todo a € A,
existe (a,b) € A x B tal que a(a,b) = a.

Atendendo a que o : A X B — A é um epimorfismo (pois « é um homomorfismo sobrejetivo), pelo
Teorema Fundamental do Homomorfismo tem-se (A x B)/ker o = A.

(b) Mostre que oz é um monomorfismo se e s6 se 5 é uma algebra trivial.
A aplicagdo o é um monomorfismo se « é um homomorfismo injetivo. A &lgebra B é trivial se |B| = 1.

(=) Admitamos que a dlgebra B n3o é trivial. Ent3o existem by,bs € B tais que by # by. Uma
vez que A # (), existe a € A. Logo existem (a,b1), (a,b2) € A x B tais que (a,b1) # (a,b2) e
ala,b1) = a = a(a,ba). Por conseguinte, a aplicagdo e ndo é um homomorfismo injetivo.

(<) Suponhamos que B é uma algebra trivial; seja b o dnico elemento de B. Ent3o, para quaisquer
(al,b), (ag,b) € Ax B,
a(ar,b) = alaz,b) = a1 =aq
= (al,b) = (ag,b).
Logo a aplicacdo « é injetiva. Uma vez que da alinea anterior sabe-se que & é um homomorfismo,
entdo o é um monomorfismo.

3. Seja A = (A; f*,g*) a élgebra de tipo (1,1) tal que A = {a,b,c,d} e f* e g** sdo as operagdes
definidas por

x|ab
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(a) Considere as congruéncias 61 = A4 U {(a,c),(c,a),(b,d),(d,b)} e 03 = 0(c,d). Mostre que
(01,02) é um par de congruéncias fator.

O par (61, 603) é um par de congruéncias fator se 81 Ny = Ay, 01V O3 =V 4 e 600y =6300;.
No sentido de mostrar que (f1,62) é um par de congruéncias fator, comecemos por determinar 6.

Dada uma algebra B = (B; F') de tipo (O, 7), diz-se que uma relaco bindria em B é uma congruéncia
em B se 6 é uma relacdo de equivaléncia em B que satisfaz a propriedade de substituicdo, i.e., se 6 é
uma relacdo de equivaléncia em B tal que, para qualquer simbolo de operagdo n-ario h € O e para
quaisquer ay,...,an, b1,...b, € B,

(a1,b1), ..., (@n,bn) €0 = (hB(ay,...,a,), B (by,...,by)) € 0.
Dado X C B2, representa-se por #(X) a menor congruéncia em B que contém X.

Uma vez que 02 = 6(c,d) é a menor congruéncia em A que contém {(c,d)} segue que
- (¢,d) € b4
- (d,c) € 6 (pois O é simétrica);
- A4 C 0y (pois O3 é reflexiva);
- (fAe), fAD) = (a,a), (fA( ), fA(c)) = (a,a) € O, (pela propriedade de substitui¢cdo);
(g™ (c), g (d)) = (a,b), (g”(d), g ( )) = (b,a) € 2 (pela propriedade de substitui¢do);
- (fAMa), FAD)) = (a,a), (fA(b), fA(a)) = (a,a) € 02 (pela propriedade de substitui¢do);
(g™(a), g (b)) = (a,b), (g™ (b), g (a)) = (b,a) € O (pela propriedade de substitui¢3o).
Logo A4 U {(a,b), (b,a),(c,d),(d,c)} C 5.

A relagdo 6 = A4 U {(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} é uma congruéncia em A (pois é uma relagdo de
equivaléncia que satisfaz a propriedade de substituicio) e contém {(a,b)}. Mas 0 = O(a,b) é a
menor congruéncia em A que contém {(a,b)}. Logo 02 = 0(a,b) C 0.

Assim, 02 = 0 = A4 U{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}.



O par (61,02) é um par de congruéncias fator, pois
- 01N0Oy = Ag;
- 01Vl =6,U60:U{(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)} =Vau;
- 6100y =0,U60:U{(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)} =b00;.

Diga, justificando, se existem algebras nao triviais B e C tais que A =5 x C.

Uma &lgebra A é diretamente indecomponivel se sempre que A 22 B x C (onde B e C s3o algebras do
mesmo tipo da dlgebra A), entdo B é a algebra trivial ou C é a dlgebra trivial. As dlgebras diretamente
indecomponiveis podem ser caracterizadas da seguinte forma: uma &lgebra A é diretamente indecom-
ponivel se e sé se as (nicas congruéncias fator de A sdo as congruéncias V4 e A 4. Da alinea anterior
sabe-se que que 01 e 03 s3o congruéncias fator de A. Uma vez que 61,02 & {A4,V a4}, entdo Ay e
V 4 ndo sdo as Unicas congruéncias fator de A. Logo a algebra A ndo é diretamente indecomponivel
e, portanto, existem algebras n3o triviais B e C tais que A= B x C.

A algebra A é sudiretamente irredutivel? Justifique a sua resposta.

Toda a élgebra sudiretamente irredutivel é diretamente indecomponivel. Uma vez que A n3o é dire-
tamente indecomponivel, entdo A ndo é subdiretamente irredutivel.

4. Seja C a categoria definida pelo diagrama seguinte

v

. onde f =iou=1iov=nhogyg,
QD) e forou=t !
u g=jou=jou,
N / i=hoj.

idg

Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

()

Todo o morfismo de C que é um bimorfismo também é um isomorfismo.
A afirmac3o é falsa.

Um morfismo p : X — Y diz-se um bimorfismo se é simultaneamente um epimorfismo e um mono-
morfismo. Um morfismo p : X — Y diz-se um isomorfismo se existe um morfismo p’ : ¥ — X tal
que pop =idy e p’ op =idy.

O C-morfismo f: P — R é um monomorfismo, pois, para quaisquer iq,i2 : X — P,
foig = foig= i1 =iy =idp.
O C-morfismo f : P — R também é um epimorfismo, uma vez que, para quaisquer ji,72 : P = X,
jiof=joof =71 =js=idg.
Logo f é um bimorfismo. No entanto, f ndo é um isomorfismo, uma vez que ndo existe qualquer
morfismo f': R — P tal que fo f' =idr e f' o f =idp.
O par (R,i) é um coigualizador de u e v.

A afirmac3o é falsa.

O par (R,%) é um coigualizador de u e v se as seguintes condi¢Bes so satisfeitas:

(1) iou=iouw;

(2) para qualquer C-morfismo r : @ — X tal que r o u = r o v, existe um, e um sé, C-morfismo
s:R— X tal que soi =r.

Ora, atendendo a que j : Q@ — S é um C-morfismo tal que j ou = j o v e ndo existe qualquer
C-morfismo s : R — S tal que s o i = j, concluimos que a condi¢do (2) n3o é satisfeita e, portanto,
o par (R,%) ndo é um coigualizador de u e v.



5. Sejam C uma categoriae f: A — B e g: B — C morfismos em C. Mostre que se go f é invertivel
a esquerda e f € invertivel a direita, entdo f é um bimorfismo.

Sejam f: A— Beg: B — C C-morfismos em C tais que g o f é invertivel a esquerda e f é invertivel a
direita. Pretende-se mostrar que f é um bimorfismo, isto é, pretende-se provar que f é um monomorfismo
e um epimorfismo.

O morfismo f é um monomorfismo se, para quaisquer morfismos i1,i2 : D — A,
foiy = foiy= iy =is.

O morfismo f é um epimorfismo se, para quaisquer morfismos j1,j2 : B — F,
Jiof=j2of=ji1=7ja

Um vez que f é invertivel a direita, existe um morfismo f’/ : B — A tal que fo f/ = idg. Logo, para
quaisquer morfismos ji,j2 : B = E

sniof=geof = (iof)of =(aof)of

= jio(fof)=j2o(fof)
= jloidB :jQOidB
= J1=J2

Logo f é um epimorfismo.

Atendendo a que g o f é invertivel a esquerda, existe um morfismo h : C — A tal que ho (go f) = ida.
Ent3o, para quaisquer morfismos i1,i : D — A,

foigr=foia = (hog)o(foii)=(hog)o(fois)
= (hogof)oiz=(hogof)oiy
= idgoi; =idy oo
= 11 =12.

Logo f é um monomorfismo.

Desta forma, provdmos que f é um monomorfismo e um epimorfismo e, portanto, f € um bimorfismo.

6. Sejam C uma categoria e A, B e P objetos de C tais que hom(A,B) #0e f: P+ Aeg: P — B
sdo morfismos de C. Mostre que se (P;(f,g)) é um produto de A e B, entdo f é invertivel a
direita.

Seja (P;(f,g)) um produto de A e B. Pretende-se mostrar que f é invertivel a direita, isto €, pretende-se
provar que existe um morfismo f': B — A tal que fo f' =id4.

Uma vez que hom(A4, B) # (), existe um C-morfismo h : A — B. Atendendo a que C é uma categoria e
A é um objeto de C, ids : A — A é um morfismo de C. Assim, tem-se o seguinte diagrama em C

ida h

A 7 P g B

Uma vez que (P, (f,g)) é um produto de A e B, entdo existe um, e um sé, C-morfismo v : A — P tal que
fou=1ids e gou = h. Dado que existe o morfismo v : A — P tal que f ou = id4, conclui-se que f é
invertivel a dieita.

7. Numa categoria C, considere o seguinte diagrama

2




Mostre que se o diagrama anterior é comutativo, » é um monomorfismo e (A4, (f1, f2)) é um
produto fibrado de (g1, g2), entdo (A, (f1, f2)) é um produto fibrado de (K1, h2).

Admitamos que (A4, (f1, f2)) é um produto fibrado de (g1, g2). Ent3o:

(1) g0 fi=g20 fo
(2) para qualquer objeto X e para quaisquer morfismos u; : X — By e ug : X — Ba, se g1ouj = gaous,
ent3o existe um, e um sé, morfismo v : X — A tal que fiou=1wuj e foou = us.

Pretende-se mostrar que (A, (f1, f2)) é um produto fibrado de (hq, hs). Isto é, pretende-se provar que

(3) hiofi =hoo fo;
(4) para qualquer objeto Y e para quaisquer morfismos vy : Y — By e vy : Y — Ba, se hyov; = hgowuy,
entdo existe um, e um s6, morfismo v : Y — A tal que frov=wv; e foov =ws.

De (1) e (2) é imediata a prova de (3) e (4). De facto:

(3) Uma vez que hy o f1 e hy o f2 sdo morfismos com o mesmo dominio e com o mesmo codominio e o
diagrama anterior é comutativo, é imediato que hj o f; = ho o fo.

(4) Sejam Y um objeto de C e v; : Y — By, v : Y — By morfismos de C tais que hy o v3 = hg 0 vs.
Ent3o, atendendo a que hy = h o g; e ha = h o g2 (pois o diagrama é comutativo), tem-se

hogiov; =hogyous.
Logo, como h é monomorfismo, vem que

g1 0V = g2 0 V2.

Assim, atendendo a (2), conclui-se que existe um, e um sé, morfismo v : Y — A tal que frov = vy e
faov =wvs.

8. Sejam C e D categorias. Diz-se que um funtor ' : C — D reflete objetos iniciais se, para todo
I € Obj(C),
F(I) é objeto inicial de D = I é objeto inicial de C.

Mostre que se F' é um funtor fiel e pleno, entao F' reflete objetos iniciais.

Sejam F' um funtor fiel e pleno e I um objeto de C tal que F'(I) é um objeto inicial de D. Pretende-se
mostrar que I é um objeto inicial de D, isto é, pretende-se mostrar que, para qualquer objeto X de C,
existe um, e um sd, C-morfismo de I em X.

Seja X um objeto de C. Logo F(X) é um objeto de D. Uma vez que F'(I) é um objeto inicial de
D, existe um, e um s6, D-morfismo g : F(I) — F(X). Ent3o, atendendo a que F' é pleno, existe um
C-morfismo f : I — X tal que F(f) = g. Assim, para qualquer C-objeto X, existe um C-morfismo de I
em X. Resta mostrar que existe, no maximo, um C-morfismo de I em X. De facto, se assumirmos que
fi:I = Xefo:1I— X sdo C-morfismos, tem-se que F(f1) : F(I) = F(X) e F(f2) : F(I) = F(X)
sdo D-morfismos. Logo, como F(I) é um objeto inicial de D, vem que F(f) = F(g) (pois existe um
Gnico D-morfismo de F'(I) em F(X)). Desta tltima igualdade segue que f1 = fa2, uma vez que F é fiel.
Desta forma, provamos que, para qualquer C-objeto X, existe um, e um s6, C-morfismo de I em X, isto
é, mostrdmos que I é um objeto inicial de C.

Cotacdo: 1.(1.5+1.5); 2.(2.0+1.5); 3.(1.54+1.0+1.0); 4.(1.25+1.25); 5.(1.75); 6.(1.75); 7.(2.0); 8.(2.0).



