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1. Considere a categoria C definida por
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ondei= foh=goh, j=koh.

Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

(a)

Para quaisquer C-morfismos p: X - Y e ¢:Y — Z, se p nao é um epimorfismo, entdao gop
nao é um epimorfismo

Um C-morfismo 7 : X — Y diz-se um epimorfismo se, para quaisquer C-morfismos s,t: Y — W,

sor=tor =s=t.

Claramente, o C-morfismo h n3o é um epimorfismo, pois
foh=gohef#g.

No entanto, o C-morfismo ¢ = f o h é um epimorfismo. De facto, para quaisquer C-morfismos
s,t:D—W,
sot=toi=s=1idp =t,

uma vez que idp € o Gnico C-morfismo com dominio D.

Logo a afirmac3o é falsa, pois h ndo é um epimorfismo, mas f o h é um epimorfismo.

Para qualquer objeto X de C, se X ndo é um objeto terminal de C, entdo (X,idx) ndo é um
objeto terminal da categoria C/A dos objetos sobre A.

Sendo C = (Obj(C),homc,idC, 0€) a categoria dada no enunciado, a categoria dos objetos sobre
A é a categoria C/A = (Obj(C/A), hom,id®/4, 0€/4) tal que

- os objetos de C/A sdo todos os pares (X, f), onde X é um objetode Ce f: X — D é um
morfismo de C;
dados objetos (X, f) e (Y, g) de C/A, um C/A-morfismo de (X, f) em (Y, g) é um C-morfismo
j: X =Y tal que go€j = f;

para cada objeto (X,f) de C/A, o morfismo identidade id(c)gf}) é o C-morfismo
id§ - X — X;

- dados morfismos j : (X,f) — (Y,9) e k& : (Y,9) — (Z,h) a sua composicio
koC/A (X, f) = (Z,h) é o C-morfismo ko€ j: X — Z.

Ou seja, C/A é a categoria representada por




Um objeto 7' de uma categoria D diz-se um objeto terminal se, para qualquer objeto X de D, existe
um, e um sé, D-morfismo de X em T'.

Na categoria C, o objeto A n3o é terminal, pois D é um objeto de C e n3o existe morfismo de D em
A.

Na categoria C/A, o objeto (A,id4) é terminal, pois, para qualquer objeto (X, q) de C/A, existe um,
e um s6, morfismo de (X, ¢q) em (A4,id4).

Logo a afirmac&o é falsa, pois A é um objeto de C que n3o é objeto terminal, mas (A4,id ) é objeto
terminal de C/A.

O par (C, (id¢, f)) € um produto de C' e D.

O par (C, (id¢, f)) é um produto de C' e D se forem satisfeitas as seguintes condi¢des:
(i) C é um objeto de C;
(ii) ide é um C-morfismo de C em C e f é um C-morfismo de C' em D;

(iii) para quaisquer C-morfismos p: X — C e g: X — D, existe um, e um sé, morfismo u : X — C
tal queidgou=pe fou=gq.

Ora, embora as condi¢des (i) e (ii) sejam satisfeitas, verifica-se que a condi¢do (iii) ndo se verifica. De
facto, como idg : €' — C e g : C' — D sdo morfismos de C, tem-se o seguinte diagrama em C

C
idc g

C ide C 7 D

Como id¢ € o dnico morfismo de C' em C' e f oidg # g, concluimos que ndo existe qualquer C-
morfismo u : C' — C tal que fou =g e idg ou = ido. Por conseguinte, (C, (idc, f) ndo é um
produto de C' e D.

Logo a afirmagdo é falsa.

2. Sejam C uma categoriae f: A — B e g : B — C morfismos de C. Mostre que se go f é invertivel

a dir

eita, entdao g é um epimorfismo.

Um C-morfismo p : X — Y diz-se invertivel a direita se existe um C-morfismo ¢ : Y — X tal que

pogq

=idy.

Um C-morfismo p : X — Y diz-se um epimorfismo se, para quaisquer C-morfismos i,j : Y — Z,

iop=jop=i=].

Sejam f : A —» B eg: B — C morfismos de C tais que g o f é invertivel a direita. Uma vez que

gof

: A — C é invertivel & direita, ento existe um morfismo h : C — A tal que (go f) oh =1id¢.

Sejam 4,5 : C'— D morfismos de C tais que i o g = j o g. Entdo

dond

Logo

e, po

(iog)o(foh)=(jog)o(foh)
e segue que
io((gof)oh)=jo((gof)oh).
i1oide = joide

rtanto, 7 = j.

Desta forma, provamos que g é um epimorfismo.



3. Mostre que se C e D sao categorias com objetos terminais, entdo a categoria C x D também tem
objetos terminais. Conclua que a categoria Set x Set tem objetos terminais. Dé um exemplo de
um objeto terminal de Set x Set. Justifique a sua resposta.

Um objeto T' de uma categoria C diz-se um objeto terminal se, para qualquer objeto X de C, existe um,
e um sé, C-morfismo f: X — T.

Suponhamos que T e Ty sdo objetos terminais de C e D, respetivamente.

Facilmente se prova que (T1,T2) é um objeto terminal de C x D. De facto, como 77 é um objeto de C e
T5 é um objeto de D, o par (T1,T2) é um objeto de C x D. Além disso, para qualquer objeto (X,Y") de
C x D, existe um, e um s6, C x D-morfismo de (X,Y) em (T1,T%). Com efeito, como X é objeto de C e
T, é objeto terminal de C, existe um C-morfismo f : X — T7. De modo andlogo, como Y é um objeto de
D e T, é um objeto terminal de D, existe um D-morfismo g : Y — T5. Logo existe um C x D-morfismo
de (X,Y) em (T1,Tz2): o morfismo (f,g). O morfismo (f,g) é o dnico C x D-morfismo de (X,Y) em
(Th,Tz). Se admitirmos que (f’,¢’) é um C x D-morfismo de (X,Y) em (T1,7T%), segue que f' é um
C-morfismo de X em T} e que ¢’ é um D-morfismo de Y em Ts. Mas f é o tinico C-morfismo de X em
Ty (pois Ty é um objeto terminal de C), pelo que f = f’. De forma semelhante, conclui-se que g = ¢’
(pois T» é um objeto terminal de D). Logo (f,9) = (f’,¢’). Desta forma, provdmos que, para qualquer
objeto (X,Y) de C x D, existe um, e um sé, C x D-morfismo de (X,Y) em (T, T3).

Logo (T3, T%) é um objeto terminal de C x D.

A categoria Set tem objetos terminais: os conjuntos singulares. Logo, pelo que foi provado anteriormente,
a categoria Set x Set tem objetos terminais. Uma vez que {1} e {2} s&o objetos terminais de Set, o par
({1},{2}) é um objeto terminal de Set x Set.

4. Sejam f: A — B e g: B— A morfismos de uma categoria C tais que f o g = idg. Mostre que
(4, f) é um coigualizador de go f e id 4.

Sejam f: A — Beg: B — A morfismos de uma categoria C tais que f o g = idg. Pretendemos mostrar
que (A, f) é um coigualizador de g o f e idy, i.e., pretendemos mostrar que:

(1) fo(gof)=foida;
(2) para qualquer C-morfismo f': A — X, se f'o(go f) = f oida, entdo existe um, e um sé morfismo,
u:B— X tal queuo f = f.

Mostremos (1) e (2).
(1) Uma vez que fog =1idp, tem-se

fol(gof)=(fog)of=idpof=f=foida.

(2) Seja f': A — X um C-morfismo tal que ' o(go f) = f' oida. Entdo f o (go f) = f e, portanto,
existe o C-morfismo u = f' o g tal que uo f = f’.

id4 f
A B

A

gof
u=f'og

X

Além disso, o morfismo f'og € o tnico C-morfismo u : B — X tal queuo f = f'. Defacto,se f”: B — X
€ um morfismo tal que f” o f = f/, tem-se [ o fog= f'og, donde segue que f” oidg = f' o g. Logo

f=fog



5. Numa categoria C, considere o seguinte diagrama

I2
A B>
4
fl C hg
g1
h

B

1 hy D

Mostre que se o diagrama anterior é comutativo e (4, (f1, f2)) € um produto fibrado de (%, h2),
entdo (A, (f1, f2)) € um produto fibrado de (g1, g2).

Admitamos que o diagrama anterior é comutativo e que (A, (f1, f2)) é um produto fibrado de (hq, h2).
Pelo facto de (A4, (f1, f2)) ser um produto fibrado de (hq, ha), tem-se que:

(1) hiofi =hao fo
(2) para quaisquer C-morfismos iy : X — By, i2 : X — Bs, se hy 041 = hy 09, entdo existe um, e um
s6, C-morfismo u : X — A tal que frou =11 e foou = is.

Pretende-se mostrar que (A, (f1, f2)) é um produto fibrado de (g1, g2), isto é, pretende-se mostrar que:
(3) g1o fi=ga2o fa

(4) para quaisquer C-morfismos j; : X — Bj, j2 : X — Ba, se g1 0 j1 = g2 0 jo, entdo existe um, e um
s6, C-morfismo v : X — A tal que frov =j; e foov=js.

Mostremos (3) e (4).

(3) A igualdade g1 o f1 = g2 o fo é imediata, uma vez que o diagrama anterior é comutativo e g1 o f1 e
g2 o f2 sdo morfismos com o mesmo dominio e 0 mesmo codominio.

(4) Sejam j1 : X — By e jo : X — By morfismos de C tais que g10j1 = g20j2. Entdo hogioj; = hogeojo,
donde segue que hy o j; = hg o jo (note-se que ho gy = hy e ho gs = hg, pois o diagrama é comutativo).
Ent3o, atendendo a (2) segue que existe um, e um sé, morfismo v : X — A tal que fiov = ji e fa0v = ja.

6. Sejam X um conjunto e F'x a correspondéncia que

- a cada conjunto A associa o conjunto Fx(A) = A x X;

- a cada funcgdo f : A — B associa a fungcao

Fx(f): AxX — BxX
(a,z) = (fla),z) "

(a) Mostre que, para qualquer conjunto X, F'x é um funtor de Set em Set.

Dado um conjunto X, a correspondéncia Fx é um funtor de Set em Set se F'x é uma correspondéncia
que a cada objeto A de Set associa um objeto de Set, a cada morfismo f : A — B de Set associa
um morfismo f(f): F(A) — F(B) de Set e tal que:

- para qualquer objeto A de Set, F'(ids) = idp(4);
- para quaisquer Set-morfismos f : A — B, g: B— C, F(go f) = F(g) o F(f).

Facilmente se verifica que Fx é um funtor de Set em Set. De facto:

(1) Para cada conjunto A de Set, A x X é um conjunto, logo A x X é um objeto de Set. Assim, a
cada objeto A de Set, a correspondéncia F'x associa um objeto de Set.

(2) Para qualquer funcdo f : A — B, a correspondéncia Fx(f) é uma fun¢3o, logo Fx(f) é um mor-
fismo de Set. Assim, a cada morfismo f : A — B de Set, a correspondéncia Fx associa um morfismo
Fx(f) : Fx(A) — Fx(B) de Set.

(3) Para qualquer objeto A de Set, tem-se Fx(ida) = idp, (a).



Com efeito, como id4 é a fungdo definida por

idA:A — A
a +— a

da definicdo de Fx segue que a funcdo Fx(id4) é a fun¢do dada por

Fx(ida): AxX — AxX
(a,z) — (ida(a),z) = (a,z) °

A fungdo idpy () € a fungdo definida por

idFX(A) . Fx(A)
u

= u ’

ou seja, idp, (a) € a fungdo
idFX(A):AXX - Ax X
(a,z) — (a,2)

Obviamente, as fungdes F'(id4) e idp(4) sdo iguais.
(4) Para quaisquer fungdes f: A— Beg: B— C, Fx(go f)=Fx(g) o Fx(f).
Por definicdo de composicdo de fungdes, g o f é a fun¢do definida por

gof:A — C
a = g(f(a))

donde segue que Fx(go f) é a fungdo

Fx(gof):AxX — CxX
(a,z) = (9(f(a)), )

Atendendo a que f: A — B e g: B — C sao funcdes, pela definicdo de Fx temos

Fx(f):AxX — BxX Fx(g):BxX — (CxX
(a,2) — (f(a),x) (b,z) = (9(b),x)

e por definicdo de composicao de fun¢des segue que

Fx(g)oFx(f):AxX —>CxX
(a,x) = (FX(Q)OFX(JC))(GVT)

onde
(Fx(9) o Fx(f))(a,x) = Fx(9)(Fx (f)(a,z)) = Fx(9)(f(a),z) = (9(f(a)), z).
Claramente, as fun¢des Fx(go f) e Fx(g) o Fx(f) sdo iguais.
(b) Diga, justificando, se o funtor Fx é um funtor fiel quando: (i) X =0. (i) X # 0.

Dado um conjunto X, o funtor F'x é fiel se, para quaisquer fun¢des f,g: A — B,

Fx(f)=Fx(g)= [ =g

(i) Se X =0, o funtor Fx nio é fiel, pois as funcbes f e g definidas por

41 - {2,3} g: {1} — {2,3}
1 — 2 1 — 3

ndo sdo iguais e Fx(f) =0 = Fx(g).
(i) Se X # 0, o funtor Fx é fiel.

De facto, se X # (), entdo existe z € X. Logo, para quaisquer funcdes f,g : A — B tais que
Fx(f) = Fx(g), tem-se f = g. Com efeito:
- f e g sdo fungdes com o mesmo dominio e 0 mesmo conjunto de chegada,
- para qualquer a € A, f(a) = g(a) (se a € A, tem-se (a,z) € Ax X ede Fx(f) = Fx(g) segue
que (f(a),z) = (g(a), z); por conseguinte, f(a) = g(a)).

Cotagdo: 1.(1.5+1.541.5); 2.(2.0); 3.(2.25); 4.(2.25); 5.(2.5); 6.(2.5); 6.(2.0+2.0).



