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Algebra Universal e Categorias

Proposta de resolugio do 1° teste (20 de abril de 2017) duragdo: 2 horas

1. Sejam A = ({1,2,3,4,5}; %4, cA) e B = ({1,2}; %5, P) as dlgebras de tipo (2,0) cujas operagdes
nuldrias sdo dadas por ¢* =2, ¢® =1 e cujas operacdes binarias sdo definidas por

A1 2 3 4 5

T 12 2 2 5 2 5

2 12 3 3 2 2 1‘;;
3 /2 3 2 2 2 > |5 1
4 |5 2 2 4 2

5 [2 2 2 2 2

Seja o : {1,2} — {1,2,3,4,5} a aplicacao definida por a(l) =2 e a(2) = 3.
(a) Diga, justificando, se o conjunto Sg({1}) U Sg*({4}) é um subuniverso de A.

Dado um conjunto X C {1,2,3,4,5}, representa-se por Sg*(X) o menor subuniverso de A que
contém X, isto é, Sg”(X) é o menor subconjunto de {1,2,3,4,5} que contém X e é fechado
para as operacdes de A (o que significa que ¢t € SgA(X) e, para quaisquer z,y € Sg?(X),
z x4y € SgA(X)).

Assim, considerando X = {1} tem-se:
- {1} € SgA ({1}
- A =2¢ SgA(X) (pois Sg({1}) é fechado para a operagdo c);
- 2+42 =3¢ Sg(X) (pois 2 € SgA({1}) e Sg({1}) é fechado para a operagdo **).

Logo {172’3} Cc SgA({l})'

A respeito de {1,2,3} verifica-se que este conjunto contém {1} e é um subuniverso de A (pois é
fechado para as operagdes de A). Porém, Sg*({1}) é o menor subuniverso de A que contém {1}.
Logo Sg({1}) € {1,2,3}.

Portanto, Sg*({1}) = {1,2,3}.

De modo anélogo determina-se Sg({4}). De facto, como {4} C Sg*({4}) e Sg*({4}) é fechado
para as operacdes de A, tem-se {2,3,4} C Sg({4}). O conjunto {2,3,4} contém {4} e é um
subuniverso de A. Entdo, como Sg*({4}) é o menor subuniverso de A que contém {4}, segue que
SQA({4}) C {2,3,4}. Logo SQA({4}) ={2,3,4}.

Assim, SgA({1}) U SgA({4}) = {1,2,3,4}. O conjunto {1,2,3,4} n3o é um subuniverso de A, pois
n3o é fechado para a operacdo ™ (1,4 € {1,2,3,4}, mas 1 x4 =5 ¢ {1,2,3,4}).

(b) Mostre que a aplicagao o é um monomorfismo de B em A. Justifique que B é isomorfa
a uma subdlgebra de A.

A aplicagdo o é um monomorfismo de 3 em A se o é uma aplicagdo injetiva e é um homomorfismo
de B em A, ou seja, se « é uma aplicagdo injetiva tal que:
B) A

- a(c®) =

- para quaisquer 7,y € {1,2}, a(z B y) = a(z) ** a(y).

Ora, atendendo a que

- alB)=a(l) =2=cA,

- (18 1) =a(2) =3 =2+42=a(l) " a(l),
- a(1x82) =a(2) =3 =243 =a(l) x* (2),
- a2481) =a(2) =3 =342 =a(2) " a(l),
- a2482) =a(l) =2 =343 = a(2) " a(2),



conclui-se que o é um homomorfismo de B em A. Claramente, a aplicacdo « € injetiva, pois

Vr,y € {1,2},z # y = a(z) # a(y).
De facto, 1 #2 e a(1) =2 # 3 = «(2). Logo « é um monomorfismo de B em A.

Um vez que a é um monomorfismo de B em A, tem-se B = «(B). Além disso, como B é uma
subdlgebra de B e a é um homomorfismo de B em A, «(B) é um subdlgebra de A. Portanto, B é
isomorfa a uma subalgebra de A.

2. Seja A = (A; F) uma &algebra undria. Mostre que se S; e S; sdo subuniversos de A, entao
S1 U Sy é um subuniverso de A.

Sejam A uma algebra undria e Sy, So subuniversos de A. Pretende-se mostrar que S1U.S2 é um subuniverso

de A.

Uma vez que A é uma dlgebra undria, toda a operagdo de A é undria. Assim, um subconjunto X de
A diz-se um subunivero de A se, para qualquer simbolo de operacdo unario f e para qualquer x € X,

fAx)e X

Ent3o, facilmente se verifica que S1US5 é um subuniverso de A. Com efeito, como S; e S sdo subuniversos
de A, tem-se S1,S5; C A, pelo que S1 U Sy C A. Além disso, para qualquer simbolo de operacdo f e para
qualquer x € S; U Ss, tem-se fA(:C) € S1US5. De facto, como x € S1 U S,, entdo x € Sy ou x € Ss.
Caso z € S, segue que f*(x) € Sy, pois x € S; e S; é fechado para a operagio f*. Caso x € Sy, segue
que fA(x) € So, pois Sy também é fechado para a operacio fA. Logo f*4(x) € S; U S,. Desta forma,
provamos que S U S3 é um subuniverso de A.

3. Sejam A = (4;(f*)se0), B = (B;(f®)jc0) e C = (C’,( f€)teo) algebras de tipo (O,7),
a1 € Hom(A,B) e as € Hom(A,C). Seja a : A — x C a aplicagdo definida por
a(a) = (a1(a), az(a)), para todo a € A.

(a) Mostre que o é um homomorfismo de A em B x C.

A aplicacdo a é um homomorfismo de A em B x C se, para qualquer simbolo de operacdo n-ario
f € O e para quaisquer aq,...,a, € A,

a(fA(al, conap) = B afay), ... alay)).

Atendendo a que a; € Hom(A, B) e as € Hom(A,C), é imediato que o é um homomorfismo de A
em B xC. De facto, para qualquer simbolo de operagdo n-drio f € O e para quaisquer aq,...,a, € A,

a(fAar,...,an)) = (ar(fA(a1,... an)), aa(fA(ar,.. . an)) (1)

= (fB(al(al)a"-aal(an))afC(QQ(al)a"-aaQ(an))) (2)
= B((ea(ar), a2(ar)), ..., (a1(an), a2(an))) (3)
= [B%a(ar),. .., alan)) (4)

) Por definicdo de .

) a1 € Hom(A, B) e as € Hom(A,C).

)

)

Por definicio de fB*C.
Por definicdo de a.

(b) Mostre que ker @ = ker ay N ker as.

Dadas algebras C = (C; F) e D = (D; G) do mesmo tipo e um homomorfismo 8 : C — D, tem-se
ker f = {(z,y) € O x C|B(x) = B(y)}-

Assim, para qualquer (z,y) € A x A,

(x,y) € ker v alz) = aly)
(a1 (2), a2(z)) = (a1 (y), a2(y))
a1(z) = a1 (y) e az(x) = az(y)
) € keray e (z,y) € keran
)

€ ker aq Nker as.

oo

(z,y
(z,y

Logo ker o = ker a; N ker as.



(c) Mostre que se o é um epimorfismo, entdo «; e as sado epimorfismos e
A/(ker iy Nker aig) = A/ ker a; x A/ ker aa.

Dadas élgebras C = (C; F) e D = (D; G) do mesmo tipo e uma aplicagdo 8 : C — D, diz-se que 3
€ um epimorfismo se 8 € um homomorfismo sobrejetivo.

Admitamos que « é um epimorfismo. Pretende-se mostrar que a; e a3 sdo epimorfismos. Uma vez
que 1 e ag sdo homomorfismos, resta mostrar que a; e as s3o aplicagdes sobrejetivas.

Mostremos que a aplicacdo v é sobrejetiva, ou seja, mostremos que, para todo b € B, existe a € A
tal que az(a) = b. Seja b € B. Como C # (), existe ¢ € C. Logo (b,c) € B x C. Uma vez que « é
uma aplicagdo sobrejetiva de A em B x C (pois « é um epimorfismo) e (b,¢) € B x C, existe a € A
tal que a(a) = (b,¢), isto é, existe a € A tal que (ai(a),az(a)) = (b,c). Logo, para todo b € B,
existe a € A tal que ay(a) = b. Logo «; é sobrejetiva.

A prova de que ay € sobrejetiva é analoga.

4. Seja A = (A; fA, g*) a dlgebra de tipo (1,1) tal que A = {a,b,c,d} e cujas operagoes f* e g*
sao definidas por
z |

fA@) [

b d x|a
a a c

g (z) |

Sabendo que o reticulado de congruéncias de A pode ser representado por

c b ¢ d
b d a b

Va

Ay
onde 6, = 0(a,b), 62 = 0(a,c), 85 = 0(b,d) e 4, = AN aU{(a,c),(c,a),(b,d),(d,b)}:
(a) Determine 6, e justifique que (61,64) é um par de congruéncias fator.

Seja A = (A; F) uma algebra de tipo (O, 7). Uma relagdo bindria em A diz-se uma congruéncia em
A se 6 é uma relacdo de equivaléncia em A que satisfaz a propriedade de substituicdo, i.e., se § é uma
relacdo de equivaléncia tal que, para qualquer simbolo de opera¢do n-ario f € O e para quaisquer
a1y...,0pn, b1,...b, € A,

(a1,b1), .., (an,bn) € 0= (fA(a1,...,an), fA(D1,...,by)) € 0.
Dado X C A2, representa-se por (X ) a menor congruéncia em A que contém X.

Uma vez que 61 = 6(a,b) é a menor congruéncia em A que contém {(a,b)} segue que
b) € 61;

a) € 61 (pois 01 é simétrica);

-

(
61 (pois 0, é reflexiva);
( Ab)) = (b, a), (fA(b), fA(a)) = (a,b) € 01 (pela propriedade de substituicio);
(g Ab)) = (c,d), (g(b), g ( )) = (d, c) € 6, (pela propriedade de substitui¢o);
(fA(0), fA(d) = (b, a), (fAd), fA(c)) = (a,b) € 6; (pela propriedade de substituicio);
(g™ (c), g (d)) = (a,b), (g"(d), g (c)) = (b,a) € 61 (pela propriedade de substituicio).
Logo A4 U{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} C 6.

- (a,

(b,
- A
FA(
A(

(

A
A

a),

a

Q -

);
- )

)

‘Qkﬁ

A relacdo 6 = A4 U{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} é uma congruéncia em A (pois é uma relagdo de
equivaléncia que satisfaz a propriedade de substituicio) e contém {(a,b)}. Mas 6; = O(a,b) é a
menor congruéncia em A que contém {(a,b)}. Logo 61 = 6(a,b) C 6.

Assim, 01 =0 = A4 U{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}.



O par (61,604) é um par de congruéncias fator, pois
LA VAV
- 601Vl =6,U0,U{(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)} =Vau;
- 61004 =0,U60,U{(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)} =0400;.

(b) Justifique que A = A/0; xA/0;. Defina as operagoes da dlgebra A/, = (A/0,; A0, gA/04).,
Da alinea anterior sabe-se que (01,64) é um par de congruéncias fator. Logo A = A/6; x A/0,.

Atendendo a que 0y = Ay U {(a,0),(c,a),(b,d),(d,b)}, tem-se A/0y = {[a]o,,[blo,}, onde
[a)a, = [clo, € [b)o, = [d]o,. As operacdes f4/% e gA/% s30 definidas por

fA% AJGy —  AJby g0 AJ0y — Ay
[alg, = [fA(@)]o, =[], , [alg, = [9'@)lo, = [clo, = [alo, -
Blo, = [F(®)o, = [alo, ble, — [90)]o. = [dlo, = [blo,

(c) Diga, justificando, se a algebra A é:
i. c-distributiva. ii. subdiretamente irredutivel.

A algebra A é c-distributiva se o reticulado Con.A das congruéncias de A é distributivo. O reticulado
ConA é distributivo se e sé se ndo tem qualquer subrreticulado isomorfo a N5 nem a M5.

Ora, o reticulado

Va

04
6,
03

VA

é um subrreticulado de ConA ({A4,01,03,04,Va} C ConA e {A4,01,03,04,V 4} é fechado para
as operagdes infimo e supremo definidas em Con.A) e é isomorfo a N5. Logo ConA n3o é distributivo
e, por conseguinte, A n3o é c-distributiva.

A dlgebra A é subdiretamente irredutivel se e sé se a dlgebra A é trivial ou ConA\{A 4} tem elemento
minimo. Uma vez que a &lgebra A n3o é trivial e o conjunto parcialmente ordenado Con A\ {A4}

Va

&

01 0 03

n3o tem elemento minimo (note-se que n3o existe § € ConA tal que § C «, para todo « € ConA),
concluimos que a élgebra A n3o é subdiretamente irredutivel.

5. Considere os operadores de classes de algebras H e S. Mostre que HSH é um operador
idempotente.

Pretendemos mostrar que HSH é idempotente, ou seja, que (HSH)?> = HSH.
Ora, atendendo a que H?2 = H, S?2 =S e SH C HS tem-se:

HSH

HSSH ( pois S? = 9)
HSSHH  ( pois H? = H)
HSHSH ( pois SH C HS)
HSHHSH ( pois H> = H)

[



HSHHSH HSHSH ( pois H> = H)
HHSSH ( pois SH C HS)

HSH (pois H>=H e 52 =9).

Iin

Logo (HSH)? = HSH.

Cotacdo: 1.(2.042.0); 2.(2.0); 3.(2.0+1.5+2.0); 4.(2.54+2.042.0); 5.(2.0).



