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1. Para cada n € N, seja A, = (4,;(f*,04)) a dlgebra de tipo (1,0), onde A, = {0,1,2,...,2n},
0A=0e fA: A, - A, é a operagao definida por

x+2 se x€{0,1,2,...,2n—2}
flxy=4¢ 1 se z=2n-1
0 se = =2n

Para cadan € N:  i. Determine Sg»({1}) e Sg*»({2}). ii. Indique todos os subuniversos
de A,.

i. Para cada n € N, Sg*=({1}) é o menor subuniverso de A, que contém {1}. Por conseguinte,
1 € Sg**({1}). Uma vez que Sg™*»({1}) é um subuniverso de A,, tem de ser fechado para todas
as operacdes de .A,,, em particular tem de ser fechado para a operacio nuldria 0, donde segue que
0 € Sg”»({1}). Atendendo a que Sg**»({1}) também ¢é fechado para a operagio f, entdo

£(0) =2 € Sg({1})

0eSgt({1}) =
= f(2)=4€Sg*({1})

f(2n—2) =2n¢e Sg*({1})
f(2n) =0 € Sg*({1})

R

1e Sg*({1}) f(1) =3 € Sg({1})

f(3)=5¢€ Sg*({1})

4 U

= f(2n—1)=1¢€ Sgt({1}).
Assim, {0,1,2,...,2n} C Sg?*({1}) e, uma vez que Sg*~({1}) C {0,1,2,...,2n}, conclui-se que
SgAn({1}) ={0,1,2,...,2n}.

De forma andloga, determina-se Sg*=({2}). Como Sg*~({2}) é o menor subunivero de A,, que contém
{2}, entdo 2 € Sg”»({2}). Atendendo a que Sg*=({2}) é fechado para as operagdes de A,,, entdo

0€ Sg*({2})

2 € Sg({2}) f(2) =4 € Sg*({2})

=
= f(4)=8¢€ 89" ({2})

= f(2n—2) =2n¢e Sg*({2})
= f(2n) =0e Sg*({2}).

Logo {0,2,4,...,2n} C Sg"({2}). Uma vez que 2 € {0,2,4,...,2n}, {0,2,4,...,2n} é um subuniverso
de A,, e é o menor subuniverso de A,, que contém {2}, concluimos que Sg~ ({2}) = {0,2,4,...,2n}.

ii. Os Unicos subuniversos de A,, sdo A, e {0,2,4,...,2n}, pois:

- todo o subuniverso de A,, tem de estar contido em A,;
- () n3o é subuniverso de A,,, uma vez que A,, tem operacdes nuldrias;

- todo o subuniverso de A,, que contenha um nidmero impar de A,, tem de conter todos os elementos
de A,;

- um subuniverso de A,, que contenha um nimero par de A,, tem de conter todos os nliimeros pares de
Ap.



2. Sejam R = (R;A,V) um reticulado e < a relagao de ordem parcial definida por

r<yseesébsexr=xAy, Yo,y € R.

Para cada a € R:

(a) Mostre que a &lgebra 7, = (I,;A%+,vZe), onde [, = {z € R:x < a} e AT* e VI« sao as

operacgoes definidas por
e NP y=any, aVviey=aVvy, Yo,y € l,,
€é uma subalgebra de R.

A dlgebra T, = (I,; A+, VvZe) é uma subdlgebra de R se:
(1) Lo #0;

(2) I, é um subuniverso de R;
(3) para quaisquer z,y € I,, t ATey =x AyexViey=aVy.

Verifiquemos que as trés condi¢Bes anteriores sdo satisfeitas.
(1) Uma vez que a A a = a, tem-se a < a e, portanto, a € I,. Logo I, # 0.

(2) Dado a € R, o conjunto I, é um subuniverso de R se I, C R e, para quaisquer =,y € I,
zANyel,exVyel,.

Obviamente I, C R. Além disso, para quaisquer x,y € R,

z,yel, = zyeRex<aey<a
= zAy,zVyec Reinf{z,y} <aesup{z,y} <a (%)
= zAy,zVyeERexNy<aexVy<a
= zAyel,exVyel,.

Logo I, é um subuniverso de R.

(x) Como z,y € R e R é reticulado, é imediato que z Ay € Re xVy € R. Uma vez que
inf{z,y} < z,yex < aey < a vem que inf{z,y} < a. Além disso, como =z < a e y < a,
o elemento a é um majorante de {x,y}, pelo que sup{z,y} < a (pois sup{x,y} é o menor dos
majorantes de {x,y}).

(3) Imediato, pela definicio de Afa e V7o,
De (1), (2) e (3) conclui-se que Z, é uma subdlgebra de R.

Mostre que se R é um reticulado distributivo, entao a aplicagao ¢, : R — I, definida
por ¢.(z) =z A a, para todo x € R, ¢ um homomorfismo de R em Z,.

A aplicagdo ¢, é um homomorfismo de R em Z, se, para quaisquer z,y € R,
ba(T NY) = Pa(T) NFe ba(y) € dalz VYy) = du(z) via ba(y)-

Para quaisquer z,y € R,

da(xNy) = (xAy)Aa (definicdo de ¢,)
= (zAy)A(aAa) (idempoténcia de A)
= (rAa)A(yAa) (comutatividade e associatividade de A)
= ¢a(x) A daly) (deflnlcao de ¢,)
= Ga(@) AT daly)  (da(2), da(y) € Lo € definicio de A*e),
da(xVy) = (xzVy)Aa definicdo de ¢,)

(
(xANa)V (yAa) (R édistributivo)
= @u(x)V du(y) (definigdo de ¢,)
da(x) VI 0o (y)  (Pa(), Pa(y) € I, e definicdo de VZe).

Logo ¢, é um homomorfismo de R em Z,.



3. Seja A = (4;(f*)e0) uma algebra.

(a) Mostre que se 61,05 € ConA, entao 6; N € ConA.

Sejam 6 e 0 congruéncias em A. Entdo 0; e 5 sdo relaces de equivaléncia em A e satisfazem a
propriedade de substituicdo. Uma vez que 0, e 05 satisfazem a propriedade de substitui¢do, entdo,
para qualquer simbolo de operacdo n-ario f de O e para quaisquer z1,...,Zn,Y1,...,Yn € A, sdo
satisfeitas as condi¢des seguintes:

(1) (Vie{l,...n}, (zi,y:) € 61 = (fA(z1,...,20), [A(y1,-. -, yn)) € b1,
(2) (Vie{1,...n},(zs,y:) €02 = (fA(21,...,20), FAWY1, .-, Un)) € ba.

Uma vez que 0; e 0, sdo relacdes de equivaléncia em A, entdo
(3) 61 N By é uma relagdo de equivaléncia em A.
De facto, 61 N> é uma relagdo bindria em A e, além disso, 61 N O3 é reflexiva, simétrica e transitiva:

- para qualquer z € A, (z,x) € 61 e (x,z) € 0, pois 6 e 6 sdo reflexivas. Logo, para qualquer
x € A, (x,z) € 01 N6y e, portanto, 1 N Oy é reflexiva.

- para quaisquer z,y € A,

(x,y) €1 Nby = (z,y) €01 e (z,y) € b
= (y,z) €61 e (y,x) €0y (poisf; e Oy sdo simétricas)
= (y,:v) € 61 N6

Logo 61 N O3 é simétrica.
- para quaisquer z,y, z € A,

('rvy)a(yvz) €61nNby = ('rvy)a(yvz) €bie (Iay)v(yaz) €6
= (x,2) €61 e(z,z2)€bs (pois 61 e 02 s&o transitivas)
= (1‘,2)691 Nos.
Logo (z, 2) é transitiva.

Atendendo a que 6; e 65 satisfazem a propriedade de substitui¢do, entdo

(4) 61 N O, satisfaz a propriedade de substituicdo, pois

(Vie{l,...n},(zs,y:) €01 N0O2) = Vie{l,...n},(x;,y;) € 01 e (zi,y;) € b
= (f‘A(Il,...,CCn),f'A yl,...,yn))et?le
(fA@1, @), A Y1, yn) € b (por (1) e (2)
= (fA(,Tl,...7.%'n),f“4(y1,...7yn))691 N 6.

De (3) e (4) conclui-se que 6; N O3 é uma congruéncia em A.

Se A é uma &lgebra cujo reticulado de congruéncias pode ser representado pelo
diagrama de Hasse seguinte

Va

01 053

Aa
diga, justificando, se a dlgebra A é:
i. diretamente indecomponivel.

A algebra A é diretamente indecomponivel se e s se as Unicas congruéncias fator de A sdo Ay
(S VA.

Uma congruéncia § em A diz-se uma congruéncia fator se existe uma congruéncia 0* em A tal
que 0NO* =Ny, VO =Vyelobf* =0%00.

Do diagrama de Hasse que representa o reticulado ConA conclui-se que A 4 e V4 sdo as (nicas
congruéncias fator de A, uma vez que:



- A4 e V4 sdo congruéncias fator de A;

- 0;V0; # Va4, para todo i, j € {1,2,3,4};

- 0; ANV =0; % Ay, para todo i € {1,2,3,4};
- 0;VAA=0; £V 4, paratodo i € {1,2,3,4}.

Logo A é diretamente indecomponivel.

ii. subdiretamente irredutivel.

A dlgebra A subdiretamente irredutivel se e sé se A é a lgebra trivial ou ConA \ {A4} tem
elemento minimo.

Uma vez que A n&o é uma algebra trivial (pois ConA # {Aa}) e ConA\{A 4} ndo tem elemento
minimo, entdo A n3o é sudiretamente irredutivel.

iii. c-distributiva.
A dlgebra A é c-distributiva se Con.A é um reticulado distributivo. Um reticulado R ¢é distributivo
se e s6 se R ndo tem qualquer subreticulado isomorfo a M5 ou a Ns.

Uma vez que {A4,01,02,03,04} é um subreticulado de Con.A (pois é um subconjunto de Con.A
fechado para as operacdes A e V) e é isomorfo a M5, concluimos que ConA ndo é um reticulado
distributivo. Logo a algebra A n3o é c-distributiva.

4. Considere os operadores S, I e P. Mostre que SIP é um operador de fecho.

O operador SIP é um operador de fecho se:

(1) para qualquer classe K de élgebras do mesmo tipo, K C STP(K);
(2) para qualquer classe K de dlgebras do mesmo tipo, SIP(K) = (SIP)?*(K);
(3) para quaisquer classes K; e Ko de dlgebras do mesmo tipo,

Facilmente se verificam as condi¢Ges anteriores. De facto,

(1) Para qualquer operador O € {H,I,S, P, Ps} e para qualquer classe K’ de algebras do mesmo tipo,
tem-se K’ C O(K'). Logo, para qualquer classe K de dlgebras do mesmo tipo, tem-se K C P(K),
P(K)CIP(K)e IP(K)C SIP(K), donde segue que K C STP(K).

( ) D

e (1) segue que, para qualquer classe K de &lgebras do mesmo tipo, P(K) C PSTP(K), donde
IP(K) C IPSIP(K) e, por conseguinte STP(K) C (SIP)?(K). Além disso,

(SIP)X(K) — SIPSIP(K)

SISPIP(K) (pois PS < SP)
S2IPIP(K,) ( pois SI = IS)

SIP(K;) ( pois S2 =S e (IP)? =IP).

1N 1

Logo (SIP)? = SIP.

(3) Se K; e K, sdo classes de dlgebras do mesmo tipo tais que K; C Ka, entdo P(K;) C P(K>), donde
IP(K;) C IP(K3) e, por conseguinte, STP(K;) C SIP(K3).

De (1), (2) e (3) conclui-se que SIP é um operador de fecho.

5. Sejam C, D e E as categorias definidas pelos diagramas seguintes

. f . , h :
C ldA CA_)B:) ldB D ldX X_)YD ldy
g
idR
/ \ ondei= fou= fow

1dQ
QD ej=gou=gou.



(a) Construa a categoria C x D.

A categoria C x D ¢ a categoria definida do seguinte modo:

- os objetos de C x D s3o todos os pares (A, B), onde A é um objeto de C e B é um objecto de
D;

- os morfismos de hom((A,B),(A",B’)) sdo todos os elementos da forma
(f.g9) : (A,B) — (A,B’), onde f : A — A’ é um morfismo de C e g : B — B’ é um
morfismo de D;

- para cada objeto (A4, B) de C x D, o morfismo identidade id 4 p) é o par (ida,idp);

- a composicio (f,g") o (f,g) dos morfismos (f,g) e (f',g’) de C x D é definida componente a
componente, isto é, (f,g) o (f',9")=(fo f',g09).

Assim, a categoria C x D é a categoria representada pelo diagrama seguinte
(.fa ldX)

dax)(  (4,X) (B,X) )ids,x)

(idB,h)

day)( (4,Y) (B,Y) )idmy)
(g7 ldY)

(b) Diga, justificando, se (P, (f,g)) é um produto de R e S na categoria E.
Por definicdo de produto de dois objetos, (P, (f,g)) é um produto de R e S se:

- f é um morfismo de P em R e g é um morfismo de P em S,
- para qualquer objeto X e para quaisquer E-morfismos f': X — Re g’ : X — S, existe um e um
sé morfismo k: X — Ptalque fok=f'egok=yg.
Ent3o, atendendo a definicdo de E, conclui-se que (P, (f,g)) ndo é um produto de R e .S, pois i é um
morfismo de @@ em R, j é um morfismo de () em S e existe mais do que um morfismo k : Q — P tal
que fok =1 e gok = j; de facto, u e v sdo morfismos de () em P tais que fou=iegou=j,
fov=iegov=jeu#uv.

6. Sejam C uma categoria e f: A — B e g: B — C morfismos em C. Mostre que se go f é
um monomorfismo e f é invertivel a direita, entao f é um bimorfismo.

Sejam f: A — Beg: B — C morfismos em C tais que g o f é um monomorfismo e f é invertivel a
direita.

Uma vez que g o f é um monomorfismo, entdo, para quaisquer C-morfismos ¢,j : D — A,
(gofloi=(gofloj=i=]
Atendendo a que f invertivel 3 direita, existe um C-morfismo f’: B — A tal que fo f' =idp.

Pretendemos mostrar que f é um bimorfismo, isto é, queremos mostrar que f é um monomorfismo e um
epimorfismo.

Atendendo as hipéteses anteriores, esta prova é simples. De facto:

- Para quaisquer morfismos 7,57 : D — A,

foi=foj = go(foi)=go(foj)
= (gof)oi=(gof)oj (associatividade de o)
= i=j (g o f é um monomorfismo),

pelo que f é um monomorfismo.

- Para quaisquer morfismos i,5 : B — D,

iof=jof = (iof)of'=(jof)of
= do(fof)=jo(fof') (associatividade de o)
= joidg=joidp (f' é o inverso direito de f)
= i=j



e, portanto, f é um epimorfismo.

Logo f é um epimorfismo.

7. Sejam C uma categoria, f,g : A — B morfismos em C e (I,i) um igualizador de f e g.
Mostre que se « : B — C é um monomorfismo, entao (I,i) é um igualizador de ao f e aog.

Sejam f,g: A — B morfismos em C, (I,i) um igualizador de f e g e « : B — C' um monomorfismo.

Atendendo a que (I,¢) é um igualizador de f e g, entdo ¢ é um C-morfismo de I em A tal que:

(1) foi=goi;
(2) para qualquer C-morfismo j : J — A tal que foj = goj, existe um e um sé C-morfismo u : J — T
tal que tou =3j.

Pretendemos mostrar que (I,4) é um igualizador de awo f e a0 g, isto é, queremos mostrar que:
(3) (aof)oi=(aog)oi;

(4) para qualquer C-morfismo k : K — A tal que (ao f)ok = (aog)ok, existe um e um sé C-morfismo
v: K —1talqueiowv=k.

De (1) e (2) é simples mostar (3) e (4). De facto:
(3) Como foi=g oi,entdo ao (foi) =ao(goi), donde resulta que (ao f)oi = (aog)oi.

(4) Seja k : K — A um C-morfismo tal que (o f)ok = (wog)ok. Entdo ao(fok) =ao(gok)e,
uma vez que « é um monomorfismo, tem-se f o k = go k. Logo, por (2), existe um e um sé C-morfismo
v:K —1talqueiov=k.

8. Sejam C, D e E categorias, f: A — B um C-morfismoe F:C— D e G: D — E funtores.
(a) Mostre que GF é um funtor da categoria C na categoria E.
Sejam F': C — D e G : D — E funtores.

(1) Uma vez que que F' é um funtor de C em D, ent3o a cada objeto X de C, o funtor F' associa
um objeto F(X) de D. Atendendo a que G é um funtor de D em E, ent3o a cada objeto F'(X) de
D, o funtor G associa um objeto G(F'(X)) de E. Assim, a cada objeto X de C, a correspondéncia
GF associa um objeto GF(X) de E.

(2) Uma vez que que F é um funtor de C em D, a cada C-morfismo f : X — Y é associado
um D-morfismo F(f) : F(X) — F(Y). Sendo G um funtor de D em E, a cada D-morfismo
F(f): F(X)— F(Y) é associado um E-morfismo G(F(f)) : G(F(X)) = G(F(Y)). Assim, a cada
C-morfismo f : X — Y, a correspondéncia GF associa um E-morfismo GF(f) : GF(X) — GF(Y).

(3) Para cada objeto X de C,

GF(idx) G(F(idx)) (por definicdo de GF')

(
G(idr(x)) EF é funtor)
(

idg(p(x)) G é funtor)
idar(x) por definicdo de GF).
(4) Para quaisquer C-morfismos f: X Y eg:Y — Z,
GF(gof) = G(F(gof)) (por definicdo de GF)
= G(F(g)o F(f)) (F é funtor)
G(F(g (
(

)) o G(F(f)) (G é funtor)
= GF(g9) o GF(f) por definicdo de GF).

Por (1), (2), (3) e (4) fica provado que GF é um funtor de C em E.

(b) Mostre que se F é fiel e pleno e F(f) é invertivel & esquerda, entao f é invertivel &
esquerda.

Suponhamos que F' é um funtor fiel e pleno e que F(f) : F(A) — F(B) é invertivel a esquerda.

Uma vez que F'(f) é invertivel a esquerda, existe um D-morfismo g : FI(B) — F(A) tal que

go F(f)=idp(a.



Pretendemos mostrar que f é invertivel a esquerda, i.e. queremos mostrar que existe um C-morfismo
f':B— Atal que f'o f =id4.

A prova segue facilmente das hipdteses anteriores. De facto, como f é pleno, existe um morfismo
f': B — Atal que F(f') =g. Logo

F(f") o F(f) = idp(a)
e, uma vez que F' é um funtor de C em D, vem que
F(f'o f)=F(ida),

donde segue que
flof=ida,

uma vez que I é fiel.

Assim, f é invertivel a esquerda.

Cotacdo: 1.(1.5) 2.(1.75+1.75); 3.(1.75+42.0); 4.(1.75); 5.(1.2541.25) 6.(1.75) 7.(2.0) 8.(1.5+1.75).



