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1. Seja C a categoria definida pelo diagrama
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onde j=ioh, k=hof=hog , l=jof=jog=iock=nom e qg=pom.
(a) Construa a categoria dos objetos sobre F'.

A categoria dos objetos sobre F', representada por C/F, é a categoria tal que:

- os objetos de C/F sdo todos os pares (X,s), onde A é um objeto de C e s: X — F é um
morfismo de C;

- dados objetos (X, s) e (Y,¢) de C/F, um C/F-morfismo de (X, s) em (Y,t) é um C-morfismo
v: X —Y talquetov =s;

- para cada objeto (X,s) de C/F, o morfismo identidade idx,;) é o C-morfismo
idy : X = X;

- dados morfismos w : (X, s) = (Y,t) ez : (Y,t) = (Z,v) a sua composi¢do zow : (X, s) = (Z,v)
é o C-morfismo zow : X — Z.

Assim, a categoria C/F é a categoria representada pelo diagrama
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(b) Dé exemplo, caso existam, de um C-morfismo s e de uma subcategoria C' de C tais
que s nao seja monomorfismo em C e seja monomorfismo em C'.
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Seja C’ a categoria representada pelo diagrama

e

Claramente, C’ é uma subcategoria de C, pois
- Obj(C’) C Obj(C),
Mor(C’) € Mor(C),
- para cada X € Obj(C’), o morfismo idx em C’ é o morfismo idx em C;

D

- a composicio de morfismos em C’ é a induzida pela composicido de morfismos em C.

Considerando o morfismo h, verifica-se que h é um monomorfismo em C’, mas n3o é um monomorfismo
em C (pois ho f =hoge f#g).



(c) Diga, justificando, se (C,h) é um co-igualizador de f e g.

O par (C,h) é um co-igualizador de f e g, pois:

-hof=hog;

-ser:B — X é um C-morfismo tal que r o f = r o g, entdo existe um, e um sé, C-morfismo
u: C — X tal que uoh = r. De facto, se r € um morfismo nas condicGes anateriores, temos dois
casos a considerar: » = h ou r = j. Se r = h, existe um, e um sé morfismo u : C — C tal que
h = u o h; tal morfismo é o morfismo idc. Se r = j, existe um, e um sé, morfismo u : C — D
tal que u o h = j, tal morfismo é o morfismo i : C' — D.

2. Sejam C uma categoriae f: A— B e g: B — C morfismos em C. Mostre que:
(a) Se f e g sdo epimorfismos, entdao go f é um epimorfismo.

Sejam f e g epimorfismos da categoria C. Entdo g o f é um epimorfismo, isto é, para quaisquer
morfismos ¢,j : C' — D,
io(gof)=jolgof)=i=j

De facto, como f e g sdo epimorfismos, tem-se

io(gof)=jolgof) = (iog)of=(jog)of
= jog=jog (pois f é um epimorfismo)
= i=j (pois g € um epimorfismo).

(b) Se f é um epimorfismo e invertivel & esquerda, entao f é um isomorfismo.

Admitamos que f é um epimorfismo e invertivel a esquerda. Uma vez que f é invertivel a esquerda,
existe f': B — A tal que f'o f =id4. Entdo fo(f o f) = f, donde (fo f')of=idgo f. Por
conseguinte, como f é um epimorfismo, tem-se f o f' = idg. Logo f é invertivel a direita. Uma vez
que que f é invertivel a direita e a esquerda, concluimos que f é um isomorfismo.

3. Seja C uma categoria com objeto inicial / e com objeto terminal 7" e seja f : T — [ um
morfismo de C. Mostre que f é um isomorfismo. Conclua que I e T sao objetos zero.

Admitamos que I é um objeto inicial, T' é um objeto terminal e que f : T'— I é um C-morfismo. Uma
vez que T' é um objeto terminal, existe um C-morfismo u: I —T. Logo uwo f : T'— T é um C-morfismo
e tem-se uo f = idp. De facto, comouo f: T — T eidp : T — T sdo morfismos de C e existe um (nico
C-morfismo de T em T (uma vez que T' é um objeto terminal), tem-se v o f = idr. De modo andlogo
conclui-se que fou =idy, pois fou: I — I eid; : I — I sdo morfismos em C e existe um tnico morfismo
de I em I (uma vez que I é um objeto inicial). Assim, f é invertivel a direita e a esquerda e, portanto, f
é um isomorfismo.

Um objeto que seja isomorfo a um objeto inicial (respetivamente, terminal) também é um objeto inicial (res-
petivamente, terminal). Logo, como I e T s3o isomorfos, concluimos que I e T s3o objetos simultaneamente
iniciais e terminais, isto €, sdo objetos zero.

4. Sejam f,g: A— B ei:I — A morfismos numa categoria C. Mostre que se (I, (i,i)) é um
produto fibrado de (f,g), entdo (I,i) é um igualizador de f e g.

Admitamos que (I, (i,4)) é um produto fibrado de (f, g), i.e., admitamos que o diagrama
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é um quadrado cartesiano. Entdo:

(1) foi=goi;
(2) para quaisquer C-morfismos ' : X — Ae g : X — B taisque fo f' = gog/, existe um, e um sé,
C-morfismou: X — I talqueiou= f'eiou=yg.

Pretendemos provar que (I,4) é um igualizador de f e g, isto é, temos de provar que:



(i) foi=goi;
(ii) para todo o C-morfismo j : X — A tal que foj = goj, existe um, e um s, C-morfismo v : X — T
tal que iowv = j.
Considerando (1) e (2) a prova de (i) e (ii) é imediata. De facto,
(i) De (1) é imediato que foi=goi.
(ii) se j : X — A é um C-morfismo tal que foj = go j, entdo de (2) (considerando f' = j e ¢’ = j)
resulta que existe um e, um sé morfismo v : X — [ tal que iov = j.
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5. Sejam C uma categoria, A;, A3 e P objetos de C e p; : P — A; e ps: P — Ay morfismos de
C tais que (P, (p1,p2)) € um produto de A; e As. Mostre que se [ : Q — P é um isomorfismo
em C, entdo (Q, (p1o f,p20 f)) é um produto de A; e As.

Sejam (P, (p1,p2)) um produto de A; e Ay e f: Q — P um isomorfismo.

Uma vez que (P, (p1,p2)) é um produto de A; e As, ento, para quaisquer morfismos f1 : X — Aj e
fo: X — Ay, existe um, e um sé morfismo, u : X — P tal que pjou = f1 e ppou = fo.

Atendendo a que f é um isomorfismo, sabe-se que existe um morfismo f~!: P — @ tal que fo f~! =idp
eflof= idg.

Pretendemos mostrar que (@, (p1 o f,p2 o f)) é um produto de A; e As, i.e., temos de mostrar que:

(1) p1o f é um morfismo de @ em Ay e ps o f é um morfismo de Q em As;

(2) para quaisquer C-morfismos g1 : Y — Ay e g2 : Y — Aj, existe um, e um s6, morfismo v : Y — @
tal que (pro flov=gie(p2of)ov =g

A prova de (1) é imediata, atendendo a definicdo de composi¢do de morfismos. A prova de (2) também é

simples. De facto, se g1 : Y — Ay e g2 : Y — Ay sdo C-morfismos, entdo, uma vez que (P, (p1,p2)) é um
produto de A; e As, existe um, e um sé morfismo u: Y — P tal que piou = g1 e psou = go.
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Assim, v = f~! o u é um C-morfismo e tem-se

(proflov=(prof)o(ftou)=piou=g,
(p2of)ov=(pzof)o(ftou)=prou=g.
Além disso, v = f~! ou é o inico C-morfismo de Y em Q tal que (p1o f)ov =g e (p2of)ov = gs.
Com efeito, se v/ : Y — Q é um C-morfismo tal que
(prof)ov' =gie(prof)ov =g,
tem-se
pro(fov)=giepro(for) =g
e atendendo 2 unicidade de u segue que fov’ =wu. Logo v = flou=.
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6. Sejam C e D categorias e T um objeto terminal da categoria D. Seja F' a correspondéncia
que a cada objeto A de C associa o objeto (A,T) e que a cada C-morfismo f: A - B
associa o par (f,idr), onde idy é o D-morfismo identidade associado a T.

(@)

Mostre que F' é um funtor da categoria C na categoria C x D.

Da definicdo de F' segue que:

(i) Para cada objeto X de C, F(X) = (X,T) é um objeto de C x D (pois X é um objeto de C e T'
é um objeto de D);

(i) Para cada C-morfismo f: X — Y, F(f)) = (f,idr) é um morfismo de C x D (uma vez que f
é um C-morfismo e idr é um D-morfismo).

(iii) Para cada objeto X de C,
F(idx) = (idx,idr) = id(x.1) = idpex)-
(iv) Para quaisquer C-morfismos f : X Y eg:Y — X,
F(go f)=(go f,idr) = (go f,idr oidr) = (g,idr) o (f,id7r) = F(g) o F(f).
De (i), (ii), (iii) e (iv) conclui-se que F' é um funtor de C em C x D.
Diga, justificando, se F' é um funtor:

i. fiel.

O funtor F' é fiel se, para quaisquer C-morfismos f,g: X =Y,

F(f)=F(g)=[f=y.
Atendendo a que, para quaisquer C-morfismos f,g: X — Y,

F(f)=F(g) = (f,idr) = (g,idr)
= f=uy,

concluimos que F' é fiel.
ii. pleno.

O funtor F' é pleno pois, para quaisquer objetos X e Y de C e para qualquer C x D-morfismo
(g,h): F(X) = F(Y), existe um C-morfismo f : X — Y tal que F(f) = (g, h).

De facto, se X e Y sdo objetos de C e (g,h) : F(X) — F(Y) é um morfismo de C x D, entdo g é
um C-morfismo de X em Y, h é um D-morfismo de T" em T' e, uma vez que T' é um objeto terminal,
tem-se h = idr. Logo, atendendo a que g : X — Y é um C-morfismo tal que

F(g) = (9,idr) = (g, h),

conclui-se que F' é pleno.

Cotagdo: 1.(1.5+1.54+1.5); 2.(2.042.0); 3.(2.5); 4.(2.5); 5.(2.5); 6.(2.0+2.0).



