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Algebra Universal e Categorias

1° teste (19 de abril de 2016) duragdo: 2 horas

1. Sejam

e R={a,b,c,d,e, f,g,h,i};

e Ry = (R; AR, VR1) o reticulado correspondente ao diagrama de Hasse
representado na figura 1. e tal que At e VR representam, respetiva-
mente, as operacdes de infimo (A) e supremo (V);

e Ry = (P(R); AT2,VR2) o reticulado onde P(R) = {X | X C R}

e A2 e VR2 representam, respetivamente, a intersec3o e a unido
de conjuntos.
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figura 1.
(a) Para cada um dos conjuntos A;, i € {1,2}, a seguir indicados, diga se A; é um subuniverso de R; e
determine Sg™1(A;). Justifique a sua resposta.
. Ay={reR:rAf=f}U{reR:rAg=g}.
i. Ao={reR:rAN(fVg) =fVg}

(b) Considere a aplicagdo o : R — P(R) definida por a(z) = {r € R|r Az = x}, para cada = € R.
Diga, justificando, se @ é um homomorfismo de R em Rs.

(c) Diga se Ry é um reticulado modular. Justifique a sua resposta.

2. Seja (R; A, V) um reticulado. Um subconjunto n3o vazio F' de R diz-se um filtro de R se:
(F1) Vz,y e R (z,ye F=xzANy€eF);
(F2) Ve e Yy € R (xVy=y=y € F).

Mostre que todo o filtro de R é um subniverso de R.

3. Sejam A, B e C algebras do mesmo tipoe a: A — B e §: B8 — C homomorfismos.

(a) Mostre que 3 o a é um homomorfismo de A em C.
(b) Mostre que ker o é uma congruéncia em A.

(c) Mostre que kerar C ker(Soa). Conclua que se So« é um monomorfismo, entdo a é um monomorfismo.

4. (a) Sejam A uma élgebra e 0,0* € ConA. Mostre que (6,6*) é um par de congruéncias fator em A se e
séseNO*=Apefobf* =Vy.
(b) Seja A = ({a,b,c,d}, fA) a élgebra de tipo (1) onde fA : {a,b,c,d} — {a,b,c,d} é a operacio
definida por
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i. Sejam 61 = 6(a,b) e 62 = 6(a,c) V 0(b,d). Determine 6, e 0. Justifique que (61,62) é um par
de conguéncias fator.

ii. Justifique que a algebra A n3o é diretamente indecomponivel. D& exemplo de 4&lgebras
A = (A1, fA) e Ay = (A, fA42) n3o triviais tais que A = A; x As.

5. Considere os operadores H e P. Mostre que:

(a) H é um operador idempotente.
(b) HP é um operador de fecho.

Cotagdo: 1.(1.5+1.25+1.25); 2.(1.75); 3.(2.042.0+1.5); 4.(2.042.0+1.5); 5.(1.5+1.75)



