Universidade do Minho Lic. em Ciéncias da Computac¢do
Departamento de Matemdtica e Aplicacdes 2015/2016

Algebra Universal e Categorias

1° teste (19 de abril de 2016) duragdo: 2 horas

1. Sejam

o R=
e Ri = (R;A\*1,VR1) o reticulado correspondente ao diagrama de Hasse
representado na figura 1. e tal que A®! e V™! representam, respetiva-
mente, as operagdes de infimo (A) e supremo (V);
e Ry = (P(R); A®2,VR2) o reticulado onde P(R) = {X | X C R}
e ARz e VR2 representam, respetivamente, a intersecdo e a uniao
de conjuntos.

{a,b,c, daeafagahai};

a

figura 1.

(a) Para cada um dos conjuntos 4;, i € {1,2}, a seguir indicados, diga se 4; é um subu-
niverso de R; e determine Sg”*!(4;). Justifique a sua resposta.

Ay={reR:rAf=f}U{reR:rAg=g}.

Tem-se
Ay={reR:rANf=ftU{reR:rAg=g} = {reR:f<r}uU{reR:g<r}
= {f,h,e}u{g,i,e}
= {f’g’h7i7e}'

O conjunto A; é um subuniverso de Ry se A1 C R e, para quaisquer x,y € A1, t Ay € Ay e
xVy € Aj. Entdo, como h,i € Ay e hANi=d¢& Ay, concluimos que A1 n3o é um subuniverso
de Rl.

Por definicdo, Sg™1 (A1) é o menor subuniverso de Ry que contém A;. Assim, A; C Sg™1(A4;)
e, uma vez que Sg™1(A;) é fechado para as operacdes A e V, os elementos

hnhi=d fAg=a,dNf=b

pertencem a Sg™'(A;). Logo {a,b,d,e, f, g, h,i} C Sg™*(A;). Atendendo a que c n3o é
infimo nem supremo de qualquer dos elementos do conjunto {a,b,d, e, f, g, h,i}, conclui-se que
{a,b,d,e, f,g,h,i} é um subuniverso de R;. Claramente, qualquer outro subuiverso de Ry que
contenha A; tem de conter {a,b,d, e, f,g,h,i}. Portanto, Sg™1(A;) = {a,b,d,e, f,g,h,i}.

i. Ao={reR:rA(fVvg)=fVg}

Tem-se
As={reR:rA(fVvg)=fVvyg} = {reR:(fVvg <r}
= {reR:e<r}

= {e}.

Obviamente, A; C R e Ay é fechado para as operacbes A e V, uma vez que
eNe=eceeVe=e.

Logo Az é um subuniverso de R;.

Uma vez que A é um subuniverso de R; é imediato que Sg™1(Ay) = As.

(b) Considere a aplicagdo o : R — P(R) definida por «(z) = {r € R|r Az = x}, para cada
z € R. Diga, justificando, se & é um homomorfismo de R, em Rs.

A aplicagdo o é um homomorfismo R em Ry se, para quaisquer =,y € R,

a(z AR y) = a(z) A®2 a(y) e a(z VR y) = a(z) V2 ay).

Ora, atendendo a alinea anterior, conclui-se de imediato que « ndo é um homomorfismo de R, em
R2, uma vez que

a(f VR g) = Ay # A1 = a(f) Ualg) = a(f) V72 alg).



(c) Diga se R1 é um reticulado modular. Justifique a sua resposta.

Um reticulado é modular se e sé se n3o tem qualquer subreticulado isomorfo ao reticulado V5.

Ent3o, uma vez que o reticulado

h

é um subreticulado de Ry (pois, {b,c,d,h, f} C R e {b,c,d,h, f} é fechado para as operacdes A e
V) e é isomorfo ao N5, conclui-se que Ry ndo é modular.

2. Seja (R; A,V) um reticulado. Um subconjunto nao vazio F' de R diz-se um filtro de R se:

(F1)
(F2)

Ve,ye R (x,ye F=xANy€EF);
Vre FFVye R (zVy=y=ye€F).

Mostre que todo o filtro de R é um subniverso de R.

Um subconjunto S de R diz-se um subuniverso de R se S C R e, para quaisquer a,b € S, aANb e S e
aVvVbes.

Dado um filtro F' de R, facilmente se verifica que F' é um subuniverso de R. De facto, pela definicdo de
F é imediato que F' C R. Além disso, para quaisquer a,b € F,

- aAb € F, atendendo a (F1);
-aVbe F,umavezquea € F,aVbeR,aV (aVb)=aVbe atendendo a (F2).

3. Sejam A, B e C algebras do mesmo tipoe a: A — B e f: B — C homomorfismos.

()

Mostre que o a é um homomorfismo de A em C.

Uma vez que « é uma aplicagdo de A em B e 8 é uma aplicacdo de B em C, por definicdo de
composicdo de 3 e o segue que S o« é uma aplicagdo de A em C. Além disso, para qualquer simbolo
de operagdo n-ario f e para quaisquer a1,...,a, € A,

(Boa)(fA(ar,. . an)) = Bla(fA(ar,...,an)))
B(fB(alar),...,alay))) (pois a € Hom(A, B))
f¢(B(alar)),...,B(alay))) (pois B € Hom(B,C))

Desta forma, provamos que 3 o « é um homomorfismo de A em C.

Mostre que ker o é uma congruéncia em A.

A relagado
kera = {(z,9) € A%*|a(z) = a(y)}

é uma congruéncia em A se é uma relacdo de equivaléncia em A e satisfaz a propriedade de substituicdo.

Comecemos por verificar que ker o« é uma relacdo de equivaléncia em A, i.e., que é uma relacdo
reflexiva, simétrica e transitiva:

- Para qualquer a € A, a(a) = a(a). Logo, para todo a € A, (a,a) € ker« e, portanto, ker o é
reflexiva.

- Para quaisquer a,b € A,
(a,b) € kera = a(a) = a(b) = a(b) = afa) = (b,a) € kera.

Logo ker o é simétrica.



- Para quaisquer a, b, ¢, € A,

(a,b) €kerave (b,c) ekera = «afa) = a(b) e a(b) = afc)
= afa) = afe)
= (a,c) € keraw.

Portanto, ker a é transitiva.

Também é simples verificar que ker «v satisfaz a propriedade de substituicdo. De facto, para qualquer
simbolo de operagdo n-drio f e para quaisquer aq,...ay, b1,...,b, € A,

a(ar) = a(br),...,a(a ) a(by)

= fBla(a),. -,Oé(a ) = fB(a(bl),..., alby))
= oz(fA(al,.. an))*a(fA(bl,. bn))
= (fA(al,...an,( fAby,...by)) € kera.

(Vie{l,...,n},(a;,b;) €Ekera) =

Mostre que kera C ker(5oa). Conclua que se o« é um monomorfismo, entdo o é um
monomorfismo.

Para quaisquer a,b € A,

(a,b) € ker

R
= e
,Q\\/
L
I
=
Q
S

Logo kerar C ker(8 o ).
Se o a é um monomorfismo, tem-se ker(5 o @) = A 4. Ent3o, uma vez que kera C ker(f o «),
tem-se kera = A 4 e, portanto, a é um monomorfismo.

Sejam A uma 4lgebra e 0,0* € ConA. Mostre que (6,0*) é um par de congruéncias
fator em AseesdéseNO*=~A4 e 00" =Vy4.

(=) Seja (0,60*) um par de congruéncias fator em A. Ent3o 0 e 0* sdo permutaveis, 0 N O* = A4 e
OV 0* =V, Uma vez que 0 N O* = A4, resta provar que 0 o §* = V 4. Esta prova é imediata. De
facto, como 0 e 6* sdo permutaveis, tem-se 0 V 0* = 0 o §*, pelo que 0 0* =V 4.

(<) Sejam 6 e 6* congruéncias em A tais que 0N0* = A4 e 0ob* = V4. Entdo 0* 0 C 0ob* = A4,
donde resulta que 8* 0 6 = 6 o 6* e, portanto, 6 e §* sdo permutadveis. Atendendo a que 6 e 6* sio
permutdveis, tem-se 8V 0* = 006", pelo que 8V O* =V 4. Logo 6 e 8* sdo congruéncias permutaveis
etaisque 0NO* =N, e V0" =Vyu,ie, (6,6%) é um par de congruéncias fator.

Seja A = ({a,b,c,d}, fA) a &lgebra de tipo (1) onde f* : {a,b,c,d} — {a,b,c,d} é a
operagao definida por
x | a b c d
fA@) [d ¢ d ¢

i. Sejam 61 = 60(a,b) e 03 = 0(a,c) vV O(b,d). Determine 6; e 02. Justifique que (61,02) é
um par de conguéncias fator.

A relagdo 6(a,b) é a menor relagdo de congruéncia em A que contém {(a,b)}. Entdo (a,b) €
O(a,b) e, uma vez que 0(a,b) é uma relagdo reflexiva, tem-se

Ay =A(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)} C H(a,b).

Atendendo a que 6(a,b) é simétrica, transitiva e satisfaz a propriedade de substituico, verifica-se
também o seguinte

(a,b) € 6(a,b) = (b,a) € 0(a,b),

(av b) € 9(@, b) = (f(a)u f(b)) = (d7 C) € e(av b),
(b;a) € 8(a,b) = (f(b), f(a)) = (c,d) € 0(a,b)
(d,c) € 0(a,b) = (f(d), f(c)) = (c,d) € 6(a,b),
(¢c,d) € O(a,b) = (f(c), f(d)) = (d,c) € §(a,b).

Logo
AaU{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} C 6(a,b).



Uma vez que A4 U {(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} é uma congruéncia em A e qualquer outra con-
gruéncia que contenha {(a,b)} tem de conter A4 U {(a,b), (b,a), (c,d),(d,c)}, tem-se

61 = 6(a,b) = AaU{(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}.

Atendendo a que 03 = 6(a,c) V 0(b,d) é a menor relagdo de congruéncia em A que contem

{(a,¢), (b,d)}, tem-se
{(av C), (bv d)} g 6‘27

La C 0y,

(a,c) € 02 = (c,a) € O,

(b,d) € 02 = (d,b) € 02,

(a,¢) € 02 = (f(a), f(c)) = (d,d) € O3,
(c, a) €6y = (f(c)uf(a)) = (dv d) € 0,
(b,d) € b3 = (f(b), f(d)) = (¢, ¢) € ba,
(d,b) € b = (f(d), f(b)) = (¢, ¢) € b2,

donde se conclui que A 4U{(a, ¢), (¢, a), (b,d), (d,b)} C 2. Uma vez que A aU{(a, ), (c,a), (b,d), (d,b)}

é uma congruéncia em A e qualquer outra congruéncia que contenha {(a,c),(b,d)} tem de conter
AaUA{(a,¢),(c,a),(b,d),(d,b)}, tem-se

02 = AaU{(a,c),(c,a),(b,d),(d,b)}.

Claramente,
01Nl =AQy
e
61002 = {(z,2)€ A%|Fy € A, (z,y) €bz e (y,2) € 61}
= AaU{(a,b),(b,a)(c,d),(d;c),(a,c),(c,a), (b, d),(d,b),(a,d), (d,a),(b,c), (c,b)}

= Va.
Logo, pela alinea anterior, concluimos que (61, 62) é um par de congruéncias fator.

i. Justifique que a dlgebra A nao é diretamente indecomponivel. Dé exemplo de
algebras A; = (A;, f*) e Ay = (A, fA2) ndo triviais tais que A2 A; x As.

A dlgebra A é diretamente indecomponivel se e s6 se A4 e V 4 sdo as Unicas congruéncias fator
de A. Ent3o, como 6, e 05 sdo congruéncias fator de A e 01,02 & {A4a,Va}, conclui-se que
A ni3o é diretamente indecomponivel. Uma vez que 01 e 05 sdo congruéncias fator de A, tem-se
A ./4/91 X ./4/92, onde
- AJ6, = (A)6,, fA/%) é a Slgebra tal que A/0; = {[ale,, [clo,} e A0 : AJO, — A/6, é a
operagdo definida por f4/%([alo,) = [f(a)le, = [clo, & f*/* ([c]o,) = [f(€)lo, = [clo,
- AJOy = (A)B, fA/92) é a Slgebra tal que A/0y = {[alg,, [b]e,} e [/ : AJOy — A/B, é a
operagdo definida por fA/ez([ ]92) = [f( )]92 = [ ]92 € fA/ez([b]ez) = [f(b)]92 = [U«]va

5. Considere os operadores H e P. Mostre que:
(a) H é um operador idempotente.

Pretendemos mostrar que, para qualquer classe de algebras K, H?*(K) = H(K).

[H(K) C H*(K)] Para qualquer operador O € {H,I,S, P, Ps} e para qualquer classe K de &lgebras
do mesmo tipo, tem-se K C O(K). Logo K C H(K), donde segue que H(K) C H*(K).

[H?(K) C H(K)] Seja A € H*(K). Entdo A = «(B), para algum epimorfismo a : B — A, onde
B € H(K). Uma vez que B € H(K), entdo B = ~(C), para algum epimorfismo v : C — B, onde
C € K. Logo A= (aov)(C), onde oo~y é um epimorfismo de A em C e C € K. Logo A € H(K).

Desta forma, provamos que H?(K) = H(K) e, portanto, H é idempotente.

(b) HP é um operador de fecho.

HP é um operador de fecho se, para quaisquer classes K; e K5 de dlgebras do mesmo tipo,
(i) K1 C HP(K,),

(i) (HP)*(K;) = HP(K;),

(i) Ki C Ko = HP(K;) C HP(K>),



(i) Para qualquer operador O € {H, I, S, P, Ps} e para qualquer classe K de dlgebras do mesmo tipo,
tem-se K C O(K). Logo K; C P(K;) e P(K;) C HP(K;), donde segue que K; C HP(Kj).

(i) Por um lado, de (i) segue que, para qualquer classe K; de dlgebras do mesmo tipo,
P(K,) C PHP(K;), donde HP(K;) C HPHP(K;) = (HP)*(K;). Por outro lado,

(HPP(K:) = HPHP(K))
C H?PP(K,) (pois PH < HP)
= HPP(K,) ( pois H> = H)
C HIPIP(K,) (pois P < IP)
— HIPK,  (pois(IP)?=IP)
C HHP(K,) (pois I < H)
= HP(K,) ( pois H> = H)

Logo (HP)? = HP.
(iii) Se K1 C Ko, entio P(K;) C P(Ks), donde HP(K1) C HP(Ks).

Do provado em (i), (ii) e (iii) conclui-se que HP é um operador de fecho.

Cotacdo: 1.(1.5+1.25+1.25); 2.(1.75); 3.(2.04+2.0+1.5); 4.(2.042.0+1.5); 5.(1.5+1.75)



