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Introducao

O programa da unidade curricular Algebra Universal e Categorias prevée o estudo
de conceitos e resultados basicos de dlgebra universal e da teoria de categorias, pelo
que a escolha dos tépicos abordados ao longo deste texto teve em consideragao os
conteudos programaticos referidos.

No Capitulo 1 sao apresentados nogoes e resultados basicos de teoria de con-
juntos, os quais sao essenciais para a compreensao dos conteidos abordados nos
restantes capitulos.

No Capitulo 2 é feita uma breve introducao a teoria de reticulados. No estudo
de algebra universal sao relevantes conceitos e resultados desta teoria. Além de
fornecerem exemplos importantes de algebras, os reticulados sao fundamentais no
estudo de propriedades comuns a diversas estruturas algébricas e, em certos casos,
no estudo de propriedades que distinguem umas classes de algebras de outras.

O Capitulo 3 é dedicado a apresentacao de conceitos fundamentais e de resultados
relevantes de algebra universal. Com a evolugao do estudo na area da matematica
foram surgindo diversas estruturas algébricas, tais como grupos, anéis, corpos, anéis
de Boole, reticulados, etc. Estas estruturas, embora diferentes, partilham varias
propriedades em comum. Encontrar e estudar propriedades comuns as diversas
estruturas algébricas é o principal objetivo da élgebra universal.

Por 1ltimo, no Capitulo 4 apresentam-se conceitos e alguns resultados basicos da
teoria de categorias. Numa primeira aproximacao, podemos considerar a teoria de
categorias como o estudo abstrato de algebras de funcoes. Duas algebras isomorfas
tém essencialmente as mesmas propriedades, um par de espagos métricos isométricos
sdo praticamente equivalentes, e dois espagos homeomorfos sao indistinguiveis (exe-
cepto nos nomes dos seus pontos). Assim, muitas das propriedades de diversas estru-
turas matematicas podem ser formuladas recorrendo as transformagoes admissiveis
entre estas estuturas e a composicao destas transformacoes. A teoria de categorias
surgiu com o objetivo de estudar e caracterizar as mais diversas estruturas em fungao
das transformagcoes admissiveis entre elas.



1. Preliminares

Neste capitulo recordam-se conceitos basicos de: teoria de conjuntos, relacoes,
fungoes, operagoes, relagoes de ordem e relagoes de equivaléncia. Os conceitos e
resultados aqui apresentados podem ser encontrados em qualquer livro basico de
teoria de conjuntos e de matematica discreta.

1.1 Conjuntos e Relacoes

Para a compreensao dos conteudos abordados nestes apontamentos ¢é suficiente
considerar uma teoria intuitiva de conjuntos e de classes.

Um conjunto é definido como uma colecao de objetos, designados por elemen-
tos ou membros do conjunto. Escreve-se a € A, se a é um elemento de um conjunto
A; caso contrario, escreve-se a & A.

Se A e B sao conjuntos tais que todo o elemento de A é também um elemento de
B, diz-se que A esta contido em B ou que A é um subconjunto de B, e escreve-se
A C B. Se A e B sao conjuntos tais que A C B e existe b € B tal que b € A, diz-se
que A é um subconjunto proéprio de B e escreve-se A C B. Um conjunto A nao
estd contido num conjunto B, A ¢ B, caso exista um elemento a tal que a € A e
a ¢ B.

Dados conjuntos A e B, diz-se que os conjuntos sao iguais, A= B,se AC B e
B C A; caso contrério, os conjuntos dizem-se diferentes, A # B.

O conjunto vazio, isto é, o conjunto sem elementos, é representado por §) ou
por {}. Para qualquer conjunto A, tem-se () C A.

As operagoes de conjuntos U, N e \ tém o significado usual.

Se A é um conjunto, o conjunto das partes de A é representado por P(A);
P(A) ={X|X C A}. Um subconjunto II de A diz-se uma particao de A se () ¢ II
e, para qualquer a € A, existe um, e um s6, X € II tal que a € X. Note-se que,
para qualquer conjunto A, ) € P(A) e A € P(A).

Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, representado por
A x B, é o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) tais que a € Ae b€ B,

Ax B={(a,b)|ac Aebec B}.
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O conceito de produto cartesiano pode ser generalizado para uma cole¢ao finita de
conjuntos. Se Ay, As, ..., A, sdo conjuntos, com n € N, define-se

Ay x Ay x ... x Ay ={(ar,a9,...,a,) | a1 € Ay a0 € Ag, ... a, € Ay}

Se Ay = Ay =... = A, = A, representa-se A; X Ay x ... x A, por A". Sen =0,
define-se A" = {0}.

Dados um ntmero natural n e conjuntos Ay, As, ..., A,, da-se a designacao de
relagao n-aria nos conjuntos A;, As,..., A, a um subconjunto de A; x Ay X
... X A,;no caso em que Ay = Ay = ... = A, = A, a relacdo n-aria nos conjuntos
A, Ay, ..., A, diz-se uma relagao n-aria em A. Se p é uma relagdo n-aria nos
conjuntos Ay, As, ..., A, € aj,as, ..., a, sdo elementos tais que (ag,as...,a,) € p,
diz-se que que os elementos aq,as,...,a, estao relacionados por p e escreve-se
play,as, ... a,).

Uma relacao 2-aria nos conjuntos A e B diz-se uma relagao binaria de A em
B. Se p é uma relagao bindria de A em B e a e b sdo elementos tais que (a,b) € p,
também se escreve a pb em alternativa a p(a,b). Se (a,b) & p, escrevemos a pb e
dizemos que a e b nao estao relacionados por p.

Uma vez que as relacoes bindrias sao conjuntos, faz sentido considerar as operagoes
de uniao, intersecao e complementacao na construcao de novas relagoes bindrias.
Além destas operacoes, existem outros processos que permitem a construgao de
novas relagoes binarias.

Se A, B, C' e D sao conjuntos, p é uma relacao binaria de A em B e p é uma
relacao binaria de C' em D, chama-se:

- relacao inversa de p, e representa-se por p~!, a relacao de B em A definida
por
5™ = {(b.a) € B x A |(a,b) € p}.

- relacao composta de p com p, e representa-se por p o p, a relagao binaria
de A em D definida por

oop=A{(z,y) € AX D |Jepnc ((z,2) €EpA(2,y) €0}

1.2 Funcoes e operacoes

Uma relagao bindria f de um conjunto A num conjunto B diz-se uma fungao
de A em B se, para cada a € A, existe um e um 86 b € B tal que (a,b) € f.
Escrevemos f : A — B para indicar que f é uma funcdo de A em B. Para cada
a € A, o tnico elemento b de B tal que (a,b) € f representa-se por f(a), a este
elemento da-se a designacao de imagem de a por f. Pode, entao, escrever-se

f: A - B
a ~ f(a)
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Em f : A — B, chamamos: dominio ou conjunto de partida de f ao con-
junto A; codominio ou conjunto de chegada de f ao conjunto B; imagem ou
contradominio de f ao conjunto Imf = {f(z) : z € A}.

Se f é uma funcao de A em B e C C A, entao f N (C x B) é uma funcao de C
em B, designada por restricao de f a C' e representada por f|..

O conjunto de todas as funcoes de A em B representa-se por B4. Dado um
conjunto A, chama-se aplicagao vazia a aplicacao () : ) — A; esta é a unica
aplicagio de () em A e, portanto, A’ = {#}. Se A nio é um conjunto vazio, nio
existem aplicacoes de A em (), pelo que 04 = (.

Dados conjuntos A e B, uma funcao f: A — B, X C Ae Y C B, designamos
por: imagem de X por f o conjunto f(X) = {f(z): z € X}; imagem inversa
(ou pré-imagem) de Y por f o conjunto f<(Y)={z € A: f(x) e Y}.

Existem alguns tipos de funcoes que desempenham um papel relevante no estudo
da matematica.

Uma funcao f: A — B diz-se:
- injetiva se
Va,b€ A (a#b= f(a) # (b))

ou equivalentemente, se
Va,be A (f(a) = f(b) = a=0).

- sobrejetiva se
Vbe Bdae A f(a) =
ou equivalentemente se
f(A) = B.

- bijetiva se f é injetiva e sobrejetiva, i.e., se

Vbe BIac A fla)=

Uma familia (a; |i € I) de elementos de A, também representavel por (a;);er,
¢ uma fungdo ¢ do conjunto I no conjunto A tal que ¢(i) = a;; o conjunto I é
o conjunto indice da familia (a;);c;. A imagem de I por ¢ é representada por

{a;]i e I}

Se (A;)ies é uma familia de subconjuntos de um certo conjunto A, a uniao e a
intersecao destes subconjuntos sao representadas, respetivamente, por

Uilien, (Jialiery ou A

el
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N(Ailie D), (VAliel} ou (A

el

e sao definidas por

UAZ': {r € A|x € A;, para algum i € I},

iel

ﬂAi:{xeAMEAi, para todo i € I}.

i€l
Se I = (), tem-se UAi =0e mAi = A.
i€l i€l

Sejam I um conjunto e (A4;);e; uma familia de conjuntos. Designa-se por produto
cartesiano da familia (A;);cr, e representa-se por [[,.; A;, o conjunto de todas as
fungoes f de I em |J,_; A; tais que, para todo i € I, f(i) € A, i.e.,

el
[Ta={r-1=-UAlrGieA.vier}.
el el

Cada conjunto A; designa-se por fator do produto cartesiano. Se A; = (), para
algum i € I, tem-se [[,.; A; = 0. No caso em que I = (), o conjunto [[,.; A; tem
exatamente um elemento, a funcao vazia; ie., [[,c; A = {0}. Se 4; = A, para
todo i € I, representa-se [[,.; A; por Al. No sentido de relacionar a definicao de
produto cartesiano da familia (A;)icq1,2,..ny com a definicdo de Ay x Ay... x Ay,
convenciona-se o uso do n-uplo (ay,as,...,a,) de elementos de A como uma repre-
sentacdo da funcio f € A2 tal que a; = f(1), ay = f(2),...a, = f(n). Assim,
A x Ay x ... x A, = Hie{1,2,...,n} A;.

Para cada j € I, designa-se por projegdo-j a aplicacao p; : [[,.; Ai — A; tal que
p;i(f) = f(4), para todo f € [[,; Ai-

Dados um conjunto A e n € Ny, chama-se operag¢ao n-dria em A a qualquer
fungao f de A™ em A e ao inteiro n dé-se a designacao de aridade de f. Uma
operac¢ao finitdria é uma operacao n-aria, para algum n € Nj. Atendendo a
que todas as operacgoes consideradas ao longo do texto sao operagoes finitarias,
em geral serd omitida a palavra “finitaria” e usa-se somente o termo “operacao”
para significar operacao finitaria. Se f é uma operagao finitdria num conjunto A e
(a,...,a,) € A", a imagem de (aq,...,a,) por f é representada por f(ai,...,a,).
Se A é um conjunto nao vazio, a aridade de uma operacao em A é bem determinada.
A uma operacao em A de aridade 0 da-se a designacao de operac¢ao nuldria. Uma
opera¢ao nuldria é uma fungao ¢ : {#} — A, sendo esta fungao completamente
determinada pelo elemento ¢()) € A e usualmente identificada com esse elemento;
por este motivo, as operacoes nuldrias sao também designadas por constantes.
As operacoes de aridade 1, 2 e 3 é usual dar a designacao de operagoes undrias,
bindrias e terndrias, respetivamente.
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1.3 Relacoes de ordem parcial

Existem muitas propriedades que podem ser satisfeitas por uma relacao binaria
definida num conjunto A. Nesta seccao recordam-se nocgoes basicas relacionadas
com um tipo particular de relacoes bindrias designadas por relacoes de ordem. A
nocao de ordem pode ser encontrada nas mais diversas situacoes do dia a dia, e
sob variadas formas, quando fazemos referéncia a expressoes tais como: primeiro,
segundo, terceiro; maior versus menor; melhor versus pior; precedéncia, preferéncia,
etc.

Definicao 1.3.1. Sejam P um conjunto e p uma relacao bindria em P. Diz-se que
p € uma relagao de ordem parcial em P se sdo satisfeitas as sequintes condigoes:

(i) para todo a € P, (a,a) € p. (reflexividade)
(ii) para quaisquer a,b € P, ((a,b) € p e (b,a) € p) = a =b. (antissimetria)

(iii) para quaisquer a,b,c € P, ((a,b) € p e (b,c) € p) = (a,c) € p.
(transitividade)

Se adicionalmente, para quaisquer a,b € P,
(iv) (a,b) € p ou (b,a) € p,

a relacao p diz-se uma relagao de ordem total.

Se P é um conjunto nao vazio e p € uma relacio de ordem parcial em P, ao par
(P, p) da-se a designagio de conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.); se p é
uma relagao de ordem total em P, o par (P, p) designa-se por conjunto totalmente
ordenado ou por cadeia.

Exemplo 1.3.2.

(1) Sendo A um dos conjuntos N, Z, Q ou R e < a relagao “menor ou igual” usual
em A, o par (A, <) é um c.p.o..

(2) O par (N,]), onde | € a relagdo divide em N, é um c.p.o..

(3) Dado um conjunto A, (P(A),C) € um c.p.o..

(4) Os c.p.o.s (N, <), (Z,<), (Q,<) e (R, <) sdo cadeias.

Usualmente, representa-se uma ordem parcial definida num conjunto P por < e
o respetivo conjunto parcialmente ordenado por (P, <). Dado um conjunto parcial-
mente ordenado (P, <) e dados elementos a,b € P, escrevemos:

- a <b, elemos “a é menor ou igual a b”, para representar (a,b) € <;

a £ b, e lemos “a ndo é menor ou igual a b, para representar (a,b) & <;

a < b, e lemos “a € menor do que b’ ,sea <bea#b

a < b, e lemos “b € sucessor de a” (ou b cobre a ou a é coberto por b),
sea<be-(dce Pa<c<h).
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Os elementos a e b dizem-se compardveis se a < b ou b < a; caso contrario, ou
seja, se a L b e b £ a, diz-se que a e b sdo tncompardveis e escreve-se a || b.
Um subconjunto A de P diz-se:
- uma cadeia em (P, <) ou um conjunto totalmente ordenado em (P, <)
se, para quaisquer a,b € A, a e b sdo comparaveis;
- uma anticadeia em (P, <) se, para quaisquer a,b € A tais que a # b, a || b.

O intervalo fechado [a,b] representa o conjunto {c € P |a < ¢ < b} e 0 intervalo
aberto (a,b) representa o conjunto {c € P|a < ¢ < b}. Os intervalos (a,b| e [a,b)
representam, respetivamente, os conjuntos {c € P|a < c¢ <b}e{c€ P|a < c < b}.

Dado um subconjunto A de P, diz-se que A é um subconjunto convexo de P se,
para quaisquer a,b € Aec € P,
a<c<b=ce A

Claramente, para quaisquer a,b € P, o intervalo fechado [a,b] é um subconjunto
convexo de P.

Dado um subconjunto A de P, podem existir elementos com propriedades especiais
relativamente a A. Dado m € P, diz-se que m é:

- um maximal de Asem € Ae ~(Ja€ A,m<a);
- um minimal de Ase m € Ae ~(Ja € A a <m);
- um magjorante de A se, para todo a € A, a < m;
- um minorante de A se, para todo a € A, m < a;

- um supremo de A se m é um majorante de A e m < m/, para qualquer
majorante m’ de A;

- um infimo de A se m é um minorante de A e m’ < m, para qualquer minorante
m' de A;

- um mdzximo de A se m é um majorante de A e m € A;

- um minimo de A se m é um minorante de A e m € A.

O conjunto dos majorantes de A e o conjunto dos minorantes de A sao representados
por Maj(A) e Min(A), respetivamente. Caso exista, o supremo (infimo, maximo,
minimo) de um subconjunto A de P é unico e representa-se por supA ou \/ A
(respetivamente, infA ou A A, max A, min A). Se A = {a,b}, é usual escrever a \VV b
e a A b para representar \/ A e /\ A, respetivamente. Um conjunto parcialmente
ordenado (P, <) pode nao ter elemento maximo nem elemento minimo. O elemento
méximo (minimo) de (P, <), caso exista, é representado por 1 (respetivamente, 0).
Um conjunto parcialmente ordenado que tenha elemento maximo e elemento minimo
diz-se um conjunto parcialmente ordenado limitado.

Das defini¢coes anteriores sao imediatos os resultados seguintes, cuja prova fica
ao cuidado do leitor.
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Teorema 1.3.3. Num conjunto parcialmente ordenado (P, <) sdo equivalentes as
sequintes afirmacoes, para quaisquer a,b € P:

(1) a <b;
(2) supqa,b} =0;
(3) inf{a,b} = a.

Teorema 1.3.4. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e sejam a,b,c,d
elementos de P tais que a < b e c < d.

(1) Se ezistem inf{a,c} e inf{b,d}, entdo inf{a,c} < inf{b,d}.

(2) Se existem sup{a,c} e sup{b,d}, entdao sup{a,c} < sup{b,d}.

Diagramas de Hasse

Os conjuntos parcialmente ordenados finitos podem ser representados por meio de
diagramas, designados por diagramas de Hasse. Dado um conjunto parcialmente
ordenado finito P, cada elemento de P é representado por um ponto do plano.
Se a e b sao elementos de P tais que a < b, o ponto associado ao elemento b é
representado acima do ponto associado ao elemento a e unem-se os dois pontos por
meio de um segmento de reta. A partir do diagrama de Hasse de um c.p.o. (P, <)
é possivel identificar os elementos (a,b) de <; note-se que, dados a,b € P, a < b
se e sO se existe uma sequéncia finita de elementos ¢y, ¢o...,¢c,_1,¢, € P tais que
a=c¢ < ¢ < ... <c_1 < ¢, = b Na figura seguinte apresentam-se alguns
exemplos de diagramas de Hasse.

(a) (b) ()

(d) (e)
Figura 1.1

Construcao de conjuntos parcialmente ordenados

Seguidamente descrevem-se alguns processos de construcao de conjuntos par-
cialmente ordenados a partir de outros conjuntos parcialmente ordenados dados.
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Se (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado e A é um subconjunto nao vazio
de P, a relagao <|, definida, para quaisquer a,b € A, por

a<|,bseesésea<b

¢ uma relacao de ordem parcial em A. A relacao <, designa-se por ordem parcial
induzida por < em A.

Dado um conjunto parcialmente ordenado (P, <), define-se a partir da relacao
< uma outra relacao de ordem parcial em P. A relagao <y definida em P por

a<gbseesdéseb<a

é também uma relagao de ordem parcial em P. A relacao <, designa-se por relagao
de ordem dual de < e o conjunto parcialmente ordenado (P, <;) designa-se por
conjunto parcialmente ordenado dual de (P,<). E simples perceber que
(<a)a =< e que o c.p.o. dual de (P,<y) é (P,<). Os c.p.os (P,<) e (P,<,)
dizem-se conjuntos parcialmente ordenados duais.

Se ® é uma afirmagcao sobre um conjunto parcialmente ordenado (P, <), a afirmagao
®,, obtida de @ substituindo toda a ocorréncia de < por <4, designa-se por afirmac¢ao
dual de ®. Note-se que se ¢ é uma afirmacao verdadeira em (P, <), entao ®4 é
verdadeira em (P, <;), pelo que é vélido o principio a seguir enunciado.

Principio de dualidade para c.p.o.s Uma afirmacao é verdadeira em qual-
quer conjunto parcialmente ordenado se e s6 se 0 mesmo acontece com a respetiva
afirmacao dual.

Observe-se que os conceitos de majorante, supremo, elemento maximo e elemento
maximal sao duais dos conceitos de minorante, infimo, elemento minimo e elemento
minimal, respetivamente. Assim, se ® é uma afirmacao sobre c.p.o.s envolvendo al-
gum destes conceitos, a afirmacao @4 é obtida substituindo cada um destes conceitos
pelo conceito dual e substituindo toda a ocorréncia de < por <.

Dados dois conjuntos parcialmente ordenados (P, <) e (P, <s), existem dife-
rentes processos para construir novos c.p.o.s a partir dos c.p.o.s dados. Por exemplo,
a relagao binaria < definida em P; X P, por

(a1,a2) < (by1,by) se e sésea; <q by eay <yb

é uma relagao de ordem parcial e, por conseguinte, (P; X P, <) é um conjunto par-
cialmente ordenado, designado por produto de (P, <;) e (P, <3) e representado
por P, X P.

Este tipo de construcao pode ser generalizado a um nimero finito de conjuntos
parcialmente ordenados: se (P, <), ..., (Pn, <,), com n € N, sdo conjuntos par-
cialmente ordenados, entdo (P X --+ x P,,<), onde < é a relagdo definida em
P x---x P, por

(a1, ... a,) < (by,...,b,) seesosea <yby,...,a, <, by,

é um conjunto parcialmente ordenado. Se P, = P, = ... = P, = P e
<y=<y=... =<, representa-se o c¢.p.o. (P} X -+ x P,, <) por P".
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Exemplo 1.3.5. Considerando as cadeias 2 e 3 a sequir representadas

w
b v
a U

2 3

Figura 1.2

0 c.p.o. produto destas duas cadeias, (2 x3,<), pode ser representado pelo diagrama
sequinte

(b w)

(a,w)
(b, w)

(a,u)

2x3

Figura 1.3

Aplicacoes entre conjuntos parcialmente ordenados

No estudo de aplicacoes entre conjuntos parcialmente ordenados tém particular
interesse aquelas que preservam a ordem.

Definigao 1.3.6. Sejam (P, <;) e (P2, <s) dois conjuntos parcialmente ordenados
e a: Py — Py, uma aplicacao. Diz-se que:

a aplicacao o preserva a ordem ou que o é 1s0tona se, para quaisquer
a, be Pl;

a < b= ala) <y a(b).

a aplicacao a € antitona se, para quaisquer a,b € Py,

a<;b= ab) <s ala).

- a é um mergulho de ordem se, para quaisquer a,b € Py,
a<;be ala) <s alb).
- a € um tsomorfismo de c.p.o.s se a € um merqulho de ordem e é uma
aplicacao sobrejetiva.

Caso ezista um isomorfismo de c.p.o.s de (P, <1) em (P, <5), diz-se que o c.p.o.
(P, <y) € isomorfo ao c.p.o. (Py, <s).
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Um isomorfismo de c.p.o.s é uma aplicacao bijetiva. Assim, se a é um isomor-
fismo de um c.p.o. (P, <;) num c.p.o. (P, <y), entao a™! : P, — P, também
¢ um isomorfismo de (P, <5) em (P, <;). Caso exista um isomorfismo entre
os c.p.os (P,<y) e (P, <) diz-se que os c.p.0.s sdo isomorfos e escreve-se
(P1, <1) = (P, <o).

Note-se que, embora um isomorfismo de c.p.o.s seja uma aplicagao isétona e
bijetiva, uma aplicacao bijetiva e isétona nao é necessariamente um isomorfismo de
c.p.o.s. Por exemplo, sendo (P, <1) e (P, <s) 0s c.p.o.s com os diagramas de Hasse
a seguir apresentados

dga ————— ¢ 4
b 3
Cp ———————~ ¢ 2
a 1
(P1,<y) (P, <9)
Figura 1.4

a aplicagdo « definida de Py em P por a(a) =1, a(b) = 3, a(c) =2 e a(d) =4, é
is6tona e bijetiva, mas nao é um isomorfismo de c.p.o.s.

De entre as aplicacoes is6tonas destacam-se as que a seguir se definem.

Definigao 1.3.7. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Uma aplicagdo
f: P — P diz-se um operador de fecho em (P, <) se, para quaisquer z,y € P,
sao satisfeitas as sequintes condicoes:

Fl: = < f(x);
F2: f*(z) < f(x);
F3: z<y= f(z) < f(y).

Dado um operador de fecho f : P — P e dado p € P, designa-se o elemento f(p)
por fecho de p. O elemento p diz-se fechado para f se f(p) = p. O conjunto dos
elementos de P fechados para f € representado por Fcy(P).

Dado um conjunto A, ja observamos anteriormente que (P(A),C) é um con-
junto parcialmente ordenado. Um operador de fecho f em (P(A), C) é usualmente
designado por operador de fecho em A.

O conjunto parcialmente ordenado dos subconjuntos de A fechados para f, com a
relac@o de inclusao, é representado por (Fes(P(A)), Q).

Dados subconjuntos X e Y de A tais que X ¢é fechado para f, diz-se que Y é um
conjunto gerador de X se f(Y) = X; caso exista um conjunto gerador de X que
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seja finito, o conjunto X diz-se finitamente gerado.
Um operador de fecho f em (P(A), C) diz-se um operador de fecho algébrico
se, para qualquer X C A,

F4: f(X)=U{f(Y): Y C X eY é finito }.

1.4 Relacoes de equivaléncia

No estudo de algebra universal também sao relevantes as relacoes bindrias de-
signadas por relacoes de equivaléncia.

Sejam A um conjunto e 6 uma relacao binaria em A. Diz-se que 6 é uma relacao
de equivaléncia em A se sao satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) para todo a € A, (a,a) € 6, (reflexividade)
(ii) para quaisquer a,b € A, (a,b) € 0 = (b,a) € 0, (simetria)
(iii) para quaisquer a,b,c € A, (a,b) € 0 e (b,c) € 0 = (a,c) € 0.

(transitividade)

Uma relagao de equivaléncia 6 definida num conjunto A determina uma partigao
de A em subconjuntos nao vazios e disjuntos. Dado um elemento = € A, chama-se
classe de equivaléncia de * mdédulo 6 ou, caso nao haja ambiguidade, classe
de equivaléncia de z, ao conjunto

(2] ={y € A|z0y}.

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elementos de A chamamos
conjunto quociente de A médulo 6 e representamo-lo por A/6, ou seja,

AJ0 ={[x]s | x € A}.
O conjunto de todas as relagoes de equivaléncia definidas num conjunto A é repre-

sentado por Eq(A).

Teorema 1.4.1. Seja A um conjunto. Entao, para quaisquer 01,05 € Eq(A),
(CL) 91 /\92 = 91 ﬁeg,

(b) 6,V 0y, ={(r,y) € A2|IneN,Tzp,21,...,2n €A =20,y = 2,
eV1 <k <m,zr101 2, ou zp_1 0 21 }. O

Observe-se que se 0 e 6, sao relagoes de equivaléncia num conjunto A, tem-se

91\/92:91U(«91092)U(91092091)U(91092091092)U....

O teorema anterior pode ser generalizado a familias de relagoes de equivaléncia
definidas num conjunto A.
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Teorema 1.4.2. Sejam A um conjunto, I um conjunto e (0; |i € I) uma familia de
relagcoes de equivaléncia em A. Entao

(a) \0: =)0

el el

(b) \/ 0: = J{0i, 00;, 0... 00, |io,ir, ... ix € I,k € No}. O

el




2. Reticulados

Na primeira metade do século dezanove, o estudo de George Boole para formalizar
a logica proposicional conduziu ao conceito de algebras de Boole. Posteriormente,
Charles S. Pierce e Ernst Schroder ao investigarem a axiomatizagao das algebras
de Boole acharam relevante introduzir o conceito de reticulado. Num estudo inde-
pendente, a investigacao de Richard Dedekind sobre ideais de nimeros algébricos
conduziu ao mesmo conceito. Embora muitos dos resultados desenvolvidos por estes
matematicos fossem de grande relevancia, tais resultados nao atrairam a atencao
da comunidade cientifica da altura. O desenvolvimento da teoria de reticulados s6

veio a acontecer mais tarde, impulsionado pelo trabalho levado a cabo por Garret
Birkhoff.

Duas definigcoes de reticulados

Os reticulados podem ser definidos de duas formas equivalentes: como conjuntos
parcialmente ordenados e como estruturas algébricas. Nesta seccao apresentamos
estas definigoes e verificamos a equivaléncia das duas.

Definigao 2.0.3. Um conjunto parcialmente ordenado (R, <) diz-se um reticulado
se, para quaisquer a,b € R, existem inf{a,b} e sup{a,b}.

Exemplo 2.0.4.

(1) Com excepgao do conjunto parcialmente ordenado apresentado na figura 1.1 em
(c), todos os restantes conjuntos parcialmente ordenados apresentados nessa figura
sao reticulados.

(2) Todas as cadeias sao reticulados.

(3) Dado um conjunto A, o conjunto parcialmente ordenado (P(A), C) € um reticu-
lado, tendo-se, para quaisquer X,Y C A,

nf{X,Y} = XNY esup{X,Y} =X UY.

(4) Sendo Subg(G) o conjunto dos subgrupos de um grupo G e C a relagao de
inclusao usual, o par (Subg(G),C) € um reticulado, tendo-se, para quaisquer G,
Go € Subg(G),

iIlf{Gl, Gg} = G1 N G2 € Sup{Gl, Gg} =< G1 U G2 > .
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Se (R, <) é um reticulado, o seu c.p.o. dual (R, <;) também é um reticulado.
Sendo assim, é valido o principio seguinte.

Principio de Dualidade para Reticulados Uma afirmacao é verdadeira em qual-
quer reticulado se e s6 se 0 mesmo acontece com a respetiva afirmacao dual.

Um reticulado, enquanto estrutura algébrica, é definido com base em duas operagoes
binarias que satisfazem as propriedades a seguir indicadas.

Definigao 2.0.5. Um triplo R = (R; A\, V), onde R € um conjunto nao vazio e \ e V
sao operacoes bindrias em R, diz-se um reticulado se, para quaisquer x,y,z € R,

Rl: zAy=yAux, rVy=yVzx (leis comutativas);
R2: zA(yANz)=(xAy)ANz, zV(yVz)=(xVy)Vz (lisassociativas);
R3: zhzx==x, rVr=1x (leis de idempoténcia);
Rd: zA(zVy) ==z, zV(rAy) ==z (leis de absorcao).

Exemplo 2.0.6. Sao reticulados as estruturas sequintes:

(1) (P; A, V), onde P representa o conjunto das proposi¢oes, N\ representa o conetivo
conjuncao e \V representa o conetivo disjuncao.

(2) (N;m.d.c.,m.m.c.), onde m.d.c. representa a operagdo mdzimo divisor comum
em N e m.m.c. representa a operacao minimo maultiplo comum.

(3) (P(A);N,U), onde A € um conjunto e N e U sao, respetivamente, as operagoes
de intersecao e unidao.

As duas definicoes de reticulado apresentadas anteriormente sao equivalentes.

Teorema 2.0.7. (1) Se R = (R; A\, V) € um reticulado, entio a relacao < definida
em R por
<y se x=xNy

¢ uma relagao de ordem parcial tal que, para quaisquer x,y € R, existem inf{x,y}
e sup{z,y} e tem-se

inf{z,y} =2 ANy esup{z,y} =z V.

(2) Se (R, <) é um conjunto parcialmente ordenado tal que, para quaisquer x,y € R,
existem inf{z,y} e sup{z,y}, entao R = (R; A, V), onde

Ay =inf{z,y} ez Vy = sup{z,y},
¢ um reticulado e, para quaisquer x,y € R,

rlysSr=cNysSy=zVy.
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Demonstragao. (1) Suponhamos que R = (R;A,V) é um reticulado. Seja < a
relacao definida por
r<y se r=xANy.

DexAx =xsegueque z < z. Sex <yey<z,entaox =xANyey=yAz
e, portanto, z = y. Sex <yey < z,entao r =x Ay ey = y A z, donde temos
r=xANy=xzANyANz)=(xAy)ANz=1xAze, por conseguinte, x < z. Logo a
relacao < é uma ordem parcial em R.
Dex=xA(zVy)ey=yA(xVy), temosz < xVyey < xVy,peloquexVyéum
majorante de {z,y}. Além disso, se z <wuey < wu, tem-se xVu=(xAu)Vu=u
eyVu=(yAu)Vu=u,donde (zVu)V(yVu) =u Assim, (xVy)Vu=u,
pelo que (zVy)ANu= (zVy)A[(zxVy)Vu] =xVy e, portanto, z Vy < u. Logo
sup{z,y} = = Vy. De forma andloga prova-se que inf{z,y} =z A y.

(2) Reciprocamente, se (R, <) é um conjunto parcialmente ordenado tal que, para
quaisquer z,y € R, existem inf{z, y} e sup{z, y}, é simples verificar que as operagoes
A eV definidas por z Ay = inf{z,y} e x Vy = sup{x, y} satisfazem as condigoes R1
a R4 e que

rlysSr=xNysSy=czVy.

O

Do resultado anterior segue que os reticulados, considerados como estruturas
algébricas, podem ser completamente caracterizados em termos das operacoes su-
premo e infimo. Assim, se ® é uma afirmagao sobre reticulados expressa em termos
de A e V, a afirmacao dual de ® é obtida trocando as ocorréncias de A e V, respe-
tivamente, por Ve A. Se R = (R; A, V) é um reticulado, o seu reticulado dual é
RE = (R;V, ).

Descrigao de reticulados

Para ilustrar certos resultados ou para refutar conjeturas a respeito de reticu-
lados pode ser conveniente descrever exemplos de reticulados. Atendendo a que os
reticulados sao casos particulares de conjuntos parcialmente ordenados, a descri¢ao
de reticulados finitos pode ser feita por meio de diagramas de Hasse. Alternati-
vamente, considerando um reticulado como uma estrutura algébrica (R; A, V), um
reticulado pode ser descrito recorrendo as tabelas das operagoes A e V.

Exemplo 2.0.8. As duas tabelas sequintes

Al Ola|bl|l VI 0|lal|lb]|1
o(0|0|0]|0 010|alb|1
a|l0|lal|0]a alalall]|l
b|0|0|b|b b|b|1|b]|1
1({0)lalb)|1 1111111
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descrevem o reticulado representado pelo diagrama de Hasse

1
a b
0
Figura 2.1

Subrreticulados

De entre os subconjuntos de um reticulado tém particular interesse aqueles que
sao fechados para as operagoes do reticulado - a estes subconjuntos dé-se a de-
signagao de subrreticulados.

Definigao 2.0.9. Sejam R = (R; A, V) um reticulado, R' um subconjunto nao va-

zio de R e N e V' operagioes bindrias em R'. Diz-se que R' = (R'; N',V') é um
subrreticulado de R se, para quaisquer a,b € R', aNbe R, avbe R e

aNb=aAb e aVb=aVb.

Note-se que se < é a relagao de ordem parcial associada a um reticulado
R = (R; A\, V) e R" é um subconjunto nao vazio de R, nao ¢ suficiente que (R', <|,)
seja um reticulado para que seja um subrreticulado de (R, <). De facto, é possivel
encontrar reticulados (R, <) e subconjuntos R’ de R tais que (R/, < ,) é um reticu-
lado mas nao é um subrreticulado de (R, <). O exemplo seguinte ilustra este tipo de
situagao. Considerando o reticulado ({a,b,c,d, e}, <) a seguir representado e sendo
R’ = {a,c,d, e}, verifica-se que (R, <|,,,) ¢ um reticulado mas nao é subrreticulado
do reticulado indicado.

a
b
d ¢
e
Figura 2.2

Dados um reticulado (R, <) e um subconjunto nao vazio R’ de R, um c.p.o.
(R, <') diz-se um subrreticulado de (R, <) se <'=<| , e, para quaisquer a,b € ',
o supremo e o infimo de {a, b} (determinados em (R, <)) pertencem a R’

Produtos

A partir de reticulados Ry = (Ri;Ar,, Vr,) € Ra = (R2; Ar,, Vr,) define-se
naturalmente um reticulado que tem R; X Ry como conjunto suporte.
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Teorema 2.0.10. Sejam Ry = (Ri;Ar,, VRr,), Ra = (Ra; Ar,, Vr,) reticulados e
AR xRy € VR xR, 0S operacoes bindrias em Ry X Ry definidas por

(a1, a2) AR xr,y (b1,b2) = (a1 Ag, b1, as Agy b2),
(a1,a2) Vr,xr, (b1,b2) = (a1 Vg, b1, as Vg, b2).

Entao (Ry X Ro; ARy xRas VRixRs) € um reticulado.
A prova do teorema anterior é um exercicio simples que fica ao cuidado do leitor.
Definicao 2.0.11. Sejam Ry = (Ry; Ar,, VRr,), Ra = (Ra; Ary, Vr,) reticulados e

AR xRy € VRixR, @S Operacoes bindrias em Ry X Ry definidas por

(a1, a2) AR xr, (b1,b2) = (a1 Ag, b1, as Ag, b2),
(a1,a2) Vr,xr, (b1,b2) = (a1 Vg, b1, as Vg, b2).

Designa-se por reticulado produto de R, e Rs, e representa-se por Ry X Ra, 0

reticulado (Rl X RQ; /\R1><R2> \/R1><R2)'

Sejam Ry = (Ri;AR,,VR,) € Ro = (Ra;Ar,, Vr,) reticulados, <; e <y as
relacoes de ordem associadas, respetivamente, a R; e Ry e seja < a relacao de
ordem definida em R; X Ry por

(al,a2) < (bl,bg) se e 8O se ay Sl bl € ao SQ bg.
Entao (R X Ry, <) é um reticulado. Além disso,
(a1, a2) AR xr, (b1, 02) = (a1,a2) & a1 Ag, by = a1 e ay Ag, by = as
& ar<ibeay <oby
~ (al,ag) < (bl,bg).
Por conseguinte, o reticulado produto Ry xRy = (R X R2; AR, xRys VR, xR,) COINcide

com o reticulado (R; X R, <).

Homomorfismos, isomorfismos

Quando se consideram reticulados como estruturas algébricas tem interesse con-
siderar aplicagoes que preservem as operacoes dos reticulados - os homomorfismos.

Definigao 2.0.12. Sejam Ry = (R1; Ay, Vr,) € Ra = (Ra; Ar,, Vr,) Teticulados e
a: Ry — Ry uma aplicacao. Diz-se que:

- a ¢ um homomorfismo de R, em Ry se, para quaisquer a,b € Ry,

ala Ag, b) = aa) Ag, a(b) e a(a Vg, b) = ala) Vg, a(b);

- a € um tsomorfismo de R, em Ry se a € bijetiva e é um homomorfismo.
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Caso exista um isomorfismo de reticulados de Ri em Ra, o reticulado Ry diz-se
isomorfo ao reticulado Rs.

Note-se que se o é um isomorfismo de um reticulado R; para um reticulado R,
entdao a~! é um isomorfismo de Ry para R;. Assim, caso exista um isomorfismo de
um reticulado noutro, diz-se somente que os reticulados sao isomorfos.

Uma vez que os reticulados também sao estruturas ordenadas, importa perceber
qual a relagao existente entre os homomorfismos e as aplicacoes que preservam a
ordem. A nocao de isomorfismo entre reticulados pode ser estabelecida recorrendo
as relacoes de ordem associadas aos mesmos reticulados.

Teorema 2.0.13. Sejam Ry = (R1; ARy, Vr,) € R = (Ra; Ar,, Vr,) Teticulados e
<1 e <5 as relagoes de ordem definidas, respetivamente, em Ry e Ry por

a <y b ssea=aAlg, b, para quaisquer a,b € Ry,

a <9b ssea=aAlg,b, para quaisquer a,b € Rs.

Entao os reticulados Ry = (R1; Ar,, VRr,) € Ra = (R2; Ar,, VRr,) sdo isomorfos se e
50 se 0s c.p.o.s (Ry,<y) e (Ra, <3) sdo isomorfos.

Demonstragao. Suponhamos que (Ri; A1, V1) e (Ra; Ag, Vo) sao reticulados isomor-

fos. Entao existe uma aplicagdo bijetiva o : R; — Ry tal que, para quaisquer
a,b e Ry,

ala Vi b) = ala) Vo a(b) e ala Ay b) = ala) Ay a(b). (1)

Mostremos que « é um isomorfismo de c.p.o.s., ou seja, mostremos que a aplicacao
« é sobrejetiva e que, para quaisquer a,b € Ry,

a<;bs ala) <s ab). (2)

Atendendo a que « é bijetiva, é imediato que « é sobrejetiva. Considerando (1), a
prova de (2) também é simples. De facto, dados a,b € Ry, se a <1 b, entdo a = a1 b,
donde a(a) = ala A1 b) = a(a) Ay a(b). Logo a(a) <5 «a(b). Reciprocamente, se
a(a) <5 a(b) tem-se a(a) Vo (b) = a(b), pelo que a(aV1b) = a(b). Uma vez que a é
invertivel segue que a~*(a(aVib)) = a~(a(b)) e, portanto, a Vi b = b. Logo a < b.
Assim, provamos que « é uma aplicacao sobrejetiva e um mergulho de ordem, isto
é, a é um isomorfismo de c.p.o.s.

Reciprocamente, admitamos que (R, <;) e (Rg, <s) s@o c.p.o.s isomorfos. Entéao
existe uma aplicacdo sobrejetiva a : R — Ry que satisfaz a condig¢ao (2). Preten-
demos mostrar que «a é um isomorfismo de (Ry; Ag,, Vg,) em (Rs; Ar,, Vr,), isto é,
que « é um homomorfismo bijetivo. Para provar que « é bijetiva, resta mostrar que
« é injetiva. Se a,b sao elementos de R, tais que a(a) = a(b), entdo a(a) <y a(b) e
a(b) <5 a(a). Logo, atendendo a (2), segue que a < b e b < a e, por conseguinte,
a = b. Assim, « é injetiva. Facilmente também se prova que o é um homomor-
fismo. De facto, dados a,b € Ry, tem-se a <; aVibe b <; aVyb Entao, por
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(2), a(a) <3 ala Vi b) e a(b) <y ala Vi b). Assim, a(a Vi b) é um majorante de
{a(a),a(b)} e, atendendo a que a(a)Vaa(b) é o supremo de {«(a), a(b)}, resulta que
a(a)Vaa(b) < a(aVyb). Provemos, agora, que a(aV1b) < a(a)Vaa(b). Por hipdtese,
a aplicagao a é sobrejetiva, pelo que a(a) Vo a(b) = a(c), para algum ¢ € R;. Logo
a(a) <5 alc) e a(b) <y a(c) e por (2) segue que a <; ce b <y c. Assim, aV,b<;c
e de (2) resulta a(a V1 b) <5 a(c). Consequentemente, a(a Vi b) <5 a(a) Va a(b).
Desta forma, provdamos que «(a Vi b) = a(a) Vo a(b), para quaisquer a,b € R e,
portanto, a é um homomorfismo. O

Reticulados completos, reticulados algébricos

Apresentam-se seguidamente duas classes de reticulados que desempenham um
papel relevante no estudo de algebra universal.

Definigao 2.0.14. Um reticulado (R, <) diz-se um reticulado completo se, para
qualquer subconjunto S de R, existem N\ S e \/ S.

Exemplo 2.0.15.

(1) O reticulado (R, <) nao é completo.

(2) O reticulado (R U {—o00, 00}, <) € completo.

(3) O reticulado ({x € R: |z] < 1} U{-2,2}, <) é completo.
(4) Dado um conjunto A, (P(A),C) é um reticulado completo.

Se (R, <) é um reticulado, entdo, para qualquer suconjunto F' de R que seja
finito, existem \/ F' e A F. Por conseguinte, é imediato o resultado seguinte.

Teorema 2.0.16. Todo o reticulado finito é completo.

Na definicao anterior é possivel prescindir de uma das condigoes que caracterizam
os reticulados completos, uma vez que ¢é valido o resultado seguinte.

Teorema 2.0.17. Seja (R, <) um reticulado tal que existe \/ S para qualquer sub-
conjunto S de R ou tal que existe \ S para qualquer subconjunto S de R. FEntao
(R, <) € um reticulado completo.

Demonstragao. Suponhamos que existe \/ S para qualquer subconjunto S de R. Seja
Mg o conjunto dos minorantes de S. E um exercicio simples verificar que \/ Mg é
o infimo de S. Analogamente, caso exista /\ S para qualquer subconjunto S de R,
prova-se que também existe \/ S. O

Observe-se que se (R,<) é um reticulado completo, entdo R tem elemento
méximo 1 e elemento minimo 0 e tem-se \/) = 0 e AD = 1. Note-se também
que o teorema anterior pode ser formulado de forma equivalente dos seguintes mo-
dos: (i) um reticulado (R, <) é completo se R tem elemento maximo e existe infimo
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de qualquer subconjunto nao vazio de R; (ii) um reticulado (R, <) é completo se R
tem elemento minimo e existe supremo de qualquer subconjunto nao vazio de R.

Um reticulado completo pode ter subrreticulados que nao sao completos; por
exemplo, (R, <) é um subrreticulado de (RU{—o00, 00}, <). Pode também acontecer
que o subrreticulado de um reticulado completo seja um reticulado completo, mas os
supremos e infimos de certos subconjuntos quando determinados no subrreticulado
nao coincidam com os supremos e os infimos no reticulado; é o caso do reticulado
{z eR: |z| < 1} U{-2,2}, <) que é um subrreticulado de (R U {—o00, 0}, <).

Definigao 2.0.18. Um subrreticulado (R', <,,) de um reticulado (R, <) diz-se um
subrreticulado completo de (R, <) se, para qualquer subconjunto S de R', \| S
e \ S, como definidos em (R, <), pertencem a R'.

Definicao 2.0.19. Seja (R, <) um reticulado. Um elemento a € R diz-se com-
pacto se sempre que eziste \| A e a < \/ A, para algum A C R, entio a < \/ B,
para algum conjunto finito B C A. Um reticulado (R, <) diz-se compactamente
gerado se, para todo a € R, a =\/ S, para algum subconjunto S de R formado por
elementos compactos de R. Um reticulado (R, <) diz-se um reticulado algébrico
se € um reticulado completo e compactamente gerado.

Exemplo 2.0.20.

(1) Todos os elementos de um reticulado finito sao compactos.

(2) Dado um conjunto A, o reticulado (P(A), Q) € algébrico; os elementos compac-
tos deste reticulado sao os subconjuntos finitos de A.

(3) O reticulado (Subg(G), C), dos subgrupos de um grupo G, é algébrico; os ele-
mentos compactos deste reticulado sao os subgrupos de G finitamente gerados.

Dados um conjunto A e um operador fecho f em (P(A), C), facilmente se verifica
que o conjunto parcialmente ordenado dos subconjuntos de A fechados para f é um
reticulado completo.

Teorema 2.0.21. Sejam A um conjunto e f um operador de fecho em (P(A),C).
Entao (Fcp(P(A)), C) € um reticulado completo e, para qualquer familia (A;)ier de
subconjuntos fechados de A, tem-se

NFA) =f(A) e \/f(Ai):f(UAi)

el iel iel el

Demonstragao. Seja (A;)ie; uma familia de subconjuntos fechados de A. Uma vez
que, para cada ¢ € I,

i€l
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tem-se
f (ﬂ AZ) C f(A) = A;.
iel

Assim,

f (ﬂ Ai) - mAia
iel iel

e, por conseguinte,

f (ﬂ AZ-) = A
icl iel

Logo, (;e; Ai é um elemento de Fcy(P(A)). Atendendo a que A também é um
elemento de F'cp(P(A)), conclui-se que (Fep(P(A)), C) é um reticulado completo.
A prova das igualdades indicadas no enunciado é simples. O

Reciprocamente, todo o reticulado completo pode ser visto como o reticulado
dos subconjuntos fechados de algum conjunto com um operador de fecho.

Teorema 2.0.22. Seja (R, <) um reticulado completo. Entao (R, <) é isomorfo
ao reticulado dos subconjuntos fechados de algum conjunto A com um operador de

fecho f.

Demonstragao. Seja (R, <) um reticulado completo. Facilmente prova-se que a
aplicacao f : P(R) — P(R) definida por

f(X)={aeR:a<supX}
¢ um operador de fecho em (P(R),C) e que a aplicacdo a — {b€ R:b < a} é um

isomorfismo entre (R, <) e (Fcs(P(R)), Q). O

Teorema 2.0.23. Seja A um conjunto. Se f é um operador de fecho algébrico em
(P(A),C), entdo (Fcy(P(A)), Q) é um reticulado algébrico e os elementos compactos
de (Fcp(P(A)), Q) sao os conjuntos fechados f(X), onde X € um subconjunto finito
de A.

Demonstracao. Comecemos por mostrar que se X é um subconjunto finito de A,

entdo f(X) é compacto. Seja X = {ay,...,a;} e admitamos que
fx)c\/ fA)=¢ (U A,) .
i€l i€l

Atendendo a que X C f(X) e uma vez que o operador de fecho f é algébrico, segue
que, para cada a; € X, existe um conjunto finito X; C (J,.; 4, tal que a; € f(Xj;).
Entao, uma vez que existe um nimero finito de conjuntos A;, digamos Aji, ..., Ajn,,
tais que

Xj QAﬂU...UAjnj,
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tem-se
Q; S f(Ajl U...u Ajnj)-
Assim,
Xc |J FAnu...u4y,),
1<5<k
pelo que
xcr| U A
1<j<k,
1<i<n;
e, portanto,

rcrl U 4=V .
1<5<k, 1< <k,
1<i<n, 1<i<n,

Logo, f(X) é compacto.

Além disso, prova-se que os elementos f(X), onde X é um subconjunto finito de
A, sao os unicos elementos compactos de (Fecs(P(A)), C). De facto, admitindo que
f(Y) é diferente de f(X) para todo o subconjunto finito X de A, e atendendo a que

FOV) | J{f(X): X CY e X ¢ finito},

é simples concluir que f(Y) nao pode estar contido em qualquer unido finita de
conjuntos f(X) e, portanto, f(Y) nao é compacto.

Assim, considerando o Teorema 2.0.21, tendo em conta que o operador de fecho f é
algébrico e que, para todo X C A tal que X é finito, f(X) é compacto, concluimos
que (Fep(P(A)), C) é um reticulado algébrico. O

Corolario 2.0.24. Seja f um operador de fecho algébrico em (P(A), C), para algum
conjunto A. Entdo os subconjuntos de A finitamente gerados sdo precisamente os
elementos compactos de (Fey(P(A)), Q).

Teorema 2.0.25. Todo o reticulado algébrico € isomorfo ao reticulado dos subcon-
juntos fechados de algum conjunto A com um operador de fecho algébrico.

Demonstragao. Sejam (R, <) um reticulado algébrico e A o conjunto dos elementos
compactos de (R, <). Considere-se a correspondéncia f : P(A) — P(A) tal que,
para cada X C A,

f(X)={a€ A:a<supX}.

Entao f é um operador de fecho em (P(A), C) e da definigdo de elemento compacto
resulta que f é algébrico. Atendendo a que (R, <) é compactamente gerado, a
aplicacao a — {b € A: b < a} é um isomorfismo entre (R, <) e (Fcy(P(A)),C). O
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Reticulados distributivos e reticulados modulares

Nesta seccao estudam-se classes de reticulados que satisfazem identidades adi-
cionais que relacionam as duas operacgoes do reticulado: os reticulados distributivos
e os reticulados modulares

Defini¢ao 2.0.26. Um reticulado R = (R; A, V,) diz-se um reticulado distribu-
tivo se satisfaz uma das sequintes condicoes:

Dl: zA(yVz)=(zAy)V(zAz),Vr,y,z € R,

D2: xV(yAz)=(xVy A(xVz),Ve,y,z€R.

Exemplo 2.0.27. Os reticulados sequintes sao distributivos:

(1) (P; A, V), onde P representa o conjunto das proposi¢oes, N\ representa o conetivo
conjuncao e \V representa o conetivo disjuncao.

(2) (N;m.d.c.,m.m.c.), onde m.d.c. representa a operagdo mdzimo divisor comum
em N e m.m.c. representa a operacao minimo mailtiplo comum.

(8) (P(A);N,U), onde A € um conjunto e N e U sao, respetivamente, as operagoes
de intersecao e uniao.

As condigoes D1 e D2 referidas na definigado anterior, designadas por leis dis-
tributivas, sao equivalentes.

Teorema 2.0.28. Seja R = (R; A, V) um reticulado. Entao R satisfaz D1 se e s6
se R satisfaz D2.

Demonstracdo. Admitamos que R satisfaz D1. Entao

zV(yANz) = (eV(zA2)V(yAz) (por R4)
= zV((xA2)V(yAz) (por R2)

zV((zAz)V(zAY)) (por R1)

zV(zA(xVy)) (por D1)

zV ((zVy Az) (por R1)

(xA(xVy))V((xVy)Az) (por R4)

= ((@vy)rnz)v((xVy)nz) (porRl)

= (zVy A(zV2). (por D1)

A prova de que D2 implica D1 é anéloga. O

Note-se que qualquer reticulado satisfaz as desigualdades
(xAyY)V(eAz)<zAyVz)eaxV(yAz)<(zVy AzVz).

Assim, para mostrar que um determinado reticulado é distributivo basta verificar
uma das desigualdades

cAyVz)<(xAy)V(zAz)ou (zVy A(xVz)<zV(yA:z).
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Definigao 2.0.29. Um reticulado R = (R; A, V) diz-se um reticulado modular
se, para quaisquer T,y,z € R,

r<y=zV@yAz)=yA(zVz2).

A condigao da defini¢ao anterior, designada por lei modular, é equivalente a

(xAY)V(yAz)=yA({(zAy)V=2)),

uma vez que r < y se e s6 se x = x A y. Também é simples verificar que todo o
reticulado satisfaz a condigao

r<y=zV(@yNz) <yA(xVz),

pelo que, para mostrar que um reticulado é modular basta verificar que, para quais-
quer x,y,z € R,
r<y=yAN(xVz)<azV(yAz).

Teorema 2.0.30. Todo o reticulado distributivo é um reticulado modular.

Demonstracao. Basta considerar D2 e ter em atencao que x Vy = y se e 86 se
r <uy. U

Os dois préximos teoremas caracterizam os reticulados modulares e os reticulados
distributivos e permitem identificar de uma forma mais eficiente estes reticulados.
Tal caracterizacao é estabelecida recorrendo aos reticulados My e N5 a seguir apre-
sentados

b
a
M; Nj
Figura 2.3

Observe-se que nenhum dos reticulados anteriores é distributivo, pois em nenhum
dos casos se tem aV (bAc¢) = (aVb)A(aVc). No que respeita & modularidade, o
reticulado M5 é modular, mas no reticulado Nj tem-se a < be aV (bAc) # bA(aVe),
pelo que N5 nao é modular.

Teorema 2.0.31. Seja R = (R; A\, V) um reticulado. Entdo R € modular se e so se
nao tem qualquer subrreticulado isomorfo a Nj.

Demonstracao. Tendo em conta o que foi observado anteriormente, é imediato que se
R tem um subrreticulado isomorfo a N5, entao R nao é modular. Reciprocamente,
se admitirmos que R nao é modular, entao existem a,b,c € R tais que a < b e
aV(bANc)<bA(aVe). Sejama; =aV (bAc)eb =bA(aVc).
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Entao
cANbp = c¢N(bA(aVc))
= [eA(ecVa)Ab (por Rl eR2)
= cAb (por R4)
e
cVa, = c¢V(aV(bAc))
= [eV(bAc¢)]Va (por RleR2)
= ¢Va (por R4).

Agora, atendendo a que cAb < a; < by, temos cAb < cAa; <cAb =cAb, donde
c/Nay =cANb =cANb. De modo andlogo, tem-se ¢V by = ¢V a; = ¢V a. Logo o
reticulado a seguir apresentado

cVa
by
c
ai
cNb
¢ um subrreticulado de R e é isomorfo a Ns. O

Teorema 2.0.32. Seja R = (R; A\, V) um reticulado. Entdo R € distributivo se e
s0 se nao tem qualquer subrreticulado isomorfo a N5 ou a Ms.

Demonstracao. Se R é um reticulado que tem um subrreticulado isomorfo a Ms ou a
N5, entao é imediato que R nao ¢é distributivo. Reciprocamente, se R é um reticulado
nao distributivo, prova-se que R tem um subrreticulado isomorfo a My ou a N5. De
facto, se R nao é modular, do teorema anterior segue que R tem um subrreticulado
isomorfo a N5. Caso R seja modular prova-se que R tem um subrreticulado isomorfo
a Ms5. Com efeito, se R nao é distributivo, existem elementos d, e, f € R tais que
(dNe)V (AN f)<dA(eV f). A partir destes elementos definem-se

p= (dAe)V(eNf)V(fAd),
g= ([@Ve)A(eVfINn(fVa),
u= (dNq)Vp,
v=(eNq)Vp,
w= (fAq)Vp

Claramente, p < u, p < v e p < w. Também é imediato que p < ¢. Assim,
u < (dAq)Vq=q. De forma andloga, tem-se v < g e w < ¢q. Atendendo as leis
associativa, comutativa e de absorcao, segue que

dNg=dA(eVf)
dNp dN((dNe)V(eNf)V(fAA))
(dA(enf))V(dAe) Vv (fAd))
(dNe)V (f Nd).

Logo p = g é impossivel. Por conseguinte p < q.
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Seguidamente, prova-se que u A v = p. De facto,

uNv = ((dANq)Vp)A((eAq)Vp)
p

(eANq)Vp)A(dNq))V R1 e lei modular)
R1 e lei modular)
por R1, R2 e R3)

(

(( (
EE(qA(eVp)) )(qu)) p E
gdA@Vf»AQﬂNfA@DVp ?mR&eR@
( ( (

( (

( (

dA((eV f)A(eV(fAd))Vp (por R3)
= dA(((eVIN(fAd)Ve))Vp (lei modular)
= ([dA((fAd)Ve))Vp pois fAd < f<eVf)
= ((dAe)V(fAd)Vp lei modular)
=D

De forma andloga mostra-se que v Aw = p e w A u = p. Argumentos semelhantes
permitem mostrar que u Vv =q,vVw=qgewVu=4q.

Finalmente, é simples verificar que se dois dos elementos u, v, w, p, ¢ sdo iguais, entao
p = ¢, 0 que é impossivel.

Logo, o reticulado

¢ um subrreticulado de R isomorfo a Ms.




3. Elementos de algebra Universal

O desenvolvimento do estudo na area da matematica levou ao aparecimento
de diversas estruturas algébricas, tais como grupos, anéis, reticulados, algebras de
Boole, etc. Tais estruturas, embora distintas, tém propriedades analogas, o que levou
ao surgir de uma area da matematica, a Algebra Universal, que tem por objetivo o
estudo de propriedades que sao comuns a estas estruturas.

3.1 Algebras

Um dos conceitos basicos em algebra universal, suficientemente abrangente para
englobar muitas das estruturas algébricas que nos sao familiares, é a nocao de
algebra, a qual é definida como um conjunto nao vazio equipado com uma familia
de operacoes.

No sentido de formalizar o conceito de algebra, comecamos por considerar a
nocao de tipo algébrico.

Definicao 3.1.1. Dad-se a designacao de tipo algébrico, ou simplesmente tipo, a
um par (O, 1), onde O € um conjunto e T é uma fungdo de O em Ny. Cada elemento
f de O é designado por simbolo de operagdo e 7(f) diz-se a sua aridade. O
conjunto de todos os simbolos de O de aridade n, n € Ny, € representado por O,,.

Definigao 3.1.2. Chama-se dlgebra a um par A = (A; F') onde A € um conjunto
ndao vazio e F é uma familia (fA)eo de operagies finitdrias em A indezada por
um conjunto O. Ao conjunto A dd-se a designacao de universo ou conjunto
suporte de A, cada operacio f* é designada por operacdo fundamental de A
ou operagao bdsica de A e ao conjunto O dd-se a designagio de conjunto de
simbolos operacionais de A.

Uma dlgebra A diz-se uma dlgebra de tipo (O,7) se O é o conjunto de simbolos
operacionais de A e T € a funcao de O em Ny que a cada simbolo operacional f € O
associa a aridade ny da operagdao bdsica A

Ao longo do texto as dlgebras s@o representadas por letras maitsculas caligraficas,
eventualmente com indices, A, B, C, ..., Ay, As, ..., e o conjunto suporte das dlgebras
é representado pelas letras maitsculas respetivas, A, B, C, ..., Ay, As, ...

28
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Uma algebra A = (A; F) diz-se trivial se |A| = 1 e diz-se finita ou infinita
caso o seu conjunto suporte A seja finito ou infinito, respetivamente.

Note-se que na definicao de algebra é importante fazer a disting¢ao entre simbolos
operacionais e operacoes, uma vez que em diferentes algebras o mesmo simbolo
operacional pode estar associado a operacoes distintas. Assim, dada uma &lgebra
A= (A; (f4se0), usa-se a notagio f* para representar a operagao fundamental de
A indexada por f; & operacao f4 dé-se a designacio de interpretacdo de f em
A. Caso o contexto seja claro pode escrever-se apenas f em vez de f*.

A indexagao das operagoes basicas de uma algebra A com o conjunto de simbolos
operacionais O permite ter uma sequéncia ordenada das operacoes bésicas da algebra,
associando a cada simbolo operacional em O uma operacao finitaria em A. Esta in-
dexacao tem a vantagem de permitir diferenciar operagoes que tenham a mesma
aridade. O conjunto de simbolos operacionais O de uma algebra A pode ser finito
ou infinito. Caso O seja finito e nao vazio, digamos O = {fi, fa, ..., fx}, é usual es-
crever A = (A; i, £, ..., fi!) ou apenas A = (A; f1, fa, ..., fi) € representa-se o
tipo de A por (O,ny,,ny,,...,ng)oupor (ng,ng,,...,ng),ondeny,, i € {1,...,k},
representa a aridade da operagao f;”.

Uma dlgebra A diz-se wndria se A é uma 4&lgebra de tipo (O,7) onde
7(f) = 1, para todo f € O, ou seja, A é uma &lgebra em que todas as operagoes
fundamentais sao undrias. A uma algebra A com uma tnica operagao bindria, ou
seja, a uma algebra de tipo ({f},7) onde 7(f) = 2, dé-se a designagao de grupdide.

Definigao 3.1.3. Sejam A e B dlgebras de tipos (O1,71) e (O, T2), respetivamente.
Diz-se que a dlgebra B é um reduto da dlgebra A se: A e B tém o mesmo universo,

Oy C Oy e, para todo f € Oy, T1(f) = Ta(f) e fA = f5.

Terminamos esta seccao com a apresentacao de alguns exemplos de algebras.

(i) Para qualquer conjunto nao vazio A, A = (A; () é uma algebra.

(ii) Um semigrupo é um grupéide S = (S;-) tal que, para quaisquer z,y,z € S,
z-(y-z)=(x-y) =z (1.1)

ou seja, um semigrupo é uma algebra definida por um conjunto nao vazio munido
de uma operagao binaria associativa.

(iii) Um mondide é um semigrupo (M;-) com um elemento 1 € M tal que, para
todo x € M,

r-l=x=1- (1.2)

A um elemento 1 que satisfaca as condicoes anteriores da-se a designacao de elemento
neutro ou identidade e é simples verificar que num dado semigrupo nao existe mais do
que um elemento destes. Assim, o elemento neutro pode ser interpretado como uma
fungao constante e um monéide pode ser definido como uma dlgebra M = (M;-, 1)
de tipo (2,0) que satisfaz as condigoes (1.1) e (1.2).
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(iv) Um grupo pode ser descrito como um tipo especial de semigrupo, ou seja, como
uma &dlgebra (G -) de tipo (2) que satisfaz as identidades (1.1), (1.2) e tal que, para
cada x € G, existe 27! € G que satisfaz as condicoes seguintes

roxt=1=z"1 2 (1.3)
Atendendo a que um grupo é um mondéide, um grupo pode também ser definido como
uma &lgebra (G-, 1) de tipo (2,0) que satisfaz as condigdes (1.1), (1.2) e (1.3).
Num grupo (G;-), para cada x € G, existe um tnico elemento = € G que satisfaz
(1.3), pelo que faz sentido considerar uma operacao undria que a cada elemento
x € G associa o elemento x~!. Por conseguinte, um grupo pode ser descrito como
uma dlgebra G = (G;-, 7', 1) de tipo (2,1,0) que satisfaz (1.1), (1.2) e (1.3).
Um grupo abeliano é um grupo G = (G;-,71 1) tal que, para quaisquer z,y € G,

rToy=y-c. (1.4)

(v) Um anel é uma dlgebra A = (A; +, -, —,0) de tipo (2,2, 1,0) tal que (A;+,—,0)
é um grupo abeliano, (A;-) é um semigrupo e, para quaisquer z,y,z € A,

r-(y+z)=zc-y+zx-z e (y+z2)-z=y-x+z-x.

Um anel com identidade é uma algebra A = (A4;+,+,—,0, 1) de tipo (2,2,1,0,0)
tal que (A;+,-,—,0) é um anel e (A;-,1) é um mondide.

(vi) Um semirreticulado é um semigrupo comutativo S = (S -) tal que, para todo
x €S,
T-xr =1

(vii) Um reticulado é uma algebra R = (R;A,V) de tipo (2,2) tal que, para
quaisquer z,y, 2z € R,

Rl: zAy=yAx, rVy=yVzx (leis comutativas);
R2: zA(yAz)=(xAy)ANz, xV(yVz)=(xVy)Vz (leis associativas);
R3: z ANz =z, rVr=x (leis de idempoténcia);
R4d: zA(zVy ==, zV(zAhy) == (leis de absor¢ao).

(viii) Um reticulado limitado é uma algebra R = (R; A, V,0,1) de tipo (2,2,0,0)
tal que (R; A, V) é um reticulado e, para qualquer = € R,

cAN0=20 e xzVvV1=1.

(ix) Um reticulado distributivo é um reticulado R = (R;A,V) tal que, para
quaisquer z,y, 2z € R,

zA@yVz)=(@Ay)V(eAz) e aVyAz)=(@VyA(zVz).

(x) Uma dlgebra de Boole é uma élgebra B = (B; A, V,’,0,1) de tipo (2,2,1,0,0)
tal que (B; A, V) é um reticulado distributivo e, para todo = € B,

xN0=0, zV1=1,

x A =0, azva =1
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3.2 Subalgebras

Em certos casos o estudo de uma algebra pode ser simplificado recorrendo ao
estudo de outras algebras que estejam relacionadas com a algebra dada. Por este
motivo, é importante considerar processos que permitam construir novas algebras
a partir de uma determinada algebra. Alguns desses processos de construcao sao
abordados ao longo deste texto. Comegamos por referir a formacao de subdlgebras.

Definicao 3.2.1. Sejam A um conjunto, n € Ny, f uma operacdo n-dria em A e
X C A. Diz-se que o conjunto X € fechado para a operacgao f se

flai,...,a,) € X, para todo (aq,...,a,) € X".

Nas condigoes da definicao anterior, se f é uma operacgao nulédria, entao o con-
junto X é fechado para a operacao f se e sé se f € X. Por conseguinte, se X = (),
o conjunto X nao é fechado para qualquer operacao nularia. Note-se, no entanto,
que X = () é fechado para toda toda a operacao n-aria sempre que n > 1.

Definigao 3.2.2. Sejam A = (A; F) uma dlgebra. Um subconjunto B de A diz-se
um subuniverso de A se B € fechado para toda a operacao de F'.
Representa-se por SubA o conjunto de todos os subuniversos de A.

Observe-se que o conjunto vazio é subuniverso de uma algebra A se e s6 se A
nao tem operacoes nularias.

Exemplo 3.2.3.

(1) Os conjuntos {0}, {2n|n € Z} e Z sao subuniversos do semigrupo (Z;+) e do
anel (Z;+,-,—,0).

(2) O congunto {2n+1|n € Z} nao € subuniverso do semigrupo (Z;+) nem do anel
(Z;+,-,—,0).

(8) O conjunto ) € um subuniverso do semigrupo (Z;+), mas nao é subuniverso do
anel (Z;+,-,—,0).

Teorema 3.2.4. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e (S;|i € I) uma familia de subu-
niversos de A. Entdo (),c; Si € um subuniverso de A.

Demonstracdao. Para cadai € I, S; é um subuniverso de A, pelo que S; C A. Assim,
Nics Si € A. Além disso, para qualquer n € N, para qualquer f operacao n-dria
de A e para qualquer (a1, ..., a,) € (();c; Si)", tem-se f(ai1,...,a,) € S;, para cada

i € I, uma vez que (aq,...,a,) € (S;)" e cada um dos conjuntos S; é um subuniverso
de A. Entao f(ai,...,a,) €[ \;e; Si €, portanto, (,c; S; é fechado para a operagao
7l 0

Teorema 3.2.5. Sejam A = (A; F) uma dlgebra, X C A e
S = ﬂ{B | B é subuniverso de A e X C B}.

Entao S é um subuniverso de A e é o menor subuniverso de A que contém X.
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Demonstracao. Do Teorema 3.2.4 segue que S é um subniverso de A e da definicao
de S é imediato que X C S e que S esta contido em qualquer subuniverso de A que
contenha X. O

Definigao 3.2.6. Sejam A = (A; F) uma dlgebra, X C A e S um subuniverso de A.
Designa-se por subuniverso de A gerado por X, e representa-se por Sg(X), o
menor subuniverso de A que contém X, i.e., o conjunto

SgMX) = ﬂ{B | B € subuniverso de A e X C B}.

Diz-se que S € finitamente gerado se S = Sg*(X), para algum conjunto finito
X CA.

Teorema 3.2.7. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e X C A. Para i € Ny, define-se

X() = X,
Xit1 = X;U{f(x)|f é operagio n-dria em A e x € (X;)",n € Ny}.

Entio Sg(X) = U, en. Xi-

1€Np

Demonstracao. E imediato que X C UieNO X, € A. Facilmente também se verifica
que UZENO X; é fechado para toda a operacao de A: se f é uma operacao n-aria
em A e ay,...,a, sao elementos de UZENO X;, entao (aq,...,a,) € (Xg)", para
algum k € Ny, donde f(ay,...,an) € Xpr1 © Ujen, Xio Logo Uen, Xi € um sub-
universo de A e contém X. Além disso, UZENO X, é o menor subuniverso de A que
contém X. De facto, se B é um subuniverso de A que contém X, mostra-se, por
inducao em 7, que X; C B, para todo 7 € Ny, e, portanto, UZENO X; € B. Assim,
SgA(X) = UZENO X;. O

Corolério 3.2.8. Sejam A uma dlgebra, X C A ea € Sg*(X). Entdo a € Sg*(Y),
para algum subconjunto finito Y de X.

Demonstracio. Do teorema anterior sabe-se que SgA(X) = UieNO X;, onde X; sao
os conjuntos descritos nesse mesmo teorema. Por inducao em i, prova-se que se
a € X;, entdo a € Sg*(Y), para algum subconjunto finito Y de X. O

Corolario 3.2.9. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e X, Y C A. Entao
(i) X C SgA(X).
(i) X CY = SgA(X) C Sg*(Y).
(iii) Sg*(Sg*(X)) = Sg*(X).
(iv) SgA(X) = ULSgA(Z)| Z é subconjunto finito de X}. 0
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Corolério 3.2.10. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e Sg* : P(A) — P(A) a
aplicacdo definida por X — Sg*(X), para todo X € P(A). Entio Sg* é um
operador de fecho algébrico em (P(A), Q).

Observe-se que os subuniversos de uma dlgebra A sao exatamente os subconjun-
tos X de A para os quais se tem X = Sg*(X), ou seja, sdo os subconjuntos de A
fechados para o operador de fecho Sg*.

Teorema 3.2.11. Seja A uma dlgebra. Entdo (SubA, C) é um reticulado algébrico
e, para quaisquer B,C € SubA,

BAC=BNC, BVC=S¢gYBUCQC), VB,C € SubA.
Demonstragao. A prova de
BAC=BnNC, BVC =S¢ BUC), VB,C € SubA
é um exercicio simples e do que foi observado anteriormente segue que
(Fcgga, ©) = (SubA, ).

Logo o resultado ¢é imediato atendendo ao Teorema 2.0.23. O

Definigao 3.2.12. Sejam A uma dlgebra e SubA o conjunto dos subuniversos de
A. O reticulado (SubA, C) designa-se por reticulado dos subuniversos de A e
representa-se por SubA.

Definicao 3.2.13. Sejam A= (A; F') e B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo (O, T).
Diz-se que B € uma subdlgebra de A, e escreve-se B < A, se B ¢ um subuniverso
de A e, para todo n € Ny e para todo o simbolo de operacio f € O,

A, ... by) = fB(by,. .. by),

para qualquer (by, ..., b,) € B™.

Se B = (B; @) ¢é subdlgebra de uma algebra A = (A; F'), entdo B é um subu-
niverso de A. No entanto, um subuniverso de A nao é necessariamente o universo
de uma subalgebra de A. Observe-se, por exemplo, que o conjunto vazio pode ser
subuniverso de uma algebra A, mas nao é universo de qualquer subdlgebra de A.

Exemplo 3.2.14.

(1) O anel (R;+,+,—,0) € uma subdlgebra do anel (C;+,-,—,0).

(2) Se (G;-) € um grupo, as suas subdlgebras sio os subsemigrupos de G.
(3) Se (G;-, 71, 1) € um grupo, as suas subdlgebras sio os subgrupos de G.
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Definigao 3.2.15. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e X C A tal que X # (). Chama-
-se subdlgebra de A gerada por X, e representa-se por SgA(X), a subdlgebra de
A cujo universo é SgA(X).

Se na dlgebra A hd, pelo menos, uma operacao nuldria, define-se a subdlgebra de
A gerada por () como sendo a subdlgebra de A cujo universo é Sg(0).

Diz-se que a dlgebra A é gerada por X ou que X é um conjunto de geradores
de A se SgA(X) = A. A dlgebra A diz-se finitamente gerada se A admite um
conjunto de geradores finito.

Exemplo 3.2.16. O anel Z = (Z;+,-,—,0) € finitamente gerado: Sg”({1}) = Z.

3.3 Congruéncias e algebras quociente

Uma congruéncia numa algebra é uma relacao de equivaléncia que é compativel
com as operagoes da algebra. A nocao de congruéncia desempenha um papel rele-
vante no estudo de algebra universal.

Defini¢ao 3.3.1. Sejam A = (A; F) uma dlgebra de tipo (O,7) e 0 uma relagao
de equivaléncia em A. Diz-se que 6 € uma congruéncia em A se 0 satisfaz
a propriedade de substituicao, i.e., se, para quaisquer n € Ny, f € O, e
(a1,...,an), (b1, ..., b,) € A",

(azebl,Vz S {1, .. ,n}) = fA(Cll, . ,CLn>¢9fA(b1, .. ,bn)

Exemplo 3.3.2.
(1) Considere o anel (Z;+,-,—,0). Para cada q € Z, seja =, a relagao de equi-
valéncia definida em Z por

r=,s sser —s=qk, para algum k € Z.
Facilmente se verifica que: para todo q € Z, =, € uma congruéncia no anel (Z;+,-,—,0);
=( € a congruéncia identidade; =, € a congruéncia universal.

(2) Dado um grupo G = (G;-, 71, 1), é possivel estabelecer uma relacio entre as
congruéncias de G e os subgrupos invariantes de G:

(a) se @ é uma congruéncia em G, entdo [1]g € o universo de um subgrupo invari-
ante de G e, dados a,b € G, tem-se a0b se e s6 se a-b~t € [l]y;

(b) se N'= (N;-, 71, 1) é um subgrupo invariante de G, a relacao bindria 0 definida
em N por
abbssea-bleN

¢ uma congruéncia em G e tem-se [1]g = N.

A aplicagao 0 — [1]g é uma bijecao entre o conjunto das congruéncias de G e
o conjunto dos subgrupos invariantes de G.
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(8) Sendo A = (A;+,-,—,0) um anel, também € possivel relacionar as congruéncias
e os ideais do anel:

(a) seB éuma congruécia em A, entdo [0]p € o universo de um ideal de A e, dados
a,be A, tem-se afb se e s6 sea—0b € [0]p;

(b) se T=(I;-,7* 1) é um ideal de A, a relagdo bindria 6 definida em I por
afbssea—bel
¢ uma congruéncia em A e tem-se [0]p = I.

A aplicagao 0 — [0]y € uma bijecio entre o conjunto das congruéncias de A e
o conjunto dos ideais de A.

(4) Se R = (R; \,V) € um reticulado, entio 6 € Eq(R) é uma congruéncia em R
se e so se:

(a) cada classe de 6 € um subrreticulado de R;
(b) cada classe de 6 é um subconjunto convexo de R;

(c) as classes de equivaléncia de 0 sdo fechadas para quadrildteros
(i.e. sempre que a,b,c,d sio elementos de R distintos tais que a < b, c < d e

(avd=beaNd=c)ou(bVc=debAc=a),
entdo a0b sse cOd).

(5) Seja R = (R; A, V) um reticulado que € uma cadeia (enquanto c.p.o.) e seja
0 € Eq(R). Entdo 0 € uma congruéncia em R se e sé se as suas classes de equi-
valéncia sao conjuntos convexos.

O conjunto de todas as congruéncias de uma algebra A é denotado por Con A.
A relagao identidade Ay = {(a,a) € A*|a € A} e a relacao universal V, = A2
sao elementos de ConA. O conjunto de congruéncias de uma algebra, quando orde-
nado pela relagao de inclusao de conjuntos, define um reticulado.

Lema 3.3.3. Sejam A uma dlgebra. Se 0y, 05 sdao congruéncias em A, entdo:
(1) ‘91 QHQ c COILA.

(2) {(z,y) € A2|IneN,Jzp,21,...,2. EA: 7= 20,y = 2,
eVl <k<mn,zp1012, ou zxz_1 05 2} € ConA. O

Teorema 3.3.4. Sejam A uma dlgebra. Entdao (ConA, C) é um reticulado, tendo-se,
para quaisquer 61,05 € ConA,

91/\92:91ﬁ92,
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O,V 0y ={(r,y) € A%2|In e N,Jz2p,21,...,20 €A T =20,y = 2,
eVl <k<mn,zg 16z ou z_1 02 21}

Demonstracao. Imediato a partir do Teorema 1.4.1 e do Lema 3.3.3. O

Definigao 3.3.5. Sejam A uma dlgebra. Ao reticulado ConA = (ConA, C) dd-se a
designacao de reticulado das congruéncias de A.

O resultado estabelecido na alinea (1) do Lema 3.3.3 pode ser generalizado.

Lema 3.3.6. Sejam A uma dlgebra e (0;);c; uma familia de congruéncias em A.
Entao (e, 0i € wma congruéncia em A. O

Como consequéncia do lema anterior, pode estabelecer-se o seguinte.

Teorema 3.3.7. Seja A uma dlgebra. Entao ConA é um reticulado completo, tendo-
se, para cada familia (0;);e; de congruéncias em A,

Nb:=()6: ¢ \/6:=[( {6 ConAll 6 C6}. O

el el el iel

Teorema 3.3.8. Para qualquer dlgebra A = (A; F) de tipo (O, ), existe um ope-
rador de fecho algébrico em A x A tal que os subconjuntos fechados de A x A sdo
precisamente as congruéncias de A. Assim, ConA é um reticulado algébrico.

Demonstracao. Consideremos a dlgebra
B = (Ax A {f%}se0 U fea s a € A} U {s5.15)),
onde
- para cada f € O,, f%: (A x A" — A x A é a aplicacdo definida por
FB((ay,b1), (az, bs), ... (an,bn)) = (fA(a1, a0, ... an), fA(b1,ba, ... by)):;
-paracada a € A, ¢, : (A x A)? — A x A é a operagao nulria definida por

co = (a,a);
-8B Ax A— Ax Aé a operacao unaria definida por
s5((a,)) = (b,a);
-8 (A x A)? — A x A é a operacdo bindria definida por

stlad) ety ={ op) )2

Relativamente a esta dlgebra verifica-se o seguinte: um subconjunto S de A x A
¢ um subuniverso de B se e s6 se S é uma congruéncia em B. Além disso, do
Coroldrio 3.2.10 sabe-se que a aplicacio SgB() : P(A x A) — P(A x A) definida
por S + SgB(S) é um operador de fecho algébrico e que (F Csg8(), ©) € o reticulado
algébrico dos subuniversos de B. Assim, do que foi observado anteriormente e do
Teorema 2.0.23 segue que (ConA, C) é um reticulado algébrico. O
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Dada uma &algebra A = (A;F) e dado X C A x A, existe pelo menos uma
congruéncia em A que contém X, mais precisamente, a congruéncia universal V 4.
Assim, a familia de congruéncias (0 € ConA|X C 6) é nao vazia. Recorrendo a
esta familia constroi-se a menor congruéncia em A que contém X.

Teorema 3.3.9. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e X C A x A. Entdo
({0 € ConA| X C 0}

¢ a menor congruéncia em A que contém X. O

Definicao 3.3.10. Sejam A = (A; F) uma dlgebra, X C A x A e a,b € A.
Designa-se por congruéncia gerada por X em A, e representa-se por O(X),
a CONgruéncia

= ﬂ{@ € ConA|X C 0}

Se X = {(ai,a;) € Ax A|1 <i,j <n}, representa-se ©(X) por O(as,...,a,). Em
particular, se X = {(a,b)}, designa-se por congruéncia principal gerada por
a,b em A, e representa-se por O(a,b), a congruéncia ({6 € ConA|abb}.

Dada uma algebra A = (A; F'), os elementos compactos do reticulado Con.A sao
as congruéncias finitamente geradas ©((ai,b1), ..., (an,by)).

Alguns factos tteis a respeito de congruéncias sao estabelecidos no resultado
seguinte.

Teorema 3.3.11. Sejam A uma dlgebra, ay, by, ..., an, by € A e € ConA. Entio
(a) O(ar, b)) = O(by, ay).
(b) O((a1,b1), . .. (an,bn)) = O(ar,by) V ...V O(ay, by).
(c) Oay, ... a,) = O(a1,as) V O(ay,as) V ...V O(an_1, ay).
(d) 0 =U{O(a,b)|(a,b) € 0} = \V/{O(a,b)| (a,b) € 0}.
(e) 0 ={O((ar,b1),...,(an,by))]| (a:,b;) € 0,n > 1}.

Demonstragao. (a) Uma vez que (by,a;) € ©O(ay,by), entdo O(by,a1) C O(ay, by).
Por simetria, também se tem O(aq,b;) C O(b1, a1). Logo O(ay, by) = O(by,a).

(b) Por um lado, tem-se (a;, b;) € ©((a1,by),. .., (an,b,)), para todo i € {1,...,n},
pelo que
@(al, bl) V...V @(an, bn) - @((al, bl), ceey (an, bn))

Por outro lado, para todo i € {1,...n},

(a;, b;) € ©(a;,b;) € O(ar,by) V...V O (ay,by,),
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donde {(a,b1),...,(an,b,)} C O(ag,by) V...V O(ay,,b,) e, portanto,

O((a1,b1), ..., (an,by)) T O(ay,b1) V...V O(ay,by,).

(c) Para todo i € {1,...,n}, O(a;,a;41) € O(ay,...,a,), donde
O(ar,az) V...V O(ay_1,a,) € O(ay,...,a,).
Reciprocamente, para 1 <i < 7 < n, tem-se
(ai,aj) € O(a;,ai41) 0 ...00(aj;_1,a;),
donde, pelo Teorema 1.4.2, segue que

(ai, aj) € @(CL,’, ai+1) V...V @(aj_l, aj);

logo
(ai, CLj) S @(al, a2) V...V ("‘)(CLn_l, CLn).
Assim,
O(a,...,a,) CO(ar,az) V...V O(a,_1,a,)
e, portanto,

O(a,...,a,) = O(a,az) V...V O(ay_1,a,).
(d) Para cada (a,b) € 6, tem-se

(a,b) € O(a,b) C 6.
Logo,
0 | J{0(a,b)|(a,b) € 0} € \/{O(a,b)| (a,b) € 6} C 0
e, portanto,
0= J{0(a,b)| (a,b) € 6} = \/{O(a,b) | (a,b) € 6}.
U

Os reticulados de congruéncias de certas classes de algebras satisfazem pro-
priedades adicionais que se relacionam com as propriedades das respetivas algebras.

Definicao 3.3.12. Sejam A uma dlgebra e 01,05 € ConA. Diz-se que 6, e 65 sao
permutdveis se 0 o 0y = 05 06,. Diz-se que a dlgebra A é:
- congruente-permutdvel se qualquer par de congruéncias em A € permutdvel;

- congruente-distributiva (congruente-modular) se ConA é distributivo
(modular).

Uma classe K de dlgebras diz-se congruente-permutavel, congruente-distributiva,
congruente-modular se cada dlgebra da classe satisfaz a respetiva propriedade.
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Exemplo 3.3.13. Todos os grupos e todos os anéis sao congruente-permutdveis e
todos os reticulados sao congruente-distributivos.

Nos resultados seguintes apresentam-se algumas propriedades a respeito de dlgebras
congruente-permutaveis.

Teorema 3.3.14. Sejam A uma dlgebra e 61,05 € ConA. Entdo as afirmacgoes
sequintes sao equivalentes:

(a) 91092:92091,
(b) 91\/92:91092,
(C) 91092 Qegoé’l.

Demonstragao. (a) = (b) Para quaisquer relagbes de equivaléncia 6 e o tem-se
Hobh=0ebCHoo. Entao, admitindo que 6; e 6, sdo congruéncias de A tais que
0, 00y = 03 00, e tendo em atencao a observagao que se segue ao Teorema 1.4.1,
tem-se 0; V by = 0, Ub 00y = 6 00,.

(b) = (c) Uma vez que 0y 0 01 C 01 V 0, de (b) segue que 5 0 0; C 61 o 6. Entao
(6 0 6,)" C (6, 0 6,)", donde resulta 6,” o 6,7 C 6,7 0 6,’. Uma vez que, para cada
relacao de equivaléncia 6, se tem 67 = 6, conclui-se que 6, 0 6 C 05 0 ;.

(¢) = (a) Suponhamos que 6y 0 6; C 61 o 6. Entao, considerando as respetivas
relacoes inversas, temos (A o 6;)7 C (6y o 6,)!, donde 6, o 6,7 C 6,7 0 6,'. Por
conseguinte, ¢, 0 6y C 05 0 6. Logo 0, o 05 = 05 0 0;. O

Teorema 3.3.15. Seja A uma dlgebra. Se A é congruente-permutdvel, entio A €
congruente-modular.

Demonstragao. Sejam A = (A; F') uma &lgebra congruente-permutavel e 6y, 605, 05
congruéncias de A tais que 0; C 3. Pretendemos mostrar que 6y A (01 V 05) C
91\/(92/\93). Seja (CL, b) c 92A(91 \/93) Uma vez que (a, b) S 91 \/93 [§ 91\/93 = 93091,
existe um elemento ¢ € A tal que (a,c) € 0; e (¢,b) € ;3. Como (a,c) € 6, e 6, é
simétrica, entdo (c,a) € 01. Logo (c,a) € 0y, pois 6; C 0y. Dado que (c,a) € 05 e
(a,b) € Oy, tem-se (c,b) € O,. Assim, atendendo a que (a,c) € 0 e (¢,b) € 05 A b3,
resulta que (a,b) € (02 A03) 06y =0,V (02 N\ 6s). O

Sejam A = (A; F') uma élgebra de tipo (O, 7) e # uma congruéncia em A. Aten-
dendo a propriedade de substituicao satisfeita pela congruéncia 6, é simples verificar
que, para cada n € Ny e para cada f € O,, a correspondéncia de (A/0)" em A/0
que a cada elemento ([a1]g, . . ., [an]s) de (4/0)" associa o elemento [fA(ay, ..., a,)]s
é independente dos representantes ay, ..., a, que se escolhem para as classes [a1]g,
..., lan]e, pelo que esta correspondéncia é uma operagao n-aria em A/f. Assim, é
possivel associar ao conjunto quociente A/ a estrutura de uma dlgebra do mesmo
tipo da algebra A.
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Definigao 3.3.16. Sejam A = (A; F) uma dlgebra de tipo (O,7) e 0 uma con-
gruéncia em A. Chama-se dlgebra quociente de A, e representa-se por A/0, a
dlgebra (A/0; (f4%) ;o) do mesmo tipo da dlgebra A e tal que, para qualquer n € Ny
e para qualquer simbolo operacional f € O,

FAade, - . . [anle) = [fA(ay, . .. an)le, Yai,. .., an € A.

3.4 Homomorfismos

No estudo de aplicagoes entre algebras do mesmo tipo sao particularmente rele-
vantes as que sao compativeis com as operagoes das dlgebras: os homomorfismos.

Definicao 3.4.1. Sejam A = (A; F) e B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo (O, )
ea: A — B uma funcio. Diz-se que o € um homomorfismo de A em B, e
escreve-se o : A — B, se, para cada n € Ny e para cada f € O,, o é compativel
com f, i.e., se

a(fAMay, ... an)) = fB(alay), ..., ala,)),

para quaisquer ay, . .., a, € A.

Exemplo 3.4.2. Os homomorfismos de grupos, de anéis e de reticulados sao casos
particulares da defini¢cao anterior.

Dadas élgebras A = (A;F) e B = (B;G) do mesmo tipo, representa-se por
Hom(A, B) o conjunto dos homomorfismos de A em B. Dado o € Hom(A, B),
diz-se que: « é um eptmorfismo se « é uma aplicacao sobrejetiva; o é um mono-
morfismo ou um mergulho de A em B se « é injetiva. Caso exista um mergulho
de A em B diz-se que a dlgebra A pode ser mergulhada na dlgebra B. A
um homomorfismo que seja bijetivo da-se a designacao de #somorfismo. Diz-se
que a algebra A € isomorfa a dlgebra B se existe um isomorfismo de A em B.
Caso exista um isomorfismo de A em B, também existe um isomorfismo de B em A,
pelo que, caso exista um isomorfismo de uma algebra na outra, diz-se apenas que
as algebras A e B sao isomorfas e escreve-se A4 = B. A um homomorfismo de A em
A dé-se a designagao de endomorfismo. Um endomorfismo que seja bijetivo diz-
-se um automorfismo. Os conjuntos dos endomorfismos e dos automorfismos de
A representam-se, respetivamente, por EndA e por Aut.A. A aplicagao identidade
id4 pertence quer a EndA quer a AutA.

E simples a verificacdo de que cada um dos conjuntos EndA e AutA é fechado
para a composicao de aplicagoes, tal como é estabelecido no resultado seguinte.

Teorema 3.4.3. Sejam A, B e C dlgebras do mesmo tipo. Sea: A—Befl:B—C
sao homomorfismos (respetivamente, isomorfismos), entdo Boa € um homomorfismo
(respetivamente, isomorfismo) de A em C. O
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Do resultado anterior segue que, para cada édlgebra A, EndA = (EndA;o,idy) é
um mondide e a estrutura algébrica AutA = (AutA;o, 71 id4), onde ~! representa a
operacao unaria que a cada automorfismo de Aut.A associa a sua aplicacao inversa,
é um grupo.

Um isomorfismo é uma correspondéncia bijetiva entre os elementos de duas
algebras do mesmo tipo que respeita a interpretagao de cada simbolo operacional.
Assim, ha certas propriedades, ditas “propriedades algébricas”, que sendo satisfeitas
por uma dada algebra sao satisfeitas por qualquer algebra que lhe seja isomorfa, o
que torna as algebras indistinguiveis a respeito destas propriedades. Embora duas
algebras isomorfas possam ser completamente diferentes, em particular no que res-
peita aos seus elementos, é usual dizer que “as algebras sao a mesma, a menos de
isomorfismo”.

Seguidamente apresentam-se algumas propriedades a respeito de homomorfis-
mos.

Teorema 3.4.4. Sejam A = (A} F) e B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo. Se a
dlgebra A é gerada por um conjunto X (X C A) e, 5: A — B sao homomorfismos
tais que, para todo x € X, a(x) = f(x), entdo a = 5.

Demonstracao. Se a algebra A é gerada pelo conjunto X, entao do Teorema 3.2.7

segue que A = J;oy, Xi, onde

X() = X;

Y

Xiy1 = X;U{f(z)|f é operagao n-aria em A e z € (X;)",n € Ny}.

Por inducao em i prova-se que, para todo i € Ny, tem-se a(x) = B(z), para qualquer
x € X;. Por conseguinte, para todo = € A, a(x) = () e, portanto, o = f. O

Teorema 3.4.5. Sejam A = (A;F), B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo e
a: A — B um homomorfismo.

(i) Se Ay € um subuniverso de A, entdo o(Ay) € um subuniverso de B.
(i1) Se By € um subuniverso de B, entao o (By) é um subuniverso de A.
(iii) Para qualquer X C A, SgP(a(X)) = a(Sg*(X)).

Demonstragao. A prova de (i) e de (ii) é um exercicio simples que fica ao cuidado
do leitor.

(iii) Dado X C A, sejam
- Xo=X;
- X1 = X U{f(x) ] f é operagao n-dria em A e x € (X;)",n € No};
- (a(X))o = a(X);
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- (a(X)pe1 = (a(X))r U{f(x)| f é operacao n-dria em B
ex € ((a(X))r)™ n e Ng}.

Por indugao em k, prova-se que, para todo k € Ny, (a(X))r = a(X}y). Entao

SQB(CV(X)) = UkENo(a(X))k = UkENo a(Xy) = a(UkENo Xi) = Q(SQA(OZ(X)%

Do teorema anterior é imediato o resultado seguinte.

Corolario 3.4.6. Sejam A = (A;F), B = (B;G) dlgebras de tipo (O,7) e
a: A — B um homomorfismo.

(i) Se Ay = (Ay; Fy) é uma subdlgebra de A, entio o par (a(Ay); (f*“1)) o),
onde, para cada n € Ny e para cada f € O, f*4) ¢ a funcdo de (a(A;))"
em a(Ay) definida por

fa(Al)(a(a1)> s ,a(an)) = fB(a(a1)> s ,a(an)),
para quaisquer ai, . ..,a, € Ay, € uma subdlgebra de B.

(ii)) Se By = (Bi1,G1) é uma subdlgebra de B e o (By) # (), entdio o par
(= (By); (f* B se0), onde, para cada n € Ny e para cada f € O, f& BV
¢ a fungao de (o (By))" em o (By) definida por

faH(Bl)(alv < '7an> = fA(ala e '7an>7

para quaisquer ay, ..., a, € o (By), é uma subdlgebra de A. O

Sendo A = (A; F') e B = (B;G) édlgebras do mesmo tipo (O,7), o : A — B um
homomorfismo, A; = (A;; F}) uma subdlgebra de A e B; = (B;; G;) uma subélgebra
de B nas condigoes do teorema anterior: designa-se por imagem homomorfa de
Ai, e representa-se por a(A;), a algebra (a(A;); (f44))c0); dd-se a designacio de
pré-imagem de Bi, e representa-se por o~ (B;), a dlgebra (o (By); (f*° BV);c0).
Observe-se que a algebra B é uma imagem homomorfa de A se e s6 se existe um
epimorfismo de A em B.

Dado um homomorfismo « entre algebras A = (A; F') e B = (B; (), a aplicagao
a: A — B nao é, em geral, injetiva. Sendo assim, tem interesse estudar a relacao
binaria induzida por «, ou seja, a que relaciona elementos de A que tenham a mesma
imagem através da aplicacao a.

Definicao 3.4.7. Sejam A = (A;F) e B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo e
a : A — B um homomorfismo. Designa-se por kernel de «, e representa-se
por ker «, a relagao bindria em A definida por

ker a = {(a,b) € A* : a(a) = a(b)}.
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Teorema 3.4.8. Sejam A = (A;F) e B = (B;G) dlgebras do mesmo tipo e
a : A — B um homomorfismo. Entao a relagao ker oo é uma congruéncia em

A.

Demonstracao. E imediato que ker o é uma relagao de equivaléncia em A. Além
disso, para cada n € Ny e para cada f € O,, se (a;,b;) € ker a, para todo
i€ {l,...,n}, entdo

a(fAlay,...,a,)) = fBlalay),...,ala,))
fBla(by), ..., alb,))
= a(fAby, ..., b))

e, portanto, (f*4(ay,...,a,), fA(br,...,b,)) € ker a. Logo ker o é uma congruéncia
em A. O

Do teorema anterior segue que a cada homomorfismo é possivel associar uma
congruéncia. Reciprocamente, a cada congruéncia também é possivel associar um
homomorfismo.

Dada uma algebra A = (A; F') e dada uma congruéncia 6 em A, é imediato que
a correspondéncia mp de A em A/f, definida por my(a) = [a]s, para todo a € A, é
uma aplicacao.

Defini¢ao 3.4.9. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e 0 uma congruéncia em A. A
aplicagcio mg : A — A/0, definida por my(a) = |alg, € designada por aplicagdo
natural de A em AJ0.

Teorema 3.4.10. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e 6 uma congruéncia em A.
Entao a aplica¢ao my : A — A/, definida por me(a) = [alg, para todo a € A, é um
epimorfismo de A em A/6.

Demonstragao. Sejam 6 € ConA e mp : A — A/O a aplicagdo definida por
mp(a) = [a)g, para todo a € A. Entdo, para cada n € Ny, para cada f € O, e
para quaisquer ag, ..., a, € A, tem-se

mo(fMay, ... a,)) = [fAay,...,an)]e
= f([ailos - .- [an)s)
= fA/e(ﬂe(al)v cee 77T9(an))7
pelo que my é um homomorfismo. Claramente, 7y é sobrejetiva. O

Definigao 3.4.11. Sejam A = (A; F') uma dlgebra e 6 uma congruéncia em A. Ao
epimorfismo my : A — A/0 dd-se a designagio de homomorfismo natural de A

em A/0.

Dos teoremas 3.4.8 e 3.4.10 resulta que as congruéncias de uma algebra A sao
exatamente os kernels dos homomorfismos com dominio A.
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Teorema 3.4.12 (Teorema do Homomorfismo). Sejam A = (A; F) e B = (B;G)
dlgebras do mesmo tipo, o : A — B um homomorfismo, 6 = ker o e mg : A — A/0
o homomorfismo natural. Entdo a correspondéncia 3 de AJ0 para B, definida por
B(lale) = ala), para todo [alp € A/E, é um monomorfismo de A0 em B e tem-se
Bomy=a. Caso o seja um epimorfismo, entdo 5 é um isomorfismo.

e

B

o

A/b

Figura 3.1

Demonstracdo. A correspondéncia [ é uma aplicacao. Com efeito, para todo
[alg € A/0, tem-se (([a]s) € B e, para quaisquer [a]q, [blg € A/6,

lalo = [b]p = a0b = afa) = a(b) = B(lale) = B([b]e)-
Facilmente também se prova que  é injetiva, pois, para quaisquer [alg, [b]s € A/0,
B([ale) = B([b]s) = ala) = a(b) = a0b = [a]y = [b]y.

A aplicacdo  é um homomorfismo, uma vez que, para qualquer n € Ny, para
qualquer simbolo de operagao n-ario f e para quaisquer ag, ..., a, € A,

BUA([adla, - - [anle)) = B([fMar, -, an)ls)
= a(fMay,...,a,))
= fB(Oé(a,l),...,Oé(CL

= 15(8(ars) .. Bllanle)).

Assim, 8 é um monomorfismo.
A prova da igualdade o my = a é imediata, pois § o my e a s@o ambas aplicacoes
de A em B e, para qualquer a € A,

(Bom)(a) = B(me(a)) = B(lale) = a(a).

Caso «a seja um epimorfismo é simples concluir que # é um isomorfismo. De facto,
se a é sobrejetiva, entao, para todo b € B, existe a € A tal que b = «a(a) e, por
conseguinte, b = ([a]y); logo B também é sobrejetiva. O

O Teorema do Homomorfismo é também conhecido por Primeiro Teorema do
Isomorfismo.

Do Teorema 3.4.3 e do Teorema do Homomorfismo segue que uma algebra é
imagem homomorfa de uma édlgebra A se e sé se é isomorfa a uma algebra quociente
de A. Assim, o problema da determinagao das imagens homomorfas de A reduz-se
ao problema da determinacao das congruéncias de A.
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Definigao 3.4.13. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e 0,¢ € ConA tais que 0 C ¢.
Define-se a relagao ¢/0 em A/ por

/0 = {(als., [blo) € (A/0)* | (a,b) € $}.

Lema 3.4.14. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e 6, ¢ € ConA tais que 0 C ¢. Entdo
®/0 é uma congruéncia em A/6.

Demonstracao. Atendendo a que ¢ é uma relacao de equivaléncia em A, é imediato
que ¢/ é uma relagao de equivaléncia em A/f. A propriedade de substituicao para
¢/0 resulta da propriedade de substituicao para ¢. Seja f um simbolo operacional
n-ario de A, n € Ny, e suponhamos que ([a;]g, [bi]g) € ¢/0, para todo 1 < i < n.
Entao (a;, b;) € ¢, para todo 1 < i < n, pelo que

(fA(al, ey CLn), fA(bl, ey bn)) € (b
Logo
([fA(ab sy an)]9> [fA(bh SR bn)]e) € ¢/9
e, portanto,
(fA([adlo, - lanle), FA° (0o, - - -, [bulo)) € 6/6.
O

Teorema 3.4.15 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam A = (A; F) uma
dlgebra e 0,¢ € ConA tais que  C ¢. Entao a correspondéncia o de (A/6)/(¢/0)
para A/¢, dada por a([[ale]sse) = [alg, € um isomorfismo.

Demonstragao. Para todo a € A, tem-se o([[alp]s0) € A/¢ e, para todos a,b € A,

[lalolsro = [[Blolsso sse lals = [b]o,

pelo que a é uma aplicagao e é injetiva. Claramente, a aplicacao o também é
sobrejetiva. Além disso, para todo n € Ny, para todo o simbolo operacional n-ario
f e para quaisquer ag,...,a, € A, tem-se

a(fARNCO ([arlo] o, - -, [[anlelsso))
= a([fA([ar)o, - - -

= fA/¢([a1]¢> & [QN]qﬁ)
= fA(a(([aile)gsa), - - -, al[[ano]gs)
e, portanto, a é um isomorfismo. U

Definigao 3.4.16. Sejam A = (A; F') uma dlgebra, € ConA e B C A. Define-se
B’ ={ac Allayn B #0}
e representa-se por:
- B’ a subdlgebra de A gerada por B?.
- i a restrigao de § a B (i.e., 65 = 0 N B?).
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Lema 3.4.17. Sejam A = (A; F) uma dlgebra, B = (B; G) uma subdlgebra de A e
6 € Con A. Entao

(i) O universo de B’ é BY.
(ii) O € uma congruéncia em B.

Demonstracio. (i) Seja f um sfmbolo operacional n-ario. Dados ay,...,a, € B?,
existem by, ..., b, € B tais que (a;,b;) € 0, para todo 1 < i < n. Logo

(fA (a1, .. an), fADr, ... by)) €0

e, atendendo a que fA(by,...,b,) € B, segue que f(ai,...,a,) € B?. Assim, B? é
um subuniverso de A.

(ii) E claro que )p ¢ uma relagao de equivaléncia em B. Além disso, para todo
o simbolo operacional n-ario f e para quaisquer aq,...,a,, bi,...,b, € B tais que
(a;,b;) € 0, para todo 1 < i < n, tem-se f5(ay,...,a,), fB(b1,...,b,) € Be

(fB(ar, ..., an), fB(b1,....b,)) €6,

pelo que
(fB(al, c oy CLn), fB(bl, ceey bn)) S 9|B
O

Teorema 3.4.18 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam A = (A; F) uma
dlgebra, B = (B; G) uma subdlgebra de A e 6 € Con A. Entao a correspondéncia o
de B/0p para BG/Q‘BG, definida por a([blp ;) = [b]g‘Be, é um isomorfismo.

Demonstracdo. A prova deste resultado é deixada ao cuidado do leitor. O

Terminamos esta seccao com o enunciado e a prova do Teorema da Corres-
pondéncia, o qual é relevante no estudo de algebras subdiretamente irredutiveis.

Teorema 3.4.19 (Teorema da Correspondéncia). Sejam A = (A; F') uma dlgebra
e § € ConA. Entao o subrreticulado ([0, V 4],<) de Con A e o reticulado Con. A/
sao isomorfos. Mais precisamente, a correspondéncia o de [0,V 4] para Con A/0,
definida por a(p) = ¢/0, € um isomorfismo de reticulados de [0,V 4] em Con A/6.

Demonstracdo. Atendendo ao Lema 3.4.14, a correspondéncia o é uma aplicacao.
No sentido de verificar que « é injetiva, consideremos ¢,1 € [0,V 4] tais que
¢ # 1. Entao, sem perda de generalidade, podemos assumir que existem elemen-
tos a,b € A tais que (a,b) € ¢\ . Assim, ([alg,[b]s) € (¢/0) \ (¥/0) e, por-
tanto, a(¢) # a(y). Para provar que « é sobrejetiva, consideremos 1) € Con.A/0 e
¢ = ker(my, o mg). Entao, para quaisquer a,b € A,

([alo, [b]o) € ¢/0 sse (a,b) € ¢
sse  ([ale, [blo) € 2,
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pelo que
¢/0=1.

Por tltimo, prova-se que o é um mergulho de ordem. De facto, dados ¢, € [0,V 4],

tem-se
¢ sse /0 C /o
sse a(@) C a(y).

3.5 Produtos diretos e algebras diretamente indecomponiveis

Com os processos de construcao de algebras apresentados anteriormente, nome-
adamente formacao de subdlgebras, algebras quociente e imagens homomorfas, nao
é possivel obter algebras com uma cardinalidade superior a cardinalidade da dlgebra
inicial, mas com o processo de construcao a seguir descrito, que consiste na formacao
de produtos diretos, torna-se possivel obter algebras de maior complexidade.

Definicao 3.5.1. Sejam I um conjunto e (A;)icr = ((As; F}))ier uma familia de
dlgebras de tipo (O, T). Designa-se por produto direto da familia (A;)icr, € repre-
senta-se por [[..; Ai, a dlgebra (I],c; Ai, (fllierA) ) de tipo (O, 7) tal que, para
todo n € Ny, para todo o simbolo de operacao f € O,, e para quaisquer fi,..., f, €
Hiel A,

flier (g £0() = FA(AG), ..., fu(i)), para todo i € 1.

Sejam (A;);e; uma familia de dlgebras do mesmo tipo. Se I = {iy,... i}, 0
produto direto [[,.; A; é representado por A;, x ... x A;, . No caso em que A; = A,
para todo 7 € I, [],.; A; é representado por Al e diz-se uma poténcia direta de A.
Se I =0, [],c; Ai é a dlgebra trivial com universo {(}.

Para todo j € I, a projecao p; : [[,.; Ai — A; é um epimorfismo de [],., A; em A;.
Assim, cada uma das algebras A;, j € I, é imagem homomorfa de [, ; A;.

A prova do resultado seguinte é um exercicio de rotina.

Teorema 3.5.2. Se Ay, A,, A3 sdo dlgebras do mesmo tipo, entao:
(Z) Al X .AQ gAQ X .Al.
(ZZ) Al X (AQ X .Ag) = (.Al X AQ) X Ag.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 3.5.3. Sejam (A;)icr = ((Ai; F))ier uma familia de dlgebras do mesmo
tipo e A = (A; F) uma subdlgebra de [[,.; Ai. Entdo (;c;(kerp;)ja = Aa.

Demonstragio. Seja (a,b) € (,c;(ker p;)| 4. Entao a,b € A C [[,.; A; e, para todo
i €1, p;(a) = pi(b). Logo a = b e, portanto, (a,b) € A 4. Reciprocamente, é 6bvio
que Ay C (ker p;)| 4, para todo i € 1. O
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Lema 3.5.4. Sejam A; = (A F1) e Ay = (Ag; Fy) dlgebras do mesmo tipo,
A=A x Ay e p; : Ay x Ay — A; a projecao-i, i € {1,2}. Em Con A, tem-
-se

(i) ker p; Nkerpy = A g xa,-
(i1) ker py o ker py = ker ps o ker p;.
(117) ker p1 Vker ps = VA x4,-

Demonstragao. (i) Imediato a partir da proposi¢ao anterior.
(1), (iii) Dados (a1, az), (b, be) € Ay x Ay, tem-se

((al,aQ), (bl,ag)) - kerpg e ((bl,ag), (bl, bg)) - kerpl.

Logo kerp; o kerps = Va,x4,. De modo analogo prova-se que ker p, o ker p;
= Vi, xa,. Assim, kerp; e ker ps sao permutaveis e do Teorema 3.3.14 segue que
ker p; V kerps = V4, x4,. O

O resultado anterior motiva a definigao seguinte.

Definigao 3.5.5. Sejam A = (A; F) uma dlgebra. Uma congruéncia ¢, em A diz-se
uma congruéncia fator se existe uma congruéncia 0y em A tal que 0, e 65 sdao
permutdveis, 4 N 0y = ANy ey V 03 =V 4. Se 0y e 0y sao congruéncias em A que
satisfazem estas condigoes, o par (01,6,) diz-se um par de congruéncias fator
em A.

Do Lema 3.5.4 sabe-se que a algebra resultante do produto direto de duas
algebras tem sempre duas congruéncias fator. Reciprocamente, se uma dlgebra tem
um par de congruéncias fator, entao esta algebra é isomorfa a um produto direto de
duas algebras.

Teorema 3.5.6. Sejam A = (A; F') uma dlgebra e (61, 62) um par de congruéncias
fator em A. Entio a correspondéncia o« : A — A/0; x A/Oy, definida por
a(a) = ([ale,, [ale,), para todo a € A, é um isomorfismo de A em A/0; x A/0s.

Demonstracao. Claramente, a é uma aplicacao.

De forma simples verifica-se que a aplicacao « € injetiva: dados a,b € A tais que
ala) = a(b), tem-se [alg, = [bls, € [alg, = [blg,- Logo (a,b) € 6, e (a,b) € O, donde
a=b.

A aplicacao o também é sobrejetiva. De facto, dados a,b € A, existe ¢ € A tal que
(a,0) € 61  (¢,b) € 3. Entio ([aloy, Bla) = ([clos [da) = alc).

Por 1ltimo, prova-se que o é um homomorfismo, uma vez que, para todo o simbolo

operacional f que seja n-ario e para quaisquer aq,...,a, € A, tem-se
a(fA(ala S an)) = ([.fA(ab s aa'n)]ew [fA(a1> s ,&n)]92)
= (fA/el([al]Gw ceey [an]91)> fA/GQ([al]Qza ceey [QN]Qz))
= fA/€1XA/€2(([a1]917 [a1]92)> R ([an]GU [QN]%))
= fAIOA2 (o(ay), ... alay)).
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O resultado anterior mostra que é possivel recorrer a certas congruéncias de uma
algebra para expressa-la como um produto direto de algebras possivelmente mais
pequenas. Porém, em certos casos s6 é possivel expressar uma &algebra como um
produto direto de algebras se um dos fatores do produto direto for uma &algebra
isomorfa a algebra dada.

Definicao 3.5.7. Seja A uma dlgebra. Diz-se que A € diretamente indecom-
ponivel se sempre que A = Ay X Ay, entdo Ay € a dlgebra trivial ou Ay € a dlgebra
trivial.

Exemplo 3.5.8. Toda a dlgebra finita com um nimero primo de elementos é dire-
tamente indecomponivel.

Corolario 3.5.9. Seja A uma dlgebra. Entao A ¢é diretamente indecomponivel se e
s0 se as unicas congruéncias fator de A sao Ny e V 4.

Demonstracao. Imediato a partir do Lema 3.5.4 e do Teorema 3.5.6. O

O resultado seguinte estabelece que as édlgebras diretamente indecomponiveis
funcionam como “blocos de construcao” de certas algebras.

Teorema 3.5.10. Toda a dlgebra finita € isomorfa a um produto direto de dlgebras
diretamente indecomponiveis.

Demonstragao. Seja A = (A; F') uma algebra finita. A prova segue por indugao
forte no ntimero de elementos de A. Se |A| = 1, ou seja, se A é trivial, o resultado é
imediato, uma vez que A é diretamente indecomponivel. Se A nao é trivial, admita-
-se, por hipétese de indugao, que toda algebra B = (B; G) tal que |B| < |A]| é iso-
morfa a um produto direto de algebras diretamente indecomponiveis. Caso A seja
diretamente indecomponivel, a prova termina. Se A nao é diretamente indecom-
ponivel, entao existem algebras nao triviais A; e A, tais que A = A; x A;. Uma
vez que |Aq], |As| < |A] segue, por hipdtese de indugao, que

.Al = Bl X ... X Bm
.Az = C1 X ... X Cn,
onde By,...,B,,,C,...,C, sao algebras diretamente indecomponiveis. Consequen-

temente,

AZByx ... x B, xC x...xCp.
O

Seguidamente estabelecem-se dois processos de obter um homomorfismo a partir
de uma familia de homomorfismos.
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Teorema 3.5.11. Sejam A uma dlgebra, (A;)icr € (B;)ier familias de dlgebras do
mesmo tipo de A e (h; : A — By)icr € (g; : Ai = B;)ier familias de homomorfismos.
Entao

(i) A aplicagio h : A — [,c; Bi, definida por (h(a))(i) = h; (a), para todo a € A

e para todo i € I, é um homomorfismo de A em [],., B;

(i) A aplicagio g : [[,c; Ai = [1;e; Bi, definida por (g(a))(i) = gi(a(i)), para todo

a € [[,c; Ai e para todo i € I, é um homomorfismo de [[,.; Ai em [],c; Bi

Demonstragao. (i) Para cada i € I, h; é um homomorfismo. Sejam f um simbolo
operacional n-ario e aq,...,a, € A. Entao, para cada 7 € I, tem-se

(h(fA(ar, - .. an))@) = ( a, . ))
= [E(hula),.... . hi{an)
7 ((han))(0),. ( (an))(2))
= (f“lef&(h( D hlan)) ().

Logo h(fA(a1,...,a,)) = fllerBi(h(ay),..., h(a,)) e b : A — [[;c; B; 6 um homo-

morfismo.

(ii) Considerando em (i) A = [],.; Ai e h; = g; o p;, para todo i € I, conclui-se que
g=h:A—=[,c; Bi ¢ um homomorfismo. O

3.6 Produtos subdiretos e algebras subdiretamente irredutiveis

Embora toda a algebra finita seja isomorfa a um produto direto de algebras di-
retamente indecomponiveis, o mesmo nao acontece para algebras infinitas em geral;
por exemplo, as algebras de Boole numeraveis infinitas nao sao isomorfas a produtos
diretos de algebras de Boole diretamente indecomponiveis. Assim, as algebras dire-
tamente indecomponiveis nao podem ser consideradas como “blocos de construgao”
de toda a algebra. A necessidade de obter “blocos de construcao” gerais, levou
Birkhoff a considerar um tipo de produto de dlgebras diferente do produto direto.

Definigao 3.6.1. Sejam A uma dlgebra e (A;);e; uma familia de dlgebras do mesmo
tipo. Diz-se que a dlgebra A € um produto subdireto da familia (A;)c; se A é
uma subdlgebra de [],.; A;i e, para cada i € I, p;(A) = A;.

Note-se que se I = (), entao A é produto subdireto de (A;);cr se e s6 se A é a
algebra trivial.

Exemplo 3.6.2.

(1) Sejam (A;)ier uma familia de dlgebras do mesmo tipo. O produto direto [[,.; A;
¢ um produto subdireto de (A;)ier-

(2) Para qualquer dlgebra A = (A; F') que ndo tenha operagoes nuldrias, verifica-
-se facilmente que o conjunto Ny = {(a,a)|a € A} é um subuniverso de A x A;
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representemos por A4 a subdlgebra de A x A com universo Ny. Uma vez que
p1(Aa) = pa(Da) = A, entio Ay € um produto subdireto de (A;)icq12y, onde
A=Ay = A

(3) Considerando os reticulados 2 e 3, i.e., as cadeias com dois e trés elementos,

w
b v
a u
2 3

o seu produto direto € o reticulado representado pelo diagrama

(0 w)

e o subrreticulado de 2 x 3 representado por

(b w)

¢ um produto subdireto de 2 e 3.

Definigao 3.6.3. Sejam A uma dlgebra e (A;)ie; uma familia de dlgebras do mesmo
tipo. A um monomorfismo a : A = [[,c; Ai tal que a(A) é um produto subdireto
de (A;)ier da-se a designagao de mergulho subdireto.

Teorema 3.6.4. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e (0;)ic; uma familia de con-
gruéncias em A tal que (),c; 0; = A 4. Entdo a correspondéncia o : A — [],c; A/6;,
definida por (a(a))(i) = [alg,, para todo a € A, é um mergulho subdireto.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.5.11 sabe-se que a correspondéncia o é um homo-
morfismo de Aem [],., A/6;. A aplicagao o também ¢é injetiva, pois, para quaisquer
a,b e A,

ala) =alb) = (Viel,lals, = [b]s,)
= (Vi€ l,(a,b) €0
o (@,8) € Mot = D
= a=0".
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Entao a é um monomorfismo.

A respeito de «(.A) verifica-se facilmente que esta algebra é um produto subdireto
de (A/0;)icr, uma vez que pelo Teorema 3.4.6 tem-se a(A) < [[,c;(A/0)icr € é
ébvio que p;(a(A)) = A/6;, para todo i € I. O

Do teorema anterior é imediato o resultado seguinte.

Teorema 3.6.5. Sejam A = (A; F) uma dlgebra e (0;)ic; uma familia de con-

gruéncias em A tal que (,c;0; = Aa. Entio A € isomorfa a um produto subdireto
da familia de dlgebras (A/0;)icr.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior sabe-se que a aplicacdo a : A — [],.; A/,
definida por («a(a))(i) = [als,, para todo a € A, é um monomorfismo. Logo

A = a(A). Pelo mesmo teorema sabe-se que a(A) é um produto subdireto da
familia de dlgebras (LA/6;):c;. O

Em analogia com a definicao de algebras diretamente indecomponiveis, preten-
demos considerar algebras que nao possam ser expressas como produto subdireto de
algebras mais pequenas, com excepcao dos casos triviais.

Definicao 3.6.6. Uma dlgebra A diz-se subdiretamente irredutivel se, para
qualquer familia (A);er de dlgebras do mesmo tipo de A e para qualquer mergulho

subdireto o : A — [[,c; Ai, existe i € I tal que p; o oo € um isomorfismo.

Exemplo 3.6.7. A cadeia com trés elementos 3 nao € subdiretamente irredutivel.
De facto, considerando o monomorfismo « de 3 em 2 x 2 definido da forma sequinte

¢ “ (1,1)
(0%
by —— (1,0)
at ——— 0,0
3 2% 2

verifica-se que este monomorfismo € um mergulho subdireto, pois a sua imagem é
um produto subdireto de (A;)icq1,2), onde Ay = Ay = 2, mas nem p; o o nem pa 0
€ um monomorfismo.

Uma caracterizacao tutil das algebras subdiretamente irredutiveis, e que é geral-
mente usada para identificar estas algebras, é dada pelo resultado seguinte.

Teorema 3.6.8. Uma dlgebra A é subdiretamente irredutivel se e so se A é trivial

ou ConA \ {A4} tem elemento minimo. No sequndo caso, o elemento minimo de
ConA\ {A4} € N(ConA\ {A4}) e é uma congruéncia principal.
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Demonstragao. (=) Seja A = (A; F') uma &lgebra nao trivial tal que Con A\ {A 4}
nao tem elemento minimo. Entao I = Con A\ {A4} # 0 e ((ConA\{A4}) = Aa.
Pelo Teorema 3.6.4 segue que a aplicacao a : A — [[pc; A/0, definida por
(a(a))(0) = [a]p, para todo a € A, é um mergulho subdireto. No entanto, para
cada 6 € I, o epimorfismo canénico my : A — A/6 nao é injetivo, pelo que, para
todo @ € I, pgp o & nao é um isomorfismo, pois py o @ = my. Por conseguinte, A nao
¢é subdiretamente irredutivel.

(<) Sejam A uma algebra, (A;);e; uma familia de dlgebras do mesmo tipo de A e
a: A — [[;c; Ai um mergulho subdireto. Se A é trivial, entdo, para cada i € I, A,
é trivial. Logo p;oa : A — A; é um isomorfismo de A em A;, para cada i € I. Caso
A nao seja trivial, admitamos que ConA \ {A4} tem elemento minimo #. Neste
caso tem-se 6 = (((ConA \ {A4}) # A4 Seja (a,b) € 6 tal que a # b. Entao
se o : A = [[,c; Ai é um mergulho subdireto, tem-se (a(a))(i) # (a(b))(i), para
algum i € I, donde (p; o a)(a) # (p; o a)(b) e, por conseguinte, (a,b) & ker(p; o a).
Assim, 6 € ker(p; o @) e, atendendo a que 6 é o minimo de ConA\ {A 4}, segue que
ker(p; o a) = A 4. Entao p; o  é um monomorfismo e, uma vez que p; o @ também
é um epimorfismo, tem-se que p; o &« é um isomorfismo. Logo, se A é trivial ou
ConA \ {A 4} tem elemento minimo, a dlgebra A é subdiretamente irredutivel.

Se ConA\ {A4} tem elemento minimo 6, entao 6 é uma congruéncia principal. De
facto, como 0 # A 4, existem a,b € A tais que a # b e (a,b) € 0, donde 0(a,b) C 0
e, por conseguinte, § = 0(a, b). O

Uma algebra diretamente indecomponivel nem sempre é uma algebra subdireta-
mente irredutivel (basta considerar como exemplo as cadeias com exatamente trés
elementos), mas o reciproco verifica-se necessariamente.

Teorema 3.6.9. Toda a dlgebra subdiretamente irredutivel é diretamente indecom-
ponivel.

Demonstracao. Do Teorema 3.6.8 segue que as uUnicas congruéncias fator de uma
algebra subdiretamente irredutivel A = (A; F') s@o as congruéncias A4 e V4. Logo,
pelo Corolério 3.5.9, A é diretamente indecomponivel. O

Teorema 3.6.10 (Birkhoff). Toda a dlgebra € isomorfa a um produto subdireto de
algebras subdiretamente irredutiveis.

Demonstracao. Uma vez que as algebras triviais sao subdiretamente irredutiveis,
apenas necessitamos de considerar o caso de algebras nao triviais A = (A; F'). Da-
dos a,b € A tais que a # b, sabe-se, pelo Lema de Zorn, que existe uma con-
gruéncia 0,;, € ConA que é maximal no que respeita a propriedade (a,b) & 0,4.
Entao 6(a,b) V 6, é a menor congruéncia de [f,5, V] \ {#ap} e pelos teoremas
3.4.19 e 3.6.8 segue que a algebra A/, é subdiretamente irredutivel. Uma vez que
({Oup|a,be A a+#b} = Ay, resulta do Lema 3.6.4 que A é produto subdireto da
familia de algebras subdiretamente irredutiveis (A/6,p)q-0- O
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Como consequéncia imediata do teorema anterior tem-se o resultado seguinte.

Corolario 3.6.11. Toda a dlgebra finita € produto subdireto de um nimero finito
de dlgebras subdiretamente irredutiveis.

Na definicao seguinte consideramos um tipo especial de algebras subdiretamente
irredutiveis.

Defini¢ao 3.6.12. Uma dlgebra A diz-se simples se ConA = {A4,Va}. Uma
congruéncia 0 numa dlgebra A diz-se mazximal se o intervalo [0,V 4] tem exata-
mente dois elementos.

Teorema 3.6.13. Sejam A uma dlgebra e € ConA. Entao a dlgebra A/0 é simples
se e so se 0 é uma congruéncia mazximal em A ou 6 =V 4.

Demonstracao. O resultado é imediato das definicoes anteriores, uma vez que pelo
Teorema 3.4.19 se tem Con.A/0 = [0,V 4]. O

3.7 Operadores e variedades

A formagao de subalgebras, imagens homomorfas, produtos diretos e produtos
subdiretos sao as principais ferramentas que usamos na construgao de algebras. Um
tema importante em algebra universal é o estudo de classes de dlgebras do mesmo
tipo que sejam fechadas para estas construgoes.

A uma fungao que associa a uma classe de dlgebras (todas do mesmo tipo) uma
classe de dlgebras (do mesmo tipo) damos a designacao de operador.

Dados operadores O; e O, escreve-se O < Oy se O1(K) C Oy(K), para qualquer
classe K de dlgebras. Os operadores podem ser compostos dando origem a novos
operadores. Dados operadores O; e O, e uma classe K de &lgebras, escreve-se
0,05(K) em vez de O;(05(K)) e O1*(K) em vez de O;(0;(K)). Um operador O
diz-se idempotente se O? = O.

Nesta seccao o estudo é dedicado a operadores que estao relacionados com as
construcoes de algebras referidas anteriormente. Dada uma classe K de dlgebras do
mesmo tipo, representamos por:

S(K) a classe de todas as subélgebras de elementos de K;

H(K) a classe de todas as imagens homomorfas de elementos de K;

I(K) a classe de todas as imagens isomorfas de elementos de K;

P(K) a classe de todos os produtos diretos de familias de elementos de K;

Ps(K) a classe de todos os produtos subdiretos de familias de elementos de
K.
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Para cada um dos operadores O definidos anteriormente, assumimos que O(()) = ()
e verifica-se o seguinte:

- K C O(K), para qualquer classe K de algebras do mesmo tipo;

- se K; e Ky sao classes de dlgebras do mesmo tipo tais que K; C Ks, entao

O(K;) C O(Ky).

O resultado seguinte estabelece mais algumas propriedades a respeito destes opera-
dores.

Teorema 3.7.1. Seja K uma classe de dlgebras. Entao:
(i) SH(K)C HS(K); (i) PS(K)CSP(K); (iii) PH(K)C HP(K);
() IS(K)=SIK); () IH(K)=HIK) (o) H(K)= H(K)
(vii) I*(K) = I(K); (viti) S?*(K) = S(K); (iz) (IP)*(K)=IP(K).
Demonstragao. Mostramos as alineas (i), (ii) e (iii), ficando a prova das restantes
alineas ao cuidado do leitor.
(i) Seja A = (A; F) € SH(K). Entéao existe B € K e um epimorfimo a : B — C
tal que A < C. Como « é sobrejetiva, entdao a“ (A) é um conjunto nao vazio. Seja
a“ (A) a élgebra pré-imagem de A. Uma vez que a* (A) < B e a(a®™(A)) = A,
entdao A € HS(K).
(ii) Seja A = (A; F) € PS(K). Entao A = [[,.; A, onde A; < B;, para algum
B; € K. Uma vez que [[,.; A < [[,c; Bi, entdao A € SP(K).
(111) Seja A = (A; F) € PH(K). Entao existem dlgebras B; € K e epimorfismos
a; : B — A; tais que A = [[,.;Ai. Facilmente se verifica que a aplicacao
a : [Lie; Bi = [lie; Ai definida por (a(a))(i) = a;(b(¢)) é um epimorfismo. Logo
A e HP(K). O

Uma classe K de algebras do mesmo tipo diz-se fechada para um operador O
se O(K) C K.

Teorema 3.7.2. Seja K uma classe de dlgebras. Se a classe K € fechada para um
dos operadores O € {H, I, S, P, Ps}, entao O(K) = K.

Demonstracao. Imediato. O

Definigao 3.7.3. Seja K uma classe nao vazia de dlgebras do mesmo tipo. Diz-se
que K € uma variedade se € fechada para a formacdo de imagens homomorfas,
subdlgebras e produtos diretos.

Atendendo a que a intersecao de uma familia nao vazia de variedades de algebras
do mesmo tipo é uma variedade e que a classe formada por todas as dlgebras do
mesmo tipo é uma variedade, conclui-se que, para qualquer classe K de algebras do
mesmo tipo, existe a menor variedade que contém K.

Definicao 3.7.4. Seja K uma classe de dlgebras do mesmo tipo. Designa-se por va-
riedade gerada por K, e representa-se por V(K), a menor variedade que contém
K.
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Teorema 3.7.5 (Teorema de Tarski). Seja K uma classe de dlgebras do mesmo
tipo. Entio V(K) = HSP(K).

Demonstragao. Por um lado, como K C V(K) e V(K) é uma variedade, tem-se
HSP(K) C HSP(V(K)) = HS(V(K)) = HV(K) = V (K).

Por outro lado, atendendo ao Teorema 3.7.1, verifica-se que HHSP(K) = HSP(K);
SHSP(K) C HSSP(K) = HSP(K); PHSP(K) C HPSP(K) C HSPP(K) C
HSIPIP(K) = HSIP(K) < HSHP(K) < HHSP(K) = HSP(K). Logo
HSP(K) é uma variedade. Por conseguinte, como K C HSP(K), conclui-se que
V(K) C HSP(K). O

O resultado seguinte, que se trata de uma variante do Teorema de Birkhoff
(Teorema 3.6.10), ¢ bastante 1til no estudo de variedades.

Teorema 3.7.6. Seja K uma variedade. Entao toda a dlgebra de K € isomorfa a
um produto subdireto de dlgebras subdiretamente irredutiveis de K.

Corolario 3.7.7. Toda a variedade é gerada pelas suas dlgebras subdiretamente
irredutiveis.

3.8 Termos, algebras livres

Nas seccoes anteriores foram abordados alguns processos algébricos para a cons-
trugao de algebras e foi dada especial atencao ao estudo de classes de dlgebras que
sao fechadas para alguns desses processos de construgao, em particular, estudaram-
-se classes de algebras fechadas para a formacao de subdlgebras, para a formacao
de imagens homomorfas e para a formacao de produtos diretos. Atendendo a que
a maioria das algebras que se estudam sao definidas por operacoes que satisfazem
determinadas identidades, torna-se importante averiguar se os processos de cons-
trucao referidos anteriormente também preservam as identidades que sao satisfei-
tas pelas algebras de uma determinada classe. No sentido de se fazer tal estudo,
comecamos por introduzir os conceitos de termo e de algebras livres, conceitos estes
que serao posteriormente utilizados para definir identidades e estabelecer a ligacao
existente entre a abordagem algébrica e a abordagem equacional adotada no estudo
das algebras.

Defini¢ao 3.8.1. Sejam (O, 1) um tipo algébrico e X um conjunto de objetos de-
signados por varidveis. O conjunto T(X) dos termos de tipo (O,7) sobre
X é o menor conjunto tal que:

(i) X U0, C T(X).
(ii) Se (t1,....tn) € (T(X))" e f € On, entio f(tr, ... t,) € T(X).
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Note-se que T'(X) # 0 se e s6 se X U Oy # (. Para um simbolo de operagao
bindrio - é usual adotar a notagao t;-to, em vez de -(t1,t5). Dadot € T'(X), escreve-
-se t(x1,...,2,) para indicar que as varidveis que ocorrem no termo ¢ pertencem a
{z1,...,2,}. Um termo ¢ diz-se n-ario se o niimero de varidveis que ocorrem em ¢t
¢ menor ou igual a n.

Exemplo 3.8.2.
(1) Sejam X = {x,y,z} e (O,7) o tipo algébrico tal que O €é constituido por um
unico simbolo de operacdao bindrio -. Entdo

z, vy, zvx'yvy'zvx'(y'z)v (l’y)Z
sao exemplos de alguns termos sobre X.
(2) Sejam X = {x,y,z} e (O,7) o tipo algébrico tal que O é constituido por dois
simbolos de operacao bindrios - e +. Entao

T, Y, 2,2 (Yy+2), (- y)+(z-2)

sao alguns dos termos sobre X .

(8) Os polinomios reais sao termos de tipo (O,T), onde O € constituido por trés
stmbolos de operacao bindrios, 4+, -, —, e por um simbolo de operagao nuldrio r,
para cada r € R.

Os polinémios reais de grau n, n € Ny, sao usualmente associados a funcoes de
R™ em R. A associagao de termos a fungoes pode ser generalizada a qualquer termo.

Definigao 3.8.3. Dado um termo t(xy,...,x,) de tipo (O, T) sobre um conjunto X
e dada uma dlgebra A = (A; F) de tipo (O,7), define-se a fungdo t* : A" — A da
sequinte forma:

(1) se t é uma varidvel z;, entdo

tA(ay, ..., an) = a;,
para (ay,...,a,) € A™.
(2) set é da forma f(t1(z1,...,2n),. .., tx(x1,...,2,)), onde f € Oy, entao
tA(ar,...,a,) = fAA a1, .. an), .. M ag, . an)),
para quaisquer (ay, ..., a,) € A™.

A fungao t* designa-se por funcdo termo em A induzida por t.

O resultado seguinte, cuja prova fica como exercicio, estabelece algumas pro-
priedades importantes relativas a funcgoes termo; em particular, estabelece que as
funcoes termo se comportam de forma analoga as operacgoes fundamentais de uma
algebra no que respeita a congruéncias e a homomorfismos.
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Teorema 3.8.4. Para qualquer tipo algébrico (O,T) e para quaisquer dlgebras
A= (A F) e B=(B;G) de tipo (O, T), tem-se o sequinte:

(i) Set é um termo n-drio de tipo (O, 7), 8 € Con A e (a;,b;) € 0, para qualquer
ie{l,...,n}, entdo

tA(al, .o .,an) HtA(bl, ey bn)

(ii) Set é um termo n-drio de tipo (O,7) e a: A — B é um homomorfismo, entao
a(t(aq, ... a,)) = B (alay), ..., ala,)),
para quaisquer (ay,...,a,) € A™.
(111) Seja S um subconjunto de A. Entao

SgA(S) = {tMay,...,a,) : t € um termo n-drio de tipo (O, ),
n € Ny, (ay,...,a,) € S"}.

Dado um tipo algébrico (O, 7) e um conjunto X, define-se de forma natural uma
algebra de tipo (O, T) que tem como universo o conjunto de termos 7'(X).

Definigao 3.8.5. Sejam (O,7) um tipo algébrico e X wum conjunto tal que
X UOqg # 0. Designa-se por dlgebra dos termos de tipo (O,7) sobre X, e
representa-se

por T(X), a dlgebra T(X) = (T(X); (f7™)) o) tal que, para quaisquer n € 7(O)
e f €0, [T T(X)" = T(X) ¢ a operagio definida por

FTO(t, o t) = f(t - t),
para quaisquer (t1,...,t,) € (T'(X))".

Claramente, a dlgebra 7 (X)) é gerada por X. Além disso, a algebra T(X) é, a
menos de isomorfismo, determinada por |X|.

Teorema 3.8.6. Sejam (O,7) um tipo algébrico e X e Y conjuntos tais que
XUOy#0 e|X|=1Y|. Entio T(X)XT(Y).

Demonstragao. Sejam X e Y sao conjuntos tais que X U Oy # 0 e |X]| = |Y|.
Uma vez que existe uma bijecao a : X — Y, é simples verificar que a aplicacao
a:T(X)— T(Y) definida por

(i) @(x) = a(x), para todo = € X,

(i) a(f(t,...,tn) = fTO(@(t1),...,a(t,)), para quaisquer n € 7(0), f € O, e
(t1,...,t,) € (T(X))™,

¢ um isomorfismo de T(X) em T (Y). O
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Definigao 3.8.7. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1), U = (U; F) uma
dlgebra de tipo (O,7) e X um subconjunto de U. Diz-se que a dlgebra U é livre
para K sobre X se:

(i) U é gerada por X ;

(i1) para cada dlgebra A € K e para cada aplicagao o : X — A, existe um homo-
morfismo @ : U — A que estende « (i.e., a(z) = a(x), para todo z € X ).

O conjunto X diz-se um conjunto de geradores livres de U e a dlgebra U diz-se
livremente gerada por X.

Lema 3.8.8. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O,7), U = (U; F) uma
dlgebra de tipo (O,7) e X um subconjunto de U. Se a dlgebra U é livre para K
sobre X, entdo, para qualquer dlgebra A = (A;G) € K e para qualquer aplicagdo
a: X — A, existe um unico homomorfismo @ : U — A que estende a.

Demonstracdo. A existéncia de @ é garantida pelo facto de U ser livre para K sobre
X. A unicidade de @ resulta de U ser gerada por X. O

Teorema 3.8.9. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O,7), Uy = (Uy; F),
Uy = (Uy; G) dlgebras de K e X e Y subconjuntos de Uy e Us, respetivamente. Se

Uy eUs sao dlgebras livres para K sobre X e Y, respetivamente, e | X| = |Y|, entdo
Uy = Us.
Demonstragao. Assumindo que | X| = |Y|, existe uma bijecao h : X — Y. Por
conseguinte,
hliX—>U2 o hgiY—)Ul
x +— h(x) y — h7l(y)

sao aplicacoes. Uma vez que Uy € K e U; é uma algebra livre para K sobre X,
existe um homomorfismo h; : U; — Us que estende hy. De forma aniloga, uma vez
que U; € K e Uy é uma &lgebra livre para K sobre Y, existe um homomorfismo
ho - Uy — Uy que estende hy. Assim, hy o by é um endomorfismo de U, que estende
a aplicacao identidade idx. Obviamente, idy, também é um homomorfismo que
estende idx. Entdo, pelo Lema 3.8.8 segue que hy o hy = idy,. De forma andloga,
conclui-se que hiohy = idy,. Por conseguinte, h1 e hy sdo isomorfismos e, portanto,
Uy = Us,. O

Teorema 3.8.10. Sejam (O, 7) um tipo algébrico, K a classe de todas as dlgebras
de tipo (O, 1) e X um conjunto tal que X U Oy # 0. Entao a dlgebra T(X) € livre
para K sobre X .

Demonstragao. J& foi observado anteriormente que X gera 7 (X). Também se prova
que, para cada algebra A = (A; F') € K e para cada fungdo a : X — A, existe um
homomorfismo @ : 7 (X) — A que estende a. De facto, é simples verificar que a
aplicagao @ : T'(X) — A definida recursivamente por
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(i) @(x) = a(x), para todo = € X,

(ii) @(f(t1,...,tn) = fA@(ty),...,a(ts)), para quaisquer n € 7(0), f € O, e
(t1,...,t,) € (T(X))™,

é um homomorfismo de 7(X) em A que estende o. O

Teorema 3.8.11. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, ), X um conjunto
de varidveis tal que X U Og # 0,

P (X) = {¢€ConT(X)[T(X)/d € IS(K)}
= {keryp|e: T(X)— A é um homomorfismo, para algum A € K}

Ok (X) = ﬂ‘PK(X)-
Entao T(X)/0k(X) é uma dlgebra livre para K sobre X /0x(X).

Demonstracao. Facilmente se verifica que a algebra T (X)/0k(X) é gerada por
X/0k(X). Resta mostrar que, para cada élgebra A = (A;F) € K e para cada
aplicagao a : X/0g(X) — A, existe um homomorfismo @ de 7(X)/0k(X) em A
que estende . Para tal, considere-se a aplica¢do natural mg, (x) : X — X/0k(X),
definida por mo,(x)(7) = []oy ), Para cada x € X. Entdo a o my(x) é uma
aplicacao de X em A. Como 7 (X) é uma &dlgebra livre para K sobre X, existe um
homomorfismo 8 : T(X) — A que estende « o 7y, (x). Atendendo a definicao de
Ok (X), é imediato que Ok (X) C ker 5 (pois ker f € Pk (X)). A correspondéncia
: T(X)/0k(X) — A definida por @([t]g,(x)) = B(t) é um homomorfismo tal que
o Ty (x) = . Além disso, para todo [t]g,(x) € X/0k(X),

a([ﬂ‘k(x)) = ﬁ<t>
= OéOﬂ'gK(X)(t)
= o[tk (x))

e, portanto, @ estende «. Desta forma, ficou provado que T (X)/0k(X) é uma
algebra livre para K sobre X /0 (X). O

Definigao 3.8.12. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1), X um conjunto
de varidveis tal que X UOg # 0 e 0k (X) a congruéncia em T(X) dada por

Ox(X) =({¢ € ConT(X)|T(X)/¢ € IS(K)}.
A dlgebra T(X)/0k(X) dd-se a designagio de dlgebra K-livre sobre X /0 (X).

Observe-se que, dada uma classe de édlgebras K de tipo (O, 7) e dado um conjunto
X tal que X U QO # 0:
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(1) Se K = 0 ou K tem apenas &algebras triviais, entao 7 (X)/0k(X) é uma dlgebra
trivial, uma vez que 0k (X) = Vp(x).

(2) Se K tem uma algebra nao trivial A e T'(X) existe, entdo X N [x]g, (x) = {x},
uma vez que elementos distintos x, y de X podem ser separados por algum
homomorfismo « : T(X) — A; neste caso, tem-se | X/0x(X)| = | X].

(3) Se K é a classe de todas as édlgebras de um dado tipo (O, 7) e X é um conjunto
tal que XUOy # 0, entdo T (X) = T(X)/0k(X), uma vez que 0k (X) = Arp(x).

Dada uma classe K de élgebras de tipo (O, 7) e dado um conjunto X, a élgebra
T(X)/0k(X) é, a menos de isomorfismo, determinada por K e por | X]|.

Teorema 3.8.13. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo T = (O,7) e X e Y
conjuntos de varidveis tais que X U Oq # () e | X| = |Y|. Entao

T(X)/0x(X) =T(Y)/0x(Y).

Demonstragao. Sejam K uma classe de algebras de tipo 7 = (O, 7) e X e Y conjun-
tos de varidveis tais que X UOq # 0 e | X| = |Y|. Entao, pelo Teorema 3.8.6 sabe-se
que existe um isomorfismo i : 7(X) — T(Y). Fica ao cuidado do leitor a veri-
ficagao de que a correspondéncia a de T'(X)/0k(X) em T(Y)/0k(Y) definida por,
a([tlow(x)) = [i(t)]ox (v, Para todo t € T'(X), é um isomorfismo de T (X)/0k (X) em
TY)/0k(Y). O

Teorema 3.8.14. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1) e A = (A; F) € K.
Entao, para qualquer conjunto de wvaridqveis X tal que |X| > |A|, tem-se

Ae H{T(X)/0x(X)}).

Demonstragao. Seja X um conjunto de varidveis tal que |X| > |A|. Entao
| X /0k (X)| > |A|, pelo que é possivel definir uma aplicagao sobrejetiva de X /0 (X)
em A; seja o : X/0k(X) — A uma dessas aplicagoes. Uma vez que T (X)/0k(X) é
uma &lgebra livre para K sobre X/0k(X), existe um homomorfismo
a:T(X)/0k(X)— A que estende a. Logo A€ H({T(X)/0k(X)}). O

Lema 3.8.15. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 7) e X um conjunto de
varidveis. Entao T(X)/0x(X) € ISP(K).

Demonstra¢do. Sejam S = {¢ € ConT (X)|T(X)/¢ € IS(K)},

B=1[7(x)/¢

peS

a: T(X)/0x(X) — [ T(X)/¢

PeS
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a correspondéncia definida por

a([tlow ) (P) = [t]g,

para cada ¢ € S e para cada t € T'(X). Facilmente se verifica que o é um mono-
morfismo de T (X)/0k(X) em B. Logo T(X)/0k(X) = a(T(X)/0k(X)). Entao,
uma vez que a7 (X)/0k(X)) ¢ uma subdlgebra de B e B € PIS(K), tem-se
que T(X)/0kx(X) € ISPIS(K). Por conseguinte, do Teorema 3.7.1 segue que
T(X)/0kx(X) € ISP(K). O

3.9 Identidades, Teorema de Birkhoff

Um dos mais conhecidos teoremas de Birkhoff estabelece que as classes de
algebras definidas por identidades sao precisamente as classes de algebras que sao
fechadas para a formacao de imagens homomorfas, subalgebras e produtos diretos.
Nesta seccao estudamos identidades e a sua relagao com algebras livres, no sentido
de se estabelecer o referido teorema.

Defini¢ao 3.9.1. Sejam (O, 7) um tipo algébrico e X um conjunto de varidveis.

(1) Uma identidade de tipo (O,T) sobre X ¢é uma expressio da forma p = q,
onde p,q € T(X). Representa-se por 1d(X) o conjunto de todas as identidades
de tipo (O, T) sobre X.

(2) Dada uma dlgebra A de tipo (O,7), diz-se que a dlgebra A satisfaz a
identidade p(xq,...,x,) =~ q(x1,...,2,) Se, para quaisquer ay,...,a, € A,
pay,. .., a,) = q*(a1,...,a,). Neste caso, diz-se que a identidade é verda-
deira em A ou que se verifica em A, e escreve-se

A ):p(xlw"axn) ~ q(xla"'axn)
ou, mais abreviadamente, A = p = q.

(3) Se ¥ € um conjunto de identidades, diz-se que A satisfaz ¥, e escreve-se
AEX, se A p~=q, para qualquer p =~ q € X.

(4) Uma classe de dlgebras K satisfaz uma identidade p =~ q, e escreve-se
K E p = q, se cada uma das dlgebras de K satisfaz p q. Diz-se que
K satisfaz um conjunto de identidades ¥, ¢ escreve-se K = X, se K
satisfaz cada uma das identidades de . O conjunto de todas as identidades
de tipo (O, 1) sobre X que sao satisfeitas por K € representado por Idk(X);
ie., ldg(X) ={p~qeld(X) : K Ep=~q}.

~
~
~
~

Lema 3.9.2. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, T) e p = q uma identidade
de tipo (O, T) sobre um conjunto de varidveis X. Entio K = p ~ q se e sd se para
cada dlgebra A € K e cada homomorfismo o : T(X) — A se tem a(p) = a(q).
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Demonstragao. (=) Sejam p = p(x1,...,2,),q = q(x1,...,x,) € T(X). Suponha-
mos que K = p &~ ¢. Entao, para qualquer dlgebra A € K e qualquer homomorfismo
a:T(X)— A, tem-se

a(ry),. .., a(xy,))
e, uma vez que

p'A(Oé(Il)’ cee ,Oé(l'n)) = qA(Oé(SL’l), ceey Oé(.f(fn))
= a(p’®N(zy,...,2,)) = a7y, ..., 2,))
=

= o

segue que a(p) = a(q).
(<) Sejam p = p(z1,...,2,),q = q(x1,...,2,) € T(X). Pretende-se mostrar que

para qualquer A € K e quaisquer ay,...,a, € A, pA(ay,...,a,) = ¢ay,. .., a,).
Ora, considerando uma aplicacdo o : X — A tal que o/(x;) = a;, para todo
i €{l,...,n}, sabe-se que existe um homomorfismo « : 7 (X) — A que estende «,

uma vez que 7 (X) é livre para K sobre X. Entao a(z;) = o/(x;) = a;, donde

pMay, ... a,) = pAa(zy),...,alz,))
= a(p" (..., 2))
= a(p(zy,..., )
= a(p)
= a(q)
= alg(z,...,2,))
= a(¢d"M(zy,...,2,))
= qMa(z),...,a(z,))
= ¢May, ..., an).

Logo K = p = q. O

Lema 3.9.3. Para qualquer classe K de dlgebras de tipo (O, 1), as classes K, 1(K),
S(K), HK), P(K) e HSP(K) satisfazem as mesmas identidades sobre qualquer
conjunto de varidveis X .

Demonstragao. Claramente, K e I(K) satisfazem as mesmas identidades. No que
respeita as restantes classes, e uma vez que

KCSK), KCHK) e KCP(K),

sentido de provar as inclusoes contrarias, suponhamos que
KEp(xy,...,z,) = q(xg,...,x,).
Entao, para qualquer algebra A € K e para quaisquer aq,...,a, € A,
A

P al,...,an):qA(al,...,an).
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Assim, se B ¢é subdlgebra de alguma algebra A € K, segue que, para quaisquer
by,...,b, € BC A,
pA(bh ey bn) = qA(blv R bn)7

donde
PPy, ... bn) = ¢5(by,. .., by)
e, portanto,
BEp=aqg.
Logo

Ids k) (X) = Idk (X).

Provemos, agora, que Idkx(X) C Idgx)(X). Ora, se B € H(K), entao existe um
homomorfismo sobrejetivo h : A — B, para alguma algebra A € K. Por conseguinte,
para quaisquer bq,...,b, € B, existem aq,...,a, € A tais que

alay) =by,...,ala,) = by.

Entao, como

pMay, ... an) = qMNay, ... an),

tem-se
alpMar, ... a,)) = alqg™(ay, ..., an)),

pelo que

PP(by, ... by) =B (by,... by).
Logo

BEp=qg.

Assim,

Idpk)(X) = Idg (X).

Por tltimo, consideremos B € P(K). Entao B = [[,.;A;, para alguma familia
(A;)icr de dlgebras de K. Atendendo a que, para cada i € I, A; € K, segue que,
para quaisquer ay, ..., a, € [[,.; A,

pr(ar(@), ..., an(i) = ¢ (a1(i), . .., an(i)),
donde
pP(ar, ..., a,)(3) = ¢B(ar, ... a,)(5),

para todo @ € I e, portanto,
pP(ar,. .. a,) = (a1, ... a,).

Logo
BEp=q.

Assim,
Idpk)(X) = Idk (X).

Atendendo ao que foi provado anteriormente ¢ imediato que HSP(K) satisfaz as
mesmas identidades que K. O
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Teorema 3.9.4. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1), X um conjunto de
variaveis e p,q € T(X) de tipo (O, 7). Entdo as afirmagdes sequintes sao equivalen-
tes:

(i) KEp=q.
(i) T(X)/0x(X) Ep~q.
(iii) (p,q) € Ox(X)
Demonstragao. Sejam p = p(xy1,...,%,),q = q(x1,...,x,) € T(X).
(i) = (iii) Assumindo que K = p = ¢, entdo
T(X)/0x(X) Ep~q,
pois T(X)/0k(X) € ISP(K).

(ii) = (iii) Suponhamos que 7(X)/0k(X) = p ~ q. Entao, para qualquer homo-
morfismo a : T(X) = T(X)/0k(X), a(p) = a(q). Em particular, considerando o
homomorfismo natural 7o, (x) : T(X) = T(X)/0x(X), temos

WeK(X)(p) = WeK(X)(Q)
e, portanto,
[Plo(x) = [alox(x)-
Logo (p, q) € Ok (X).
(ii) = (iii) Da definigao de Ok (X) segue que, para qualquer dlgebra A € K e para
qualquer homomorfismo ¢ : T(X) — A, 0k (X) C ker ¢.

Assim, se (p,q) € Ok(X), tem-se p(p) = ¢(q) para qualquer homomorfismo
v :T(X)— A, e pelo Teorema 3.9.2 conclui-se que K = p = q. O

Corolario 3.9.5. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1), X um conjunto
de variaveis e p,q € T(X). Entao, para qualquer conjunto de varidveis Y tal que
Y| > | X|, tem-se

KEprqgseesoseT(Y)/0xk(Y)Ep=aq.
Demonstragao. (=) Esta implicagao é imediata, uma vez que 7 (Y)/0k(Y) € ISP(K).

(«=) Consideremos um conjunto de variaveis Xy tal que X C Xj e |Xo| = |Y]. Entao
p,q € T(Xo) e
T(Xo)/0k(Xo) = T(Y)/0k(Y).

Consequentemente, atendendo aos teoremas 3.9.3 e 3.9.4,
TY)/0x(Y)Ep~q = T(Xo)/k(Xo) Fr~q = KEp=q
O

Corolario 3.9.6. Sejam K uma classe de dlgebras de tipo (O, 1) e X um conjunto
de varidveis. Entdao, para qualquer conjunto infinito de varidveis Y, tem-se

ldg (X) = Idr(v) e (v (X).
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Demonstragao. Seja p = q € Idk(X), onde p = p(xy,...,x,) € ¢ = (x1,...,2,).
Como p,q € T({x1,...,zn}) e [{z1,...,2,}| < |Y], entao pelo Corolario 3.9.5 tem-
-se que

KEprgsse T(Y)/0k(Y)EDp=~q.
U

Definicao 3.9.7. Dado um conjunto ¥ de identidades de tipo (O, 1), define-se M (%)
como sendo a classe de todas as dlgebras que satisfazem Y. Uma classe K de dlgebras
de tipo (O, T) diz-se uma classe equacional se eziste um conjunto de identidades ¥
tal que K = M(X). Neste caso, diz-se que a classe K € definida ou axiomatizada
por .

Lema 3.9.8. Se K ¢ uma variedade e X € um conjunto infinito de varidveis, entao

K = M(Idk(X)).

Demonstragao. Seja K' = M (Idg(X)). Entao K C K', pois K | Idk(X). Logo
Idg/(X) C Idg(X). Da definicao de K’ segue a inclusao Idk (X) C Idk/(X). Assim,
Idg/(X) = Idg(X). Por conseguinte, pelo Teorema 3.9.4, 0/ (X ) = 0k (X), donde

T(X)/0x(X) = T(X)/b6x(X).

Desta ultima igualdade segue pelo Corolario 3.9.6 que, para qualquer conjunto de
variaveis Y,

ldxe (Y) = 1dg7x) oy 03 (V) = 1d ) sy 03 (V) = Tdie (V).
Entao, novamente pelo Teorema 3.9.4, tem-se Ox/(Y) = 0k (Y), pelo que
TY)/0(Y)=TY)/0x(Y).
Daqui segue que K’ C K, pois, para qualquer dlgebra A € K’ temos
Ae H{T(Y)/0k (Y)}),
para algum conjunto Y adequado, donde
Ae H{T(Y)/0x(Y)}) € K.

Uma vez que K C K’ e K/ C K, entao K’ = K. O

Teorema 3.9.9. Seja K uma classe de dlgebras de tipo (O, 7). Entio K € uma
classe equacional se e s6 se K € uma variedade.

Demonstragao. (=) Suponhamos que K = M(X), para algum conjunto de identi-
dades . Entao, pelo Lema 3.9.3, V(K) = X. Assim, V(K) C M(X), e, portanto,
V(K) = K, ie., K é uma variedade.

<) Resulta do Lema 3.9.8. O
(<)
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Exemplo 3.9.10.

(1) Grupos: A classe G dos grupos vistos como dlgebras de tipo (2,1,0) é uma
variedade:

G E {a(bc) = (ab)c,al ~ la ~ a,aa™ ~a 'a ~ 1}.
A classe dos grupos vistos como dlgebras do tipo (2) ndo é uma variedade.
(2) Semigrupos: A classe S dos semigrupos é uma variedade:
S = {a(bc) = (ab)c}.
(3) Reticulados: A classe R dos reticulados é uma variedade
RE {anbx=bAa,aVb=DbVa,

aN(bNc)=(aNb)ANc,aV (bVe)=(aVDb) Ve,
aV(aAb)=a,aN(aVb)~a}.




