Seja f uma funcdo de dominio X e contradominio Y, f:X-Y.

A fungdo f diz-se injetiva se p/ cada elemento x € X, existe um Unico y€Y tq f(x)=y.
Ou seja: Va,beX, a#b= f(a) # f(b).

A fun¢do f diz-se sobrejetiva se p/ cada elemento y €Y, existe pelo menos um x€X tq f(x)=y.
Ou seja: VyeY,axeX, f(x)=y.

A funcdo f diz-se bijetiva se for injetiva e sobrejetiva.
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Dados um subconjunto A de P e m€ P, diz-se que m é:
- majorante de A se, p/ todo a€A, a<m;
- minorante de A se, p/ todo a€A m<a;
- maximal de A se m€A e w(3a€ A, m<a);
- minimal de A se m€A e =(3a€A4, a<m) ;
- maximo de A se m é um majorante de A e mEA;
- minimo de A se m é um minorante de A e m€A;
- supremo de A (ou VA) se m é um majorante de A e m<m’', p/ qq majorante m’ de A;
- infimo de A (ou AA) se m é um minorante de A e m<m', p/ qq minorante m’ de A;

Leis Comutativas > aAb=bAa avb=bva

Leis Associativas > aN(bAc)=(anb)Ac aVv(bVvc)=(avb)Vc
Leis de Idempoténcia > ara=a ava=a

Leis de Absorc¢ao > aAN(avb)=a aV(anb)=a

Principio da Boa Organizagao
Todo subconjunto ndo-vazio formado por N (ou Zg+) possui um menor elemento.

Reticulados podem ser definidos de duas formas equivalentes:
- Conjunto Parcialmente Ordenado (c.p.o.)
- Estruturas Algébricas

Principio da Dualidade de Reticulados
Uma afirma¢do é verdadeira em qq reticulado, sse o mesmo acontece com a respectiva afirmac¢do dual.

Num c.p.o. (P; <) sdo equivalentes as seguintes afirmac¢des, p/ qq a,b € P:
I) a<b
II) sup {a,b}=0b
III) inf {a,b}=a

Ou seja, um Reticulado é um c.p.o. tq p/ cada dois elementos a,b existe supremo e infimo de {a,b}.

Um c.p.o. (P; <) tq P tem elemento maximo e elemento minimo diz-se um Conjunto Parcialmente Ordenado
Limitado.

Dados um Reticulado e um Subconjunto ndo vazio R’ de R, um c.p.o (R; <') diz-se Subreticulado de (R; <) se
<'=<|g e Va,b €R’ o Supremo e Infimo de {a,b} (determinados em (R; <)) pertencem a R'.

Sejam (Py; <) e (Py; <) dois c.p.o. e a:P;— P, uma aplicac¢do, que se designa:
e Isétona, ou preserva a ordem, se p/ qq a,bE€P;, a<; b = a(a) <, a(b)
e Antitona, se p/ qq a,bEP,, a<; b = a(a) =, a(b)
e Mergulho de Ordem se p/ qq a,bEP;, a<; b & a(a) <, a(b)
e Isomorfismo de c.p.o.’s se a é um mergulho de ordem e uma aplicag¢do sobrejetiva




Um Reticulado pode ser definido como Estrutura Algébrica, consistindo de um conjunto e duas operacgdes,
por ex. (R;A, V), se Vx,y,ZE R se verifiquem as Leis Comutativas, Associativas, Idempoténcia e Absorc¢do.

Se R=(R;AV) é um Reticulado, entdo a relacdo < definida em R por: x<y se x=xAy, é uma relacdo de
ordem parcial tq p/ qq x,y €R, existem Inf{x,y} e Sup{x,y} e tem-se Inf{x,y}=xAy e Sup{x,y}=xvy.

Se (R; <) é um c.p.o. tq p/ qq x,y € R, existem Inf{x,y} e Sup{x,y}, entdo R = (R;AV) onde xAy=Inf{x,y}
e xVy=Sup{x,y} é um Reticulado e p/ qq x,YER, x<ySx=xAySy=xVy.

Sejam R = (R; A, V') um Reticulado, R’ um Subconjunto n3o vazio de R e A’ e V' opera¢des binarias em R.

Diz-se que R' = (R; A, V') é um Subreticulado de R se Va,beR', aNbeR e aV'beR e adicionalmente
aNb=aAb e aV'b=aVbh.

Sejam R; =(R1; AR, le), R, = (Ry; Ag,, Vg,) reticulados e Ag xz, € Vag,xz, @S operac¢bes binarias de R; X R,,
definidas por:

(ay,a3) Ag,xz, (b1,b2) = (ag Ag, by, az Ag, by)

(ay,a;3) Vg xz, (b1,b2) = (ay Vg, by, az Vg, by)

Assim (Ry X Ry; Ag,x», V&,xz,) € designado reticulado produto de R; e R,, representado por R; XR,.

Sejam (Ry, Ag,, Vr,) © (Ra, Ag,, Vg,) Reticulado, <; e <, as relacdes de ordem associadas, e seja < a relacdo
de ordem definida em R; X R, por: (aq,a3) < (by,b,) sse a; <b; e a, <b,

Entdo (Ry X R;; <) é um Reticulado. Ademais:
(a1,a;) Ag,xr, (b1,b2) =(a1,a3) © ajAg, by=a,; e a;Ag, by =a, © a;<1b; e a; <; b, © (a,,a;) < (by,b;)

Por conseguinte o Reticulado (Ry X Ry; Ag,xr,» VR xr,) COincide com o Reticulado (R; X Ry; <).

Sejam Ry = (Ry; Az, Vz,) € R,=(Ry Ag, Vg,) reticulados e a =R; - R, uma aplicacdo. Esta designa-se de:
- Homomorfismo de R, em R, se Va,b€ Ry, a(aig b)=a(a)Ay, a(b) e a(avg, b)=a(a)Vyg, a(b);
- Isomorfismo de R, em R, se a é bijetiva e é um homomorfismo.

Caso exista um isomorfismo de reticulados de R; em R,, o reticulado R; diz-se isomorfo ao reticulado R,.

Sejam R, =(R1; Ar,» Vyzl) e R, =(Ry; Ag, Vg,) reticulados e <; e <; as relacdes de ordem definidas,
respectivamente, em R, e R, por: a<;b ssea=aAg b, Va,beER, ; a<,b sse a=aig, b, Va,bER,

Entdo os reticulados R; e R, sao isomorfos sse os c.p.o.s. (Ry; <1) e (Ry; <) sao isomorfos.

Um reticulado (R;<) diz-se Completo se p/ qq subconjunto de R exista AS e/ou VS.
Todo o Reticulado Finito é Completo.

Um Subreticulado (R';<g,) de (R;<) diz-se um Subreticulado Completo se p/ qq subconjunto S deR’, AS e VS,
como definidos em (R;<), pertencem a R'.

Seja (R;<) um Reticulado, um elemento a € R diz-se Compacto se sempre que existe Va e a<Va p/ algum
ACR, entdo a<VB p/ algum conjunto finito A C B.

Um Reticulado diz-se Compactamente Gerado se, p/ todo a €R, a=VS, p/ algum subconjunto S de R formado
por elementos compactos de R.

Um Reticulado diz-se Reticulado Algébrico se é um Reticulado Completo e Compactamente gerado.

Todos elementos de um Reticulado Finito sao compactos.



Um Reticulado R = (R; A V) diz-se Distributivo se satisfaz uma das seguintes condigdes:
e xA(yVvz)=(xAy)V(xAz), VX,y,ZER
e xV(yAzZ)=(xVY)A(xVZ2), VX,y,ZER

Estas condi¢des, designadas leis distributivas, sdo equivalentes.
Sendo R um reticulado, R satisfaz uma condicao sse satisfizer a outra.

R é Distributivo sse ndo tem qq Subreticulado isomorfo a Ms ou a Ns.
Ms Ns
Um Reticulado R = (R; A V) diz-se Modular se p/ qq x,y,Z€R:
x<y=>xV(HAz)=yA(xVz) O x<y=>yA(xVvVz)=xV(yAz)
A condicdo da definicdo anterior, designada lei modular, é equivalente a: (xAY)V(YAZ)=yA((xAYy)VZ))

Todo o Reticulado Distributivo é um Reticulado Modular (contrdario ndo se verifica).

R é um Reticulado Modular sse nao tem qq Subreticulado isomorfo a Ns.

Da-se a designacdo de tipo algébrico, a um par (0,7). Onde:
- 0 é um conjunto e 7 é uma funcdo de O em Ng;
- cada elemento f de O é designado por simbolo de operag¢do e 7(f) diz-se a sua aridade;

- 0 conjunto de todos os simbolos de O de aridade n, n €N,, é representado por O,.

Chama-se dalgebra a um par A = (4;F) onde A é um conjunto nao-vazio e F é uma familia (f‘ﬂ)feo de operagdes
finitarias em A indexada por um conjunto O.

Ao conjunto A di-se a designacdo de universo ou conjunto de suporte A, cada operacdo f* é designada por
operac¢ao fundamental de A e ao conjunto O did-se a designacdo de conjunto de simbolos operacionais de A.

Uma algebra A diz-se uma dlgebra de tipo (0,7) se O é o conjunto de simbolos operacionais de A e t é a
funcdo de 0 em N, que a cada simbolo operacional f € 0 associa a aridade ny da operacdo basica .

Uma algebra diz-se trivial se |A|=1 e diz-se finita/infinita caso o seu universo seje finito/infinito.

Sejam A e B dalgebras de tipos (0,,7;) e (0,1,), respectivamente. Diz-se que a algebra B é um reduto da
dlgebra A se: A e B tém o mesmo universo, 0, €0, e, para todo f € 0,, 7,(f) =1,(f) e f# = fE.

Um semigrupo é um grupdide § =(S;-) tq p/ qq x,y,z€S, x- (y-2)=(x-y)-z.
Um grupo é uma algebra G=(G;-) tq p/ cada x € G, existe x™! € G que satisfaz: x-x1=1=x"1-x
Um grupo abeliano é um grupo G =(G;-, "1,1) tq p/ a9 xVEG, x-y=y-X .

Um anel é uma algebra A=(4 + -,—0) de (2,2,1,0) tq (4; +,—,0) é um grupo abeliano, (4;:) é um
semigrupo e p/ qq x,¥,z€G, x-(y+z)=x-y+x-z e (Y+z)-x=y-x+z-x .

Um reticulado é uma algebra R =(R;A V) de tipo (2,2) tq p/ qq x,¥v.ZER se verifiquem as Leis
Comutativas, Associativas, Idempoténcia e Absorcdo.

Sejam A = (4;F) uma algebra. Um subconjunto B de A diz-se um subuniverso de A se B é fechado para toda
a operacao de F. Representa-se por SubA o conjunto de todos subuniversos de A.

Sejam A = (4;F) uma algebra, X< A e S=N{B|B ésubuniversode A e X S B}
Entdo § é um subuniverso de A e é o menor subuniverso de A que contém X.

Sejam A = (4;F) uma algebra, XS A e S um subuniverso de A. Designa-se por subuniverso de A gerado por
X, e representa-se por Sg#*(X), o menor subuniverso de A que contém X, i.e., o conjunto:

Sg*(X) =N {B| B é subuniversode A e X € B}
Diz-se que S é finitamente gerado se S =Sg#(X), para algum conjunto finito X C A.



Sejam A = (4;F) uma algebra e X € A. Para i € Ny, define-se:
Xo=X
Xip1 =X; U{f(x) | f éoperagion —ariaem A e x € (X;)",n € Ny}
Entdo Sg(X) = Ujen, X; -

Sejam A uma algebra, XS A e a € Sg#*(X). Entdo a € Sg#(Y), para algum subconjunto finito Y de X.

Sejam A = (4;F) uma algebra e X,Y S A. Entdo:
I) X cSghX)
II) XCY=SgAX)cSgh(Y)
1) Sg*(Sgt X)) = Sg*X)
) Sg*(X)=S{Sg*(Z)|Z ésubconjunto finito de X}

Sejam A uma dlgebra e SubA o conjunto de subuniversos de A. O reticulado (SubA,<) designa-se por
reticulado dos subuniveros de A e representa-se por SubA.

Sejam A = (4;F) e B=(B;G) algebras do mesmo tipo (0,7).
Diz-se que B é uma subdlgebra de A, e escreve-se B<A, se:
1) B é um subuniverso de A
2) p/ todo simbolo de operagdo f€O0,, f*(by,..,by) =fB(by,...b,), p/ aq (by,..,b,) €B™.

Sejam A = (A;F) uma dlgebra e XS A tq X # @. Chama-se subdlgebra de A gerada por X e representa-se por
Sg#(X) a subadlgebra de A cujo universo é Sg#*(X).

Sejam A um conjunto e 8 uma rela¢do rela¢do bindria em A, diz-se que 6 é uma Rela¢dao de Equivaléncia em
A se sdao satisfeitas as seguintes condigdes:

) Simetria: p/ qq a,b €A, a@b=bBa ou (a,b)€E B = (b,a)c
II) Reflexividade: p/ todo a€ A, aBa ou (a,a)€EB
) Transitividade: p/ qq a,b,c €A, a@b e bOc = abc ou (a,b)€B e (b,c)€EOB = (ac)EB

Sejam A = (4;F) uma algebra de tipo (0,7) e @ uma relacao de equivaléncia em A.
Diz-se que 6 é uma Congruéncia em A se 6 satisfaz a propriedade de substituigdo:
VneENy,f€O0, e (ap..,ay,)(by,...by)EAY, (a;0b,V,€{1,..,n}= fA(ay,..,a,)0 f"(by,..,b,).

Sejam A algebra, ao reticulado ConA = (ConA,S) da-se a designacdo de reticulado das congruéncias de A.

Uma Congruéncia numa algebra é uma Rela¢do de Equivaléncia que é compativel com as operacdes da algebra.

Dado um elemento x € A, chama-se Classe de Equivaléncia de x Médulo 6 ao conjunto:
[x]lo ={y €Al x 6y}

0 conjunto de todas as relagdes de equivaléncia definidas em A representa-se por Eq(A).

Para A = (4;F), 6 é uma congruéncia em A se O satisfaz a propriedade de substituigdo, i.e.:
a;0b; > fA(ay,..,a,) 0 fB(by,...,b,) ou (x,y)€0 = (f(x),f(y) €O

=

ou seja
(allbl) €0
(az,bz) €0

(ayANay, byaby)E O
(ayvay, byvby)eo

0 conjunto de todas congruéncias da algebra A é denotado por ConA.
E ao reticulado ConA = (ConA,<) da-se a designagcdo de reticulado de congruéncias de A.

Se R=(R;AV) é um reticulado, entdo 8 € Eq(R) é uma congruéncia em R sse:



I) cada classe de 6 é um subreticulado
ITI) cada classe de 6 é um subconjunto convexo de R
(ie,abbea<c< b= abc)
III) as classes de equivaléncia de 8 sdo fechadas para os quadrilateros
(i.e. sempre que a b, ¢, d sdo elementos de R distintos e taisque a3 < b c<d e (aVd=beaAd=c)ou(bVc=debhAc=a) entdoabb ssechd)



