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Teoria de Categorias

A teoria de categorias é um ramo da matematica relativamente recente e
foi desenvolvido no sentido de permitir representar de forma uniforme
diferentes estruturas matematicas dos mais diversos ramos da
Matematica. A teoria de categorias permite identificar semelhancas
estruturais entre diversos objetos matematicos, que a primeira vista ndo
parecem estar relacionados, sendo assim possivel formular conceitos de
grande generalidade e efetuar a prova de resultados com aplicacdes nas
mais diversas areas da matematica, incluindo as ciéncias da computac3o.
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Categorias

Nos tempos atuais, as teorias axiomaticas desempenham um papel
importante em matematica. Estas teorias sdo caracterizadas por
conjuntos com uma determinada estrutura e por correspondéncias entre
estes conjuntos que preservam a sua estrutura. O conceito de categoria
generaliza estas teorias.
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Definicao

Uma categoria C é um quadruplo (Obj(C), hom,id, o), onde

- Obj(C) é uma classe a cujos elementos se da a designacdo de
objetos,

- hom é uma correspondéncia que a cada par (A, B) de objetos de C
associa um conjunto hom(A, B) a cujos elementos chamamos
morfismos de A em B,

- id é uma correspondéncia que a cada objecto A de C associa um
morfismo ida € hom(A, A), designado por morfismo identidade em
A,

- o é uma correspondéncia que a cada par (f, g) de morfismos de C
tais que f € hom(A, B) e g € hom(B, C), associa um dnico
morfismo g o f € hom(A, C), designado composicdo de f com g,
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Definicao

e que satisfaz as seguintes condicées satisfeitas:
(C 1) para quaisquer A, B,C, D € Obj(C), se (A, B) # (C, D), entdo
hom(A, B) N hom(C, D) = 0,

(C 2) (identidade) para quaisquer A, B, C € Obj(C) e para quaisquer
morfismos f € hom(A, B) e g € hom(C, A),

foida=f e idaog=g;

(C 3) (associatividade) para quaisquer A, B, C, D € Obj(C) e para
quaisquer morfismos f € hom(A, B), g € hom(B,C) e
h € hom(C, D),
ho(gof)=(hog)of.
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Representaremos por Mor(C) a classe dos morfismos de C, i.e.,

Mor(C)= | J hom(A B).
A,B€EObj(C)

A um elemento de Mor(C) da-se a designacdo de C-morfismo.

Dados objetos A e B de uma categoria C, pode n3o existir qualquer
morfismo de A em B ou podem existir varios.
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Observe-se que de (C 1) resulta que a cada morfismo f de C estdo
univocamente associados dois objetos dom(f) e cod(f), designados
respetivamente por dominio e codominio de f. Escrevemos

f:A>B ou A-S5B

para indicar que A = dom(f) e B = cod(f);
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Da definicdo anterior também é imediato que, para cada objeto A, existe
um anico morfismo identidade. De facto, se h e id4 sdo dois morfismos
identidade de A, entdo

h=nhoida =ida.
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Exemplos de categorias

(i) A categoria Pfn: Obj(Pfn) é a classe de todos os conjuntos. Se X e
Y s&do conjuntos, define-se hom(X,Y) como sendo o conjunto de todas
as aplicacdes parciais de X em Y. A composicdo de morfismos é a
composicdo usual de aplicacdes parciais. Se X é um conjunto, entdo idx
é a aplicacdo identidade em X.

(ii) A categoria Set: Obj(Set) é a classe de todos os conjuntos. Se X e
Y s&do conjuntos, define-se hom(X,Y) como sendo o conjunto de todas
as aplicacdes de X em Y. A composicdo de morfismos é a composicdo
usual de funcdes. Se X & um conjunto, entdo idx é a aplicacdo
identidade em X.
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(iii) A categoria FinSet: Obj(FinSet) & a classe de todos os conjuntos
finitos. Se X e Y sdo conjuntos finitos, define-se hom(X,Y') como sendo
o conjunto de todas as aplicacdes de X em Y. A composicdo de
morfismos & a composicdo usual de fun¢des. Se X é um conjunto, entdo
idx é a aplicacdo identidade em X.

(iv) A categoria Sgp: Obj(Sgp) é a classe de todos os semigrupos.
Dados semigrupos S e U, define-se hom(S, U) como sendo o conjunto de
todos os homomorfismos de semigrupo de S em U. A composicdo é a
composicdo usual de homomorfismos. Se S & um semigrupo, entdo ids é
o morfismo identidade.
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(v) A categoria Mon: Obj(Mon) é a classe de todos os monéides. Dados
mondides S e T, define-se hom(S, T) como sendo o conjunto de todos os
homomorfismos de S em T. A composicdo é a composicido usual de

homomorfismos. Se S é um monéide, entdo ids é o morfismo identidade.

(vi) A categoria Grp: Obj(Grp) é a classe de todos os grupos. Dados
grupos G e H, define-se hom(G, H) como sendo o conjunto de todos os
homomorfismos de grupo de G em H. A composicdo é a composicdo
usual de homomorfismos. Se G é um grupo, entdo idg é o morfismo
identidade.
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(vii) A categoria Vectk: Obj(Vecty) é a classe de todos os espagos
vetoriais sobre um corpo K. Dados espacos vetoriais U e V sobre K,
hom(U, V) é o conjunto de todas as transformacdes lineares de U em V.
A composicdo de morfismos é a composicdo usual de transformacdes
lineares. Se V' & um espaco vetorial sobre K, idy é a transformacdo linear
identidade.

(viii) A categoria Poset: Obj(Poset) é a classe de todos os conjuntos
parcialmente ordenados. Dados conjuntos parcialmente ordenados P e Q,
define-se hom(P, @) como sendo o conjunto de todas as aplicacdes
isétonas de P em Q. A composicdo de morfismos é a composicdo usual
de aplicacdes. Dado um conjunto parcialmente ordenado P, idp é a
aplicacdo identidade em P.

11
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As categorias anteriores sdo exemplos de categorias designadas por
categorias concretas, isto é, tratam-se de categorias cujos objetos s&o
conjuntos (possivelmente com algum tipo de estrutura) e cujos morfismos
sdo funcdes (que eventualmente preservam a estrutura do conjunto).

12
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(ix) A categoria 0: E a categoria sem objetos e sem morfismos.

(x) A categoria 1: A categoria que tem um (nico objeto e um Gnico
morfismo (o morfismo identidade associado ao Gnico objeto da categoria).

(xi) A categoria 2: A categoria que tem dois objetos, dois morfismos
identidade e um morfismo de um objeto no outro.

(xiii) A categoria 3: A categoria que tem trés objetos (designemo-los por
*, ® € %), trés morfismos identidade e outros trés morfismos, f : x — e,
g:x—>*xeh:x—> etaisquef =hog.

13
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Graficamente, as categorias 1, 2 e 3 podem ser representadas por

idy

@
*
id, id, id, id, id,
O f C f
* [ ]

-
* Q °
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(xiii) Todo o conjunto X pode ser visto como uma categoria Dis(X): os
objetos de Dis(X) sdo os elementos de X e os Ginicos morfismos sdo os
morfismos identidade (um para cada elemento x € X).

(xiv) Todo o grupo G = (G;-,~!, 1) também pode ser encarado como
uma categoria: o Gnico objeto da categoria é o conjunto G; os morfismos
de G sdo os elementos de G, o morfismo identidade é a identidade de G e
a composicdo de morfismos é a operacdo binaria do grupo.
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(xv) A categoria Rel: Obj(Rel) é a classe de todos os conjuntos. Dados
conjuntos A e B, um morfismo de A em B é um subconjunto de A x B e,
portanto, hom(A, B) é o conjunto de todas as relacdes binarias de A em
B. Dado um conjunto A, o morfismo identidade em A é a relacdo
identidade em A, ida = {(a, a) : a € A}. A composicdo de morfismos é a
composicado usual de relacdes binarias, isto €, dadas duas relacdes
bindrias RCAxBeSCBxC,

SoR={(a,c)e AxC:dbeB:(a,b)e Re (b, )€ S}

16
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Uma categoria C diz-se:

- pequena se existe uma bijecdo entre Mor(C) e algum conjunto;
- magra se para quaisquer A, B € Obj(C), hom(A, B)| < 1,

- discreta se os nicos morfismos de C s3o os morfismos identidade.

17
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Diagramas

A descricdo de certas categorias e a prova de propriedades sobre objetos e
morfismos de uma dada categoria pode tornar-se extremamente
complexa. No sentido de facilitar tais descricbes e a prova de
determinados argumentos a respeito de categorias, é usual o recurso a
representacbes graficas designadas por diagramas.
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Um diagrama numa categoria C é um grafo orientado cujos vértices
representam objetos da categoria e as arestas orientadas representam
morfismos da mesma categoria.

Se uma aresta representa um morfismo com dominio A e codominio B,
entdo o vértice origem e o vértice destino da aresta representam,
respetivamente, os objetos A e B.

Os vértices e as arestas do diagrama podem ser identificados,
respetivamente, pelos nomes dos objetos e pelos nomes dos morfismos
aos quais estdo associados.

Um diagrama pode ser usado para representar uma categoria ou pode
representar apenas uma parte dos objetos e dos morfismos que definem a
categoria.

19
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Por exemplo, o diagrama seguinte

ho(gof)
gof
m
ida CA Q c DDidD
f g U h

(hog)of

representa uma categoria com quatro objetos e onze morfismos. Note-se
que, para cada objeto X € {A, B, C, D}, existe um morfismo idx e, para
quaisquer morfismos s € hom(X,Y) e t € hom(Y, Z), com
XY, Z € {A, B, C, D}, existe um morfismo t o s € hom(X, Z).
20
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A representacdo do diagrama de uma categoria pode ser simplificada
suprimindo a representacdo de alguns morfismos. Com efeito, caso se
assuma que um determinado diagrama representa uma categoria, os
morfismos identidade podem ser omitidos, uma vez que é garantido que
estes existem. Assim, o diagrama

f

—_——

* °

pode ser usado para representar a categoria 2.
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Note-se, porém, que no caso de morfismos resultantes da composicdo de
outros dois é necessario que fique claro qual o morfismo respeitante a
composicdo. Por exemplo, no caso dos diagramas seguintes

* *
g h g h
f
*—> 0 — % x*——> o *x T e
f 4 f

o primeiro diagrama n3o representa uma categoria, uma vez que ndo ha
qualquer morfismo que possa corresponder ao morfismo g o f. No caso
do segundo diagrama, caso se assuma que este representa uma categoria,
tem se considerar f = ho g. No altimo caso, este diagrama n3o sera
considerado a representacdo de uma categoria, a ndo ser que se
identifique qual dos morfismos / ou f corresponde ao morfismo ho g.
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O recurso a diagramas para estabelecer propriedades a respeito de
categorias é bastante usual e tais propriedades sdo geralmente expressas
dizendo que um determinado diagrama comuta.

Dado um diagrama numa categoria C, diz-se que o diagrama comuta
se, para qualquer par (A, B) de objetos do diagrama e para qualquer par
((f, f,.... 1), (g1,82, - .,&m)) de caminhos de A a B, em que m,n € N
e pelo menos um dos caminhos tem comprimento superior a 1, tem-se
faoo...hofi=gno...@og.

23
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Por exemplo, quando se afirma que o diagrama a seguir representado
comuta tal significa que ho f = k.

24
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No caso do diagrama seguinte
L]
/ \
[ ] [ ]
\ /
[ ]
diz-se que este diagrama comuta se go f = /o k.

25
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Construcdo de categorias

Definicao

Sendo C = (Obj(C), homc, id®, o€) e D = (Obj(D), homp, id®, oP)

categorias, diz-se que a categoria C é uma subcategoria de D se:
- Obj(C) C Obj(D);

todo o morfismo de C é um morfismo de D;

para qualquer C € Obj(C), o morfismo idS de C é o mesmo que
morfismo id? de D;

- para quaisquer C-morfismosf : A— B e g: B — D, o morfismo
g o€ f de C é mesmo que o morfismo g oP f de D.

26
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Exemplo

(1) Set é uma subcategoria de Pfn.
(2) FinSet é uma subcategoria de Set.
(3) AbGrp é uma subcategoria de Grp.

Definicao
Uma subcategoria C = (Obj(C), homc, id®, o€) de uma categoria

D = (Obj(D), homp, id®, oP) diz-se uma subcategoria plena de D se,
para quaisquer A, B € Obj(C), hom¢(A, B) = homp(A, B).

27
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Definicao

Sejam C = (Obj(C), homc, id®, o€) e D = (Obj(D), homp, id®, oP)
categorias. Designa-se por categoria produto de C por D, e
representa-se por C x D, a categoria definida do seguinte modo:

- os objetos de C x D sjo todos os pares (A, B), onde A é um objeto
de C e B é um objecto de D;

- os morfismos de hom((A, B), (A’, B")) sdo todos os elementos da
forma (f,g): (A,B) — (A", B'), onde f : A — A" é um morfismo de
Ceg: B — B éum morfismo de D;

- para cada objeto (A, B) de C x D, o morfismo identidade id(a ) é o
par (id$, id2);

- a composicdo (f', g') o (f, g) dos morfismos (f,g) e (f', g') de
C x D é definida componente a componente, isto &,

(f'.8") o (f.g) = (' o f,g' P g).

28
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Exemplo

Considerando grupos G e H como categorias, o produto de categorias
G x H corresponde ao usual produto direto de grupos.

29
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Definicao
Seja C uma categoria. Uma relacdo de equivaléncia ~ definida em
Mor(C) diz-se uma congruéncia em C se, para quaisquer f, g € Mor(C),

(1) f ~ g implica domf = dom g e codf = cod g;

(2) f ~ g implicajofoin~ jogoli, para todos os morfismosi:A — X
ej:Y — B, ondedomf = X =domg ecodf =Y = codg.

Dado f € Mor(C), representamos por [f] a classe de equivaléncia de f.

30
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Definicao
Sejam C = (Obj(C), homc, id®, o€) uma categoria e ~ uma congruéncia
em C. Designa-se por categoria quociente, e representa-se por C/ ~, a
categoria C = (Obj(C/ ~), homg,~,id/~, 0%/~ definida do seguinte
modo:

- Obj(C/ ~) = Obj(C);

- os morfismos de C/ ~ s3o as classes de equivaléncia [f] de todos os

morfismos f de C (o dominio e o codomominio de [f]| correspondem
ao dominio e codominio de f, respetivamente);

- para cada objeto C de C/ ~, o morfismo identidade idg/N é [idS);

- a composicao [g] o%/~ [f] dos morfismos [f] e [g] é o morfismo
[g o€ f].
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Definicao
Seja C uma categoria. Designa-se por categorial dual ou categoria

oposta de C, e representa-se por C°P, a categoria definida do seguinte
modo:

- Obj(C°?) = Obj(C),
para quaisquer A, B € Obj(C°P), f : A— B é um homomorfismo de

CoP seesésef:B— A éum morfismo de C;

os morfismos identidade de C°P so os morfismos identidade de C;

- a composicdo g o f de morfismos em C°P é definida como sendo
fogemC.

32
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Da definicdo anterior é imediato que (C°P)°P = C.

Assim, toda a categoria é a dual de alguma categoria e toda a definicdo
da teoria de categorias pode ser reformulada numa definicdo na categoria
dual.

Cada afirmacgo S sobre categorias pode ser transformada numa
afirmacdo dual 5°P, trocando as palavras “dominio” e “codominio” e
substituindo cada ocorréncia de f o g por gof.

33
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Se S é uma afirmacio verdadeira a respeito de uma categoria C entdo
S5°P & uma afirmacdo verdadeira a respeito de C°P. Por conseguinte, é
valido o principio seguinte.

Principio da dualidade: Se S é uma afirmagéo verdadeira para todas as
categorias, entdo S°P também é uma afirmacdo verdadeira para todas as
categorias.

34



Teoria de Categorias

Definicao
Sejam C = (Obj(C), homc, id®, o€) uma categoria e I um objeto de C.
Designa-se por categoria dos objetos sobre I, e representa-se por C/I,
a categoria (Obj(C/I), hom¢ 1, id®/1, o€/1) definida do seguinte modo:

- os objetos de C/I sdo todos os morfismos de C com codominio I;

- dados objetos f e g de C/I (isto é, dados C-morfismos f : A — I e
g : B —I), um C/I-morfismo de f em g é um triplo de morfismos
(f.j, g), onde j é um C-morfismo de A em B tal que g o€ j = f;

- para cada objeto f : A — I de C/I, o morfismo identidade id(f:/I éo
triplo de C-morfismos (f,ida, f);

- a composicdo (f, h, f3) o (f1, g, f2) dos morfismos (f, g, ) : i —
e (f,h f): f, — f3 de C/I é o morfismo (fi,hoC g, £): i — f.
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Definicao

Seja C = (Obj(C), homc, id®, o€) uma categoria. Designa-se por
categoria dos C-morfismos e representa-se por C, a categoria
(Obj(C), homc=,id®™, o€ definida do seguinte modo:

- Obj(C?) = Mor(C);
- dados objetos fi, f, de C™ (isto é, dados C-morfismos f; : X1 — Y1

efh: Xo = Ys), um morfismo de f; em f, é um par (j : X1 — X»,
k : Yy — Y2) de C-morfismos tais que f, o¢ j = k o¢ f,;

para qualquer C-objeto f : X — Y, o morfismo identidade idf_) é
o par (id%,idS);

- a composicdo (j', k') o (j, k) dos morfismos (j, k): f — f» e
(', k") : b — 5 é o morfismo (j' o€ j, k' o€ k) : f — £5.
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Morfismos especiais

No estudo de conjuntos e funcdes tém especial destaque as funcdes que
satisfazem propriedades tais como injetividade, sobrejetividade e
bijetividade. Tais propriedades motivaram a definicdo de conceitos
analogos para morfismos de categorias, os quais desempenham um papel
relevante no estudo da teoria de categorias.
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Definicao

Sejam C uma categoria e A, B € Obj(C).

Um morfismo f : A — B de C diz-se um monomorfismo se f é
cancelavel a esquerda, i.e., se para quaisquer morfismos g, h: C — A,

fog=foh= g=h.

Um monomorfismo f de A em B também se diz umafincluséo de A em
B e é usualmente representado por f : A— B ou A — B.

Caso exista um monomorfismo de A em B, entdo A diz-se um subobjeto
de B e escreve-se A C B.
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Proposicao

Na categoria Set os monomorfismos sGo exatamente as aplicacbes
injetivas.

Demonstracao

Seja f : A — B uma funcio injetiva e sejam g, h: C — A funcdes tais
que fog=1foh.

Entdo tem-se necessariamente g = h.

Com efeito, se admitirmos que g # h, existe ¢ € C tal que g(c) # h(c)
e, uma vez que f é injetiva, segue que f(g(c)) # f(h(c)), o que
contradiz f o g =f o h.
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Demonstracao.

Reciprocamente, admitamos que f : A — B &€ um momomorfismo.

Sejam a, a’ € A tais que a # a’. No sentido de provar que f(a) # (&),
consideremos um conjunto singular {x} e as funcdes

a: {x} —- A a: {x} - A

X = a x = a

Uma vez que @ # a’ e f € um monomorfismo, entdo f 03 # f o a’. Assim,

F(a) = (F03)(x) # (F o F)(x) = ().

Logo f & injetiva. O

40
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Em muitas outras categorias nas quais os morfismos sdo funcdes,
verifica-se que os monomorfismos sdo exatamente as funcdes injetivas; tal
acontece, por exemplo, em muitas categorias de “conjuntos estruturados”
tais como as categorias Grp, Rng, Vecty.

Observe-se, no entanto, que existem categorias cujos morfismos sdo
funcdes e nas quais a classe dos monomorfismos ndo coincide com a
classe das funcdes injetivas.
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Definicao

Sejam C uma categoria e A, B € Obj(C).

Um morfismo f : A — B de C diz-se um epimorfismo se f é cancelavel
a direita, i.e., se para quaisquer morfismos g, h: B — C,

gof =hof =g=h

Um epimorfismo f de A em B é usualmente representado por f : A— B

f
ouA— B.

Caso exista um epimorfismo de A em B, entdo B diz-se um objeto
quociente de A.
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A nocdo de epimorfismo é dual da nocdo de monomorfismo.

Assim, um morfismo f é um epimorfismo numa categoria C se e s6 se f é
um monomorfismo na categoria dual C°P,

O conceito de epimorfismo surge como uma abstracdo do conceito de
funcdo sobrejetiva e na categoria Set verifica-se o seguinte.
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Proposicao
Os epimorfismos na categoria Set so exatamente as funcdes sobrejetivas.

Demonstracao

Sejam f : A — B uma funcdo sobrejetiva e g, h: B — C funcdes tais que
g #h

Entdo, para algum b € B, g(b) # h(b) e, uma vez que f é sobrejetiva,
existe a € A tal que f(a) = b.

Assim, g(f(a)) # h(f(a)) e, portanto, gof # hof.

Logo f & um epimorfismo.
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Demonstracao.

Reciprocamente, suponhamos que f : A — B n&o é uma funcdo
sobrejetiva.

Ent3o existe b € B tal que, para todo a € A, b # f(a).

No sentido de provar que f ndo é um epimorfismo, consideremos duas
funcdes g, h: B — {0, 1} definidas da seguinte forma:

(i) g(a) = h(a) =0, para todo a € B tal que a # b,

(i) g(b) =0,
(iii) h(b) = 1.

Entdo gof = hof, mas g # h e, portanto, f ndo é um epimorfismo. [

45



Teoria de Categorias

Embora na categoria Set os epimorfimos coincidam com as fun¢des
sobrejetivas, tal ndo é em geral verdade para outras categorias cujos
morfismos sdo funcdes.

Exemplo
Na categoria Mon, consideremos os mondides (Z,+,0) e (Ng, +,0).

A funcdo de inclusdo i : Ny — 7, que a cada inteiro ndo negativo z
associa o inteiro z, é um monomorfismo.

Esta funcdo também é um epimorfismo, pois assumindo que g e h sdo
dois morfismos do mondide (Z; +,0) num mondide (E; x,1g) tais que
goi=hoi, prova-se que g = h.

No entanto, a funcdo i ndo é sobrejetiva.
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Proposicao

Sejam C uma categoriae f : A — B, g : B — C morfismos de C.

(1) Para qualquer objeto A de C, ida é um monomorfismo e um
epimorfismo.

(2) Se f e g sdo monomorfismos (respetivamente, epimorfismos), entdo
g of é um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo).

(3) Se g of éum monomorfismo (respetivamente, epimorfismo), entdo
f é um monomorfismo (respetivamente, g é um epimorfismo).
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Demonstracao

(2) Sejam i: D — Aej: D — A morfismos de C tais que
(gof)oi=(gof)o . Pretendemos mostrar que i = j.

Ora, assumindo que (gof)oi=(gof)oj, entdo, por associatividade,
tem-se g o (foi)=go(foj).

Uma vez que g € um monomorfismo, segue que f oj = f o,

Por altimo, atendendo a que f € um monomorfismo tem-se | = j.
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Demonstracao.

(3) Suponhamos que g o f € um monomorfismo.

Pretendemos mostrar que, para quaisquer i : D — Aej: D — A, se
foi=foj, entdo i =j.

De facto, se f oi =f oj, entdo go(foi)=go(foj).

Por conseguinte, (gof)oi=(gof)ojeatendendo a que gof éum
monomorfismo vem que i = j. O
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Definicao
Sejam C uma categoria. Um morfismo f : A — B de C diz-se um
bimorfismo se é simultanemente um monomorfismo e um epimorfismo.
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Definicao

Sejam C uma categoria e f : A — B um morfismo de C. Diz-se que:

- f é invertivel a direita se existe um morfismo g : B — A de C tal
que f o g = idg; neste caso, o morfismo g diz-se um um inverso
direito de f.

- f é invertivel a esquerda se existe um morfismo g : B — A de C
tal que g o f = ida; neste caso, o morfismo g diz-se um um inverso
esquerdo de f .
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Sejam C uma categoriae f : A— B e g: B — A morfismos de C.
Entdo f : B — Ae g: A— B sdo morfismos de C°P.
Assim, se gof =iday em C, tem-se f o g = ida em C°P.

Por conseguinte, os conceitos de inverso direito e inverso esquerdo sdo
duais.
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Proposicdao

Sejam f : A — B e g : B — C morfsmos numa categoria C.

(1) Para todo A € Obj(C), ida € invertivel a direita e a esquerda.

(2) Se f e g sdo invertiveis a direita (respetivamente, esquerda), entdo
gof éinvertivel 4 direita (respetivamente, esquerda).

(3) Se gof éinvertivel 3 direita (respetivamente, esquerda), entdo g é
invertivel a direita (respetivamente, f é invertivel 3 esquerda).
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Observe-se que existem morfismos que podem n3o ter qualquer inverso
esquerdo.

Na categoria Set, a funcdo f : {0, 1} — {1} definida por

ndo tem inverso esquerdo.
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Verifica-se também que um mesmo morfismo pode ter mais do que um

inverso esquerdo.

Se consideramos na categoria Set a funcdo

f:{0,1} — {0,1,2}

0 — 0
1 = 1
entdo as funcdes
g:{0,1,2} — {0,1} h:{0,1,2} — {0,1}
0 — 0 0 — 0
1 — 1 1 — 1
2 — 0 2 — 1

sdo inversos esquerdos de f.
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Proposicdao
Na categoria Set, todo o monomorfismo com dominio ndo vazio é
invertivel a esquerda e todo o epimorfismo é invertivel a direita.

Demonstracao

Seja f : A — B um monomorfismo com dominio ndo vazio.
Entdo A # 0 e f & injetiva.

Por conseguinte, é possivel definir uma funcdo g : B — A, da seguinte
forma: g(f(a)) = a, para todo a € A e g(b) = ao, se b & f(A), com ag
elemento fixo em A.

A funcdo g é um inverso esquerdo de f.
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Demonstracao.

Se f : A— B é um epimorfismo, entdo f é sobrejetiva.

Neste caso, pode definir-se uma funcdo h: B — A da seguinte forma:
para todo b € B, h(b) = a, onde a é um elemento fixo em A tal que
f(a) = b.

Esta funcdo h & um inverso direito de f. Note-se que se f ndo é injetiva,

este inverso ndo é anico.

O
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O resultado anterior n3o é, porém, valido em geral, ou seja, nem todo o
monomorfismo & um morfismo invertivel & esquerda e nem todo o
epimorfismo é invertivel a direita.

Por exemplo, na categoria 2, o Gnico morfismo de um objeto no outro é
um epimorfismo e um monomorfismo, mas n3o tem nem inverso direito
nem inverso esquerdo.
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Proposicdao

Seja f : A — B um morfismo numa categoria C.

(1) Sef é invertivel a esquerda, entdo f é um monomorfismo.

(2) Sef é invertivel a direita, entdo f é um epimorfismo.
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Proposicao
Seja f : A — B um morfismo numa categoria C. Seg: B — A é um
inverso direito de f e h: B — A é um inverso esquerdo de f, entdo

g=h.

Demonstracao.

Seja f : A — B um morfismo em C tal que g : B — A & um inverso
direito de f e h: B — A & um inverso esquerdo de f. Entdo

g=idaog=(hof)og=ho(fog)=hoidg=h.
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Definicao

Um morfismo f : A — B de uma categoria C diz-se um isomorfismo ou
um morfismo invertivel se é simultaneamente invertivel a direita e a
esquerda. Um isomorfismo f de A em B é usualmente representado por
f:A— B.

Exemplo

(1) Na categoria Set, os isomorfismos sdo exatamente as funcées
bijetivas.

(2) Na categoria Grp, os isomorfismos sdo os homomorfismos de grupo
bijetivos.
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Proposicdao

Seja C uma categoria.

(1) Para todo A € Obj(C), ida é um isomorfismo.

(2) Sef: A — B éum isomorfismo, entdo existe um tnico morfismo
g:B— Atalquegof =idyefog=idg.
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Definicao

Seja f : A — B um isomorfismo numa categoria C. Designa-se por
inverso de f, e representa-se por f 1, o dnico morfismo f~!: B — A tal
queflof=idgefofl=idg.

Proposicao

Se f : A— B é um isomorfismo numa categoria C, entido f1:B= A

também é um isomorfismo.

63



Teoria de Categorias

Caso exista um isomorfismo de um objeto A num objeto B também
existe um isomorfismo de B em A.

Assim, caso exista um isomorfismo de um objeto A num objeto B diz-se
apenas que os objetos A e B sdo isomorfos e escreve-se A = B.

Proposicdao

Sejam f : A — B e g : B — C isomorfismos numa categoria C. Ent3o

g o f éum isomorfismo e o seu inverso é f 1 og 1.
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Proposicdao

Seja f : A — B um morfismo numa categoria C.

Se f é um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo) e é invertivel a
direita (respetivamente, invertivel 4 esquerda), entdo f é um isomorfismo.
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Demonstracao.

Seja f : A — B um monomorfismo invertivel a direita.

Entdo existe g : B — A tal que f o g = idp.

Logo (fog)of =idgof =f,donde fo(gof)="foida.

Por conseguinte, atendendo a que f é um monomorfismo, tem-se

gOf:idA.

Assim, g é simultaneamente um inverso direito e um inverso esquerdo de
f e, portanto, f € um isomorfismo. O
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Observe-se que todo o isomorfismo é um bimorfismo.
Contudo, um bimorfismo ndo é necessariamente um isomorfismo.

Na categoria Mon é possivel encontrar bimorfismos que nio sdo
isomorfismos. De facto, (Ng, +,0) e (Z, +, 0) sdo objetos desta categoria
e a funcdo i : Ny — Z, que a cada inteiro ndo negativo z associa o
respetivo inteiro z, no é invertivel, mas € um monomorfismo e um

epimorfismo.
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Definicao
Uma categoria C diz-se equilibrada se todo o bimorfismo é um

isomorfismo.

Exemplo
A categoria Set é equilibrada, mas a categoria Mon ngo é.
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Objetos iniciais, objetos terminais

Nesta seccdo consideram-se caracterizacdes abstratas do conjunto vazio e
dos conjuntos singulares da categoria Set e de outros objetos
estruturalmente similares existentes em outras categorias.

Definicao
Seja C uma categoria.
- Um objeto I de C diz-se um objeto inicial se, para qualquer objeto
X de C, existe um, e um s6, morfismo I — X.

- Um objeto T de C diz-se um objeto terminal se, para qualquer
objeto X de C, existe um, e um s6, morfismo X — T.
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Exemplo

(1) Na categoria Set, o conjunto vazio é um objeto inicial e qualquer
conjunto singular {x} é um objeto terminal. Note-se que a categoria Set
tem um Gnico objeto inicial e tem vdrios objetos terminais.

(2) Na categoria Grp, um grupo trivial é um objeto inicial e terminal.

(3) Na categoria Poset, qualquer c.p.o. ({x} {(x,x)}) é um objeto
terminal.
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Exemplo

(4) Considerando o c.p.o. (Ny, <) como uma categoria, o inteiro zero é o
(nico objeto inicial e ndo existem objetos terminais. O c.p.o. (Z,<) ndo
tem objetos iniciais nem objetos terminais.

(5) Um c.p.o., encarado como uma categoria, tem objeto inicial se e s6
se tem elemento minimo e tem objeto terminal se e s6 se tem elemento

maximo.
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Os exemplos anteriores permitem perceber que certas categorias ndo tém
qualquer objeto inicial nem qualquer objeto terminal e que em outros
casos a mesma categoria pode ter varios objetos iniciais ou varios objetos
terminais. Caso uma determinada uma categoria tenha mais do que um
objeto inicial (respetivamente, terminal) prova-se que este é nico a
menos de isomorfismo.

Proposicao

Os objetos iniciais (respetivamente, terminais) de uma categoria C, caso
existam, s3o (nicos a menos de isomorfismo. Reciprocamente, se I é um
objeto inicial (respetivamente, terminal) e I = J, entdo J é um objeto
inicial (respetivamente, terminal).
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Demonstracao.
Se I e J sdo objetos iniciais numa categoria C, entdo existem morfismos
tnicosf: I —-Jeg:J— 1.

Por conseguinte, g o f € um morfismo de I em I.
Outro morfismo de I em I é o morfismo identidade idy.

Mas, atendendo a que I é um objeto inicial, existe um Gnico morfismo de
Iem I;logo gof =id;.

De modo analogo tem-se f o g = id;. Logo g é inverso direito e inverso
esquerdo de f e, portanto, f & um isomorfismo.

Assim, I = J.
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Demonstracao.

Reciprocamente, sejam I e J objetos de C tais que I é um objeto inicial e
I>J

Ent&o existe um isomorfismo i : I — J e, para cada objeto X de C, existe
um Gnico morfismo f : I — X.

Logo existe um morfismo f o i~! : J — X e prova-se que este é o (nico
C-morfismo de J em X.

De facto, se g : J — X & um morfismo em C, tem-se goi: I — X e, por
conseguinte, goi = f.

Logo g = foi™t
Assim, para cada objeto X de C, existe um @nico C-morfismo J — X e,

portanto, J é um objeto inicial de C.
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Nos exemplos anteriores verificou-se que um mesmo objeto pode ser
simultaneamente inicial e terminal.

Definicao

Um objecto 0 numa categoria C que seja simultaneamente inicial e
terminal diz-se um objeto zero.
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Proposicdao
Sejam C uma categoria, 0 e 0’ objetos zero e A, B objetos de C. Entdo o
diagrama
S
€A ’ ’ ¢’
A g, 0O

comuta; ie., §Boga =80 g,
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Demonstracao.
Como 0 e 0" sdo objetos zero, existe um isomorfismo entre eles. Seja
f:0— 0 esse isomorfismo. Entdo

fota=¢, e &°of=2¢F

donde
ta=flog, e EF=¢"0f

Logo
gB ofp= (EIB o f) o (f—l o §,A) _ 515 o (f o f—l) o glA _ 515 o §,A'

O
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Definicao

Sejam C uma categoria, 0 um objeto zero de C, A e B objetos de C,
é4: A — 0 o dnico morfismo de A em 0 e €8 : 0 — B o dnico morfismo
de 0 em B. Chama-se morfismo nulo de A em B ao morfismo &8 o §4.

A proposicdo anterior garante que numa categoria com objeto zero, para
quaisquer dois objetos A e B da categoria, existe um Gnico morfismo nulo
de A em B que representamos por 04 5.

78



Teoria de Categorias

Exemplo

Na categoria Grp, se H e G sio grupos, {1} é um objeto zero e o

morfismo
OH,G H — G

x = lg

é o morfismo nulo de H em G.
Proposicdao

Seja C uma categoria com objeto zero. A composta de um morfismo
nulo com qualquer outro morfismo é ainda um morfismo nulo.
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Produtos e coprodutos

As nocdes que a seguir se apresentam permitem caracterizar de forma
abstrata conceitos bem conhecidos tais como produto cartesiano de
conjuntos, produto direto de algebras e unido disjunta de conjuntos.
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Definicao

Sejam C uma categoria e Ay, Ay objetos de C. Chama-se produto de A;
e Ay a um par (P, (pj)icf1,23), onde P é um objetode Cep; : P — A e
p2 - P — A sdo C-morfismos tais que, para cada objeto S de C e para
quaisquer C-morfismos f; : S — A1 e fh : S — A, existe um d(nico
C-morfismo u:S — P tal que pyou=1fi e ppou=h,ie., tal que o
diagrama seguinte comuta

fi u f

A; P Az
P1 P2

O mortismo p; designa-se por projecao de indice i.

81



Teoria de Categorias

Exemplo

(1) Na categoria Set, o par (A1 x Az, (p1, p2)), onde A; x Ay é o produto
cartesiano dos conjuntos A; e Ay e pj : A1 X Ay — A;, i € {1,2}, éa
projecdo-i, é um produto dos objetos A; e As.

(2) Na categoria Grp, o par (G1 x Ga, (p1, p2)), onde G1 x G, é o produto

direto dos grupos G1 e G e p; : G1 x Go — G;, i € {1,2}, é a projecdo-i,
é um produto dos objetos G1 e G.
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Exemplo

(3) Considerando um conjunto parcialmente ordenado P como uma
categoria, o produto de dois elementos p,q € P é um elemento
p X q € P, juntamente com projecées

pxq<p
Ppxqg<gq

tais que, para qualquer elemento s € P, se
s<pes<q,

entdo s < p X q; ou seja, p X q é o infimo de {p, q}.
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Proposicdao
O produto de dois objetos de uma categoria é (nico a menos de
isomorfismo.

Demonstracao.

Sejam C uma categoria, Ay, Ay objetos de C e (P, (p;)ief1,23) €
(Q. (gi)icf1,23) produtos de A; e As;.

Entdo, uma vez que Q é um produto de A; e A, existe um (nico
morfismo i : P — Q tal que g1oi=p1 e groi= ps.

De forma analoga, como P é um produto de A; e A,, existe um (nico
morfismo j: Q@ — P tal que pyoj=q1 € proj = qo.
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Demonstracao.

P
p1 b2
i
A A
! q1 @ q2 2
J
P1 P2
P

Assim, pyojoi=p;eprojoi=py Mas, atendendo a que
p1oidp = p1 e po oidp = py, resulta da condicdo de unicidade que
Jjoi=idp. De forma similar prova-se que i o j = idg. Logo i: P — Q é

um isomorfimo. O
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Nas condicdes da definicdo anterior, e caso exista o produto dos objetos
A; e Az, 0 objeto P é usualmente representado por A; x Ay e o morfismo
u, univocamente determinado pelos morfismos f1, f,, é representado por
< f, b >.

Definicao

Sejam C uma categoria e (A;)ic; uma familia de objetos de C. Chama-se
produto de (A;)icr a um par (P, (pj)ic1), onde P é um objeto de C e
pi: P — A;, i € I, sdo C-morfismos tais que, para cada S € Obj(C) e
para cada familia {f; : S — A;}ic1 de C-morfismos, existe um dnico
C-morfismo u : S — P tal que p; o u = f;, para todo i € I.
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Nas condicdes da definicdo anterior, se |I| = n, n € Ny, o produto
(P, (pi)icr) diz-se n-ario; em particular, se |[I| =0,1,2 ou 3 o produto
diz-se nulario, unario, binario ou ternario, respetivamente.

Observe-se que os produtos nularios de uma categoria coincidem
com os objetos terminais.

De facto, se (P, (pi)icg) € um produto de uma familia (A;);cp de objetos
de uma categoria C, entdo P é um objeto de C tal que, para qualquer
objeto S de C, existe um anico morfismo v : S — P. Reciprocamente, se
P & um objeto terminal, entdo (P, (pi)icp) € um produto nulario.

Os produtos unarios existem para qualquer objeto A de uma
categoria C; com efeito, (A, (ida)) € um produto de (A).
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Definicao

Se C é uma categoria em que toda a familia finita de objetos tem
produto, diz-se que C tem produtos finitos. Se C é uma categoria em
que toda a familia de objetos tem produto, diz-se que C tem produtos.
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Dualmente, define-se o coproduto de dois objetos de uma categoria C.

Definicao

Sejam C uma categoria e Ay, A, objetos de C. Chama-se coproduto de
A1 e Ay a um par (Q, (ij)jeq1,23), onde Q é um objeto de C e

ih:Ar = Qeh: A — Q sdo C-morfismos tais que, para cada

Z € 0bj(C) e para quaisquer C-morfismos g1 : A1 > Z ego : Ay — Z,
existe um tnico morfismov : Q — Z tal que voiy = g1 e voir = g,
i.e., tal que o diagrama seguinte comuta

Z
81 v 82

A Q—"A

i I

O morfismo i; designa-se por injecdo de indice j.
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Proposicdao
O coproduto de dois objetos de uma categoria é (inico a menos de
isomorfismo.

Caso exista o coproduto (Q, (ij)jeq1,2;) de dois objetos A; e A, de uma
categoria C, o objeto @ é usualmente representado por A; + Ay e o
morfismo v, referido na definicdo anterior e univocamente determinado
pelos morfismos g1 e g», € representado por [g1, g2].
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Exemplo

(1) Na categoria Set, o coproduto de dois conjuntos Ay e A, corresponde
a sua unido disjunta, onde A1 + Ax pode ser definido, por exemplo, por

A1+A2:{(a,1):aEAl}U{(a,2)|a€A2}

e cujas funcées injecdo sdo naturalmente definidas por

il(a) (a 1) e 12( ) (3,2).
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Exemplo

Dadas funcdes g1 e g» nas condicées descritas no diagrama seguinte

81 (g1, &2] &2

A1

AL+ Ax

I I

Az

define-se
gi(x)sed =1

(g1, 82](x,6) = { g(x) sed =2

Ento, se h: Ay + Ay — Z é uma funcdo tal que hoiy, = g1 e ho b = g,
tem-se h(x, ) = [g1, &](x. ), para qualquer (x,6) € A1 + As.
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Exemplo

(2) Considerando um conjunto parcialmente ordenado P como uma
categoria, o coproduto de dois elementos p, q € P é um elemento
p+ q € P, juntamente com injecées

p<p+gq
g<p+q

tais que, para qualquer elemento z € P, se
p<zeq<z

entdo p+ q < z; ou seja, p + q é o supremo de {p, q}.
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Definicao

Sejam C uma categoria e (A;j)jcs uma familia de objetos de C. Chama-se
coproduto de (A;j)jc; a um par (Q; (ij)jcs), onde Q@ é um objeto de C e
ij - Aj = Q, j € J, sdo C-morfismos tais que, para cada Z € Obj(C) e
para cada familia {gj : Aj = Z}jc, de C-morfismos, existe um (nico
C-morfismo v : Q = Z tal que v o i; = gj, para todo j € J.
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Um coproduto (Q, (g;)ics) diz-se n-ario se |J| = n, n € Ny; se
|J] =0,1,2 ou 3 o coproduto diz-se nulario, unario, binario ou
ternario, respetivamente.

Os coprodutos nularios de uma categoria coincidem com os objetos
iniciais e os coprodutos unarios existem para qualquer objeto A de
uma categoria C.

Definicao

Se C é uma categoria em que toda a familia finita de objetos tem
coproduto diz-se que C tem coprodutos finitos. Se C é uma categoria
em que toda a familia de objetos tem coproduto diz-se que C tem
coprodutos.
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Igualizadores e coigualizadores

A nocdo de igualizador generaliza conceitos tais como o de kernel de
um homomorfismo de grupo e a nocdo de coigualizador generaliza o
conceito de conjunto quociente por uma relacdo de equivaléncia.
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Definicao
Sejam C uma categoria e f, g : A — B morfismos de C. Um par (I, 1),
onde I é um objetode C ei: I — A é um C-morfismo, diz-se um

igualizador de f e g se:
(i) foi=goi;
(ii) para qualquer morfismo i' - I' — A tal que f oi' = g o', existe um
anico morfismo u : I' — I tal que iou =1
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Definicao

Sejam C uma categoria, I um objeto de C e i : I — A um morfismo em
C. Diz-se que (I,i) é um igualizador em C se existem morfismos
f:A— Beg:A— B tais que (I,i) é um igualizador de f e g.

Diz-se que a categoria C tem igualizadores se para qualquer par de
C-morfismos f, g : A — B existe um igualizador.

Exemplo

(1) Na categoria Set, sejam f, g : A — B funcées e seja

I={acA:f(a)=g(a)}
Entdo o par (I,i), onde i é a funco inclusdo de I em A

i:I = A
.
é um igualizador de f e g.
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Exemplo
(2) Na categoria Grp, sejam G = (Gy1;-, 71, 16,) e Go = (G2; -, 71, 1)
grupos, f : G1 — G, um homomorfismo de grupos, ¢ : G1 — G, o
homomortismo trivial (i.e., o homomorfismo que a cada elemento de Gy
associa o elemento neutro de G) e seja
I={x€Gy:f(x)=¢(x)=1g,}. Entdo o par (I,i), onde i é a funcio
inclusdo de I em Gy

il — G1

x = x

é um igualizador de f e ¢.
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Proposicdao
Sejam C uma categoria, A e I objetos de C e i : I — A um C-morfismo.
Se (I,i) é um igualizador em C, entdo i é um monomorfismo.
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Demonstracao

Seja (I,i:I — A) um igualizador em C. Ent&o existem C-morfismos
f:A— Beg:A— Btais que (I,i) € um igualizador de f e g.

Pretendemos mostrar que i € um monomorfismo, ou seja, que para
quaisquer C-morfismos k :C - Teh:C — I,

iok=ioh= k=h

De facto, se k : C — Ae h: C — A sdao C-morfismos tais que
iok=1ioheseconsiderarmosz=jok=1ioh
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Demonstracao.

tem-se
foz:fo(iok):(foi)ok:(goi)ok:go(iok):goz_

Mas (I, i) é um igualizador de f e g e, por conseguinte, existe um nico
morfismo v : C — I tal que iou = z. Entdo, comoiok=ioh=1z
resulta que k = h = u. O
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Proposicao

Sejam C uma categoria, A e I objetos de C e i : I — A um C-morfismo.
Se (I,i) é um igualizador em C e i é um epimorfismo, entdo i é um
isomorfismo.

Demonstracao

Sejam (I,i:I — A) um igualizadoremCef:A— Beg:A— B
morfismos dos quais (I, i) € um igualizador. Entdo foji=goi. Seié
um epimorfismo segue que f = g, donde f oidy = g o ida.
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Demonstracao.

Atendendo a que (I,7) & um igualizador de f e g, existe um Gnico
morfismo v : A — I tal que i o u = ida, donde resulta que
jouoi=idaoi=1i=1ioid;. Entdo, como todo o igualizador é um
monomorfismo, segue que u o/ = idy. Logo u é um inverso direito e um
inverso esquerdo de i e, portanto, i € um isomorfismo. O
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Proposicao

Sejam f : A — B e g: A— B morfismos de uma categoria C. Se
(I,i:I—=A)e(I''i": I' = A) sdo igualizadores de f e g, entdo I e I
sdo isomorfos.
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Definicao

Sejam C uma categoria com objeto zero 0, N um objeto de C e

f : A— B um C-morfismo. Diz-se que N é um niicleo de f (ou um
kernel de f) se existe algum C-morfismo i : N — A tal que (N, i) é um
igualizador de f e 04 5.

Da definicdo anterior resulta imediatamente que dois nacleos de um
morfismo f : A — B sdo isomorfos. O nucleo de f (kernel de f) é&,
usualmente, representado por Nucf (ou kerf).
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Proposicdao
Se f: A— B é um monomorfismo numa categoria com objeto zero 0,
entdo Nucf = 0.
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Definicao

Sejam C uma categoria e f, g : A — B morfismos de C. Um par (K, k),
onde K é um objeto de C e k : B — K é um C-morfismo, diz-se um
coigualizador de f e g se:

(i) kof =kog;
(ii) para qualquer C-morfismo k' : B — K' tal que k' o f = k' o g, existe
um dnico morfismo v : K — K' tal que vo k = k'.

f k
B K

A

g
k' v
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Definicao

Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k : B — K um morfismo
em C. Diz-se que (K, k) é um coigualizador em C se existem morfismos
f:A— Beg:A— B tais que (K, k) é um coigualizador de f e g.
Diz-se que a categoria C tem coigualizadores se para qualquer par de
C-morfismos f, g : A — B existe um coigualizador.

Sendo o conceito de coigualizador dual da nocdo de igualizador, sdo
imediatos os resultados seguintes.
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Proposicdao
Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k : B — K um morfismo
em C. Se (K, k) é um coigualizador em C, entdo k é um epimorfismo.

Proposicao

Sejam C uma categoria, K um objeto de C e k : B — K um morfismo
em C. Se (K, k) é um coigualizador em C e k é um monomorfismo,
entdo k é um isomorfismo.
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Proposicao

Sejam f : A — B e g: A— B morfismos de uma categoria C. Se

(K, k:B— K) e(K',k' : B— K') sdo coigualizadores de f e g, entdo
K e K’ sdo isomorfos.
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Definicao

Sejam C uma categoria com objeto zero 0, K um objeto de C e

f: A— B um morfismo de C. Diz-se que K é um conicleo de f (ou um
cokernel de f) se existe um C-morfismo k : B — K tal que (K, k) é um
coigualizador de f e 04 g.

O conceito de conicleo é dual do conceito de nicleo, pelo que os
resultados estabelecidos para niicleos podem ser dualizados para
conucleos.
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Produto fibrado e soma amalgamada

O conceito de produto fibrado, frequentemente utilizado em matematica,
generaliza conceitos tais como o de intersecdo e de imagem inversa. A
no¢do de soma amalgada é a nocdo dual de produto fibrado.
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Definicao

Sejam C uma categoriae f : A — C e g : B — C morfismos de C.
Chama-se produto fibrado de (f, g) (ou pullback de (f,g)) a um par
(P.(f'.g'"), onde P é um objeto de Cef' : P — Aeg': P — B sdo
morfismos de C tais que

(i) fof' =gog, ie., tais que o diagrama seguinte comuta

!

g

P B

! g
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Definicao

(ii) para quaisquer morfismos i : X — A ej: X — B tais que
foi= goyj, existe um Gnico morfismo k : X — P tal que i = f' o k
ej=gok.

X
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Se (P, (f', g')) € um produto fibrado de (f, g), o diagrama apresentado
na alinea (i) da definicdo anterior diz-se um quadrado de produto
fibrado ou quadrado cartesiano.

Diz-se que uma categoria C tem produtos fibrados se existe produto
fibrado para qualquer par de morfismos que tenham o mesmo codominio.
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Proposicao

Sejam C uma categoriae f : A — C e g : B — C morfismos de C. Se
(0,(f",g") e (Q,(f",g")) sdo produtos fribrados de (f, g), entdo O e @
sdo isomorfos.
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Exemplo

(1) Na categoria Set, sejam A, B, C conjuntosef:A—Ceg:B— C
funcées. Entdo o produto fibrado de (f,g) é o par (P, (f’,g')), onde

P={(ab)|ac A be B, f(a)=g(b)}

ef':P— Aeg': P — B s3o as funcdes definidas, para todo
(a,b) € P, por
f'(a,b) = aeg'(a b)=b.
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Exemplo

(2) Nas condicées do exemplo anterior se consideramos que A,B C C e
que f e g sdo, respetivamente, as funcées incluso iy : A — C e

b : B — C, tem-se

P = {(a,b)|ac A be B,f(a)=g(b)}
{(a,b)|a€ A be B, i(a) = ir(b)}
{(a,b)|a€e A be B,a=b}

e, portanto, P = AN B.
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Exemplo

(3) Se em (1) tomarmos B = C e g = idg, entdo

P = {(ac)laeAceC f(a)=g(c)}
{(a.c)]ae A ceC f(a)=c)}
{a€ A|3ceC f(a)=c}

f~(C).

R

120



Teoria de Categorias

Proposicdao

Sejam C uma categoria e

J
A X
! g
Xl f Y

um quadrado cartesiano. Se f é um monomorfismo, entdo j também o é.
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Demostracao

Suponhamos que u, v : B — A sdo dois morfismos de C tais que

jou=jov. Entdo

fo(iou) =(foi)o
=(go )Ou
=go(jou)
=go(jov)
=(go )OV
=(foi)o
=fo (/ov)

e, uma vez que f é monomorfismo, vem que iou =iov.
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Demonstracao.

Assim, o diagrama

jou=jov

jou=iov A ; X2
J
! g
Xl f Y
é comutativo, o que implica u = v. Logo j € um monomorfismo. O
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Proposicdao
Sejam C uma categoria e f : A — B um C-morfismo. Ent3o as
afirmacdes seguintes sdo equivalentes:

(1) £ é um monomorfismo.

(2) O diagrama A ida A
ida ‘f
A f B

é um quadrado cartesiano.

(3) Existe um objeto X e um morfismo g : X — A tal que o diagrama

3 g
seguinte X A
g f
ATF

é um quadrado cartesiano.
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Definicao

Sejam C uma categoriae f : C — A e g: C — B morfismos de C.
Chama-se soma amalgamada de (f, g) (ou pushout de (f, g)) a um par
(5.(f'.g"), onde S é um objetode Cef':A—Seg':B — S sdo
morfismos de C tais que

(iy f'of =g’ og, ie, tais que o diagrama seguinte comuta
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Definicao

(ii) para quaisquer morfismosi: B — X e j: A — X tais que
jog =jof, existe um dnico morfismo k : S — X tal quei = ko g’
ej=kof'.

f
A
g f!
gl
— . j
\
X

C
B
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Se C é uma categoria tal que existe soma amalgamada para qualquer par
de morfismos que tenham o mesmo dominio, diz-se que a categoria C
tem somas amalgamadas.

Os duais de todos os resultados estudados para produtos fibrados sdo
validos para somas amalgamadas.
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Limites e colimites

Nas seccdes anteriores definiram-se os conceitos de objeto terminal,
produto e igualizador, sendo possivel perceber semelhancas nas definices
apresentadas. O conceito de limite generaliza o que ha de comum nestas
nocdes, pelo que objetos terminais, produtos e igualizadores ndo sdo mais
do que exemplos de limites. Dualmente define-se colimite, que tem os
objetos inicias, os coprodutos e os coigualizadores como exemplos.
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Definicao

Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;)icr a familia de
objetos de D. Um D-cone ou cone do diagrama D é um par

(C; (fi : € = Di)ic1), onde C é um objeto de C e (f; : C — Dj)jcr é uma
familia de C-morfismos, tal que, para cada C-morfismo g : Dj — Dy
existente em D, o diagrama

Dj Dy

<hH
~h

C

comuta, i.e., g o f; = fi. Ao objeto C di-se a designacdo de vértice do
cone.
129



Teoria de Categorias

Note-se que podem existir diversos cones, com vértices distintos, para um
mesmo diagrama D.
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Definicao

Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;)icr a familia de
objetos de D. Um cone (L; (A : L — Dj)ier) do diagrama D diz-se um
D-cone limite ou um limite do diagrama D se, para qualquer outro
D-cone (C; (f; : C — Dj)ic1), existe um dnico morfismo u : C — L tal
que, para cada i € I, A\jou = f;, i.e., tal que cada tridngulo de vértices
C, L e D; comuta:

C

Ak Al

Dy D,
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Exemplo
(1) Sejam A e B dois objetos de uma categoria C e seja D um diagrama
em C formado apenas por dois objetos A e B

A B

Ent3do um D-cone é um par (C; (f,g)), onde C é um objeto de C e
f:C— Aeg:C — B sido C-morfismos.

A_f ¢ & . B

Assim, um D-cone limite, caso exista, é um produto de A e B.
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Exemplo

(2) Seja D um diagrama sem objetos e sem morfismos.

Entdo um cone para o diagrama D numa categoria C é qualquer par
(C,()), onde C é um objeto de C.

Por conseguinte, um D-cone limite é um par (L, (), onde L é um objeto
de C tal que, para qualquer outro D-cone (C,{}) de C, existe um dnico
morfismo u: C — L, i.e., L é um objeto terminal.
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Exemplo
(3) Seja D o diagrama

AT g
com trés objetos e dois morfismos. Um D-cone é um par (P'; (f',g', h'"))
onde P' é um objetodeCef' :P—B,g':P—Aeh :P— C sdo
C-morfismos tais que o diagrama seguinte comuta
f‘/
P — B

N

A > C

g

!

g f

ie., taisquefof =h =gog'
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Exemplo

Se (P',(f',g'.h')) é um D-cone limite, entdo para qualquer outro
D-cone (P",(f", g", h")) existe um dnico morfismo u : P" — P' tal que
f"=Ffou g'=goueh”=~Hnou. Assim (P, (f, g')) éum produto
fibrado de (f, g).
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Proposicao

Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;);cy a familia de
objetos de D. Um D-cone limite é Gnico a menos de isomorfismo, i.e., se
(L;(Xi : L — Di)ier) e (L"; (N : L" — Dj)ier) sdo D-cones limite, entdo
existe um isomorfismo i : L — L'
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Definicao

Diz-se que uma categoria C tem limites (respetivamente, limites finitos)
se todo o diagrama (respetivamente diagrama finito) D admite D-cone
limite.
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Proposicao

Seja C uma categoria. Entdo sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:

(1) C tem limites finitos.
(2) C tem produtos finitos e igualizadores.

(3) C tem um objeto terminal e produtos fibrados.
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Definicao

Sejam C uma categoria, D um diagrama em C e (D;);cy a familia de
objetos de D. Um cocone do diagrama D é um par

(C; (fi : Di = C)jer), onde C é um objeto de C e (f; : Di — C)jcr é uma
familia de C-morfismos, tal que, para cada morfismo g : Dj — Dy
existente em D, o diagrama

D; Dy

<h
~h

comuta, ie., frog = f;.
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Definicao

Um cocone (L; (i : Di — L)ijer) de um diagrama D numa categoria C
diz-se um colimite do diagrama D se, para qualquer outro cocone

(C; (fi : Di = C)ier), existe um dnico morfismo u: L — C tal que, para
cada i € I, o diagrama

comuta, i.e., tal que uo \; = f;.
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Funtores

No inicio deste capitulo foram apresentados varios exemplos de
dominios matematicos formulados como categorias. Entdo, atendendo a
que as categorias constituem elas prépias um dominio matematico, é
natural questionar se existem categorias de categorias. De facto, como se
ird verificar mais a frente, tais categorias existem: os objetos destas
categorias sdo categorias e os morfismos, designados por funtores, s3o
correspondéncias entre categorias que preservam a sua estrutura.
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Definicao

Sejam C e D categorias. Um funtor (ou funtor covariante) F de C em
D é uma correspondéncia que a cada objeto A de C associa um (nico
objeto F(A) de D, a cada C-morfismo f : A — B associa um dnico
D-morfismo F(f) : F(A) — F(B) e tal que as seguintes condices so
satisfeitas:

(F1) para qualquer objeto A de C, F(ida) = idr(a);

(F2) F(gof)= F(g)o F(f), para quaisquer C-morfismos f : A — B e
g:B—C.

Se F é um funtor de C em D escrevemos F : C — D.
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Definicdo

Sejam C e D categorias. Um cofuntor (ou funtor contravariante) F de
C em D é uma correspondéncia que a cada objeto A de C associa um
tnico objeto F(A) de D, a cada C-morfismo f : A — B associa um tnico
D-morfismo F(f) : F(B) — F(A) e tal que as seguintes condices sio
satisfeitas:

(CF1) para qualquer objeto A de C, F(ida) = idr(a);

(CF2) F(gof)=F(f)oF(g), para quaisquer C-morfismos f : A — B e
g:B—C.
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Exemplo

(1) Seja C uma categoria. A correpondéncia Idc de C em C, que a cada
objeto A de C associa o objeto Idc(A) = A e a cada C-morfismo f
associa o morfismo Idc(f) = f, é um funtor de C em C, ao qual se da a
designacdo de funtor identidade em C e que se representa por

Idc:C —C.
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Exemplo

(2) Sejam C uma categoria e C' uma subcategoria de C. A
correspondéncia | de C' em C, que a cada objeto A de C' faz corresponder
o0 objeto A de C e a cada morfismo f de C' associa o morfismo f de C,
define um functor de C' em C, que se designa por funtor incluséo.

145



Teoria de Categorias

Exemplo

(3) A correspondéncia E da categoria Mon na categoria Set, que a cada
mondide (M;-M, 1) da categoria Mon associa o conjunto M

da categoria Set e que a cada homomorfismo de mondides

fo(M;-M; 1) — (N;-N,1y) associa a funcdo f : M — N, é um funtor
da categoria Mon na categoria Set. Este funtor é um exemplo de
funtores designados por funtores esquecimento.

(4) Considerando mondides M e N como categorias, qualquer
homomorfismo de mondides f : M — N é um funtor de M em N.
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Exemplo

(5) Sejam Py = (P1,<1) e P, = (P2, <3) c.p.o.’s. Considerando Py e P,
como categorias, tem-se Mor(P1) =<; e Mor(P,) =<,. Se F é um
funtor de P1 em P, ent3o a cada P1-morfismo de a em b é associado
um Py-morfismo de F(a) em F(b), i.e.,

a<ib= F(a) <2 F(b)

Por conseguinte, F é uma aplicacdo isétona de P, em P.
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Exemplo

(6) Sejam C uma categoria e C°P a sua categoria dual. A correspondéncia
D, que a todo o objeto A em C associa o objeto A em C°P e que a cada
C-morfismo f : A — B associa o C°P-morfismo f : B — A, define um
cofunctor D : C — C°P, que se designa por cofuntor dualidade. De
forma analoga define-se o cofuntor dualidade D°P : C°P — C.
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Exemplo

(7) Considere-se, na categoria Set, a correspondéncia P que:

- a cada conjunto A faz corresponder o seu conjunto poténcia P(A);

- a cada aplicacdo f : A — B associa a aplicacdo
P(f) : P(B) — P(A) definida por

P(f)(B')=f—(B)={ac A|f(a)e B'}, VB'CB.

Facilmente se verifica que P : Set — Set é um cofuntor.
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Definicao

Sejam C, D e E categorias. Dados um funtor ou cofuntor F: C — D e
um funtor ou cofuntor G : D — E, chama-se composicdo de F com G,
e representa-se por GF, a correspondéncia que a cada objeto A de C
associa o objeto GF(A) = G[F(A)] de E e a cada morfismo f de C
associa o morfismo GF(f) = G[F(f)] de E.
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Proposicao
Sejam A, B, C e D categoriase F:A—-B, G:B—-CeH:C—D
funtores ou cofuntores. Ent3o,

(1) Se F e G sdo ambos funtores ou ambos cofuntores, GF é um funtor.
Caso contrario, GF é um cofuntor.

(2) H(GF) = (HG)F.
(3) FIda=F = IdgF.

Atendendo a propriedade associativa dos funtores podemos escrever, sem
ambiguidade, HGF para representar quer H(GF) quer (HG)F.
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Definicao

Sejam A, B e C categoriase F: A — B, G: B — C funtores ou

cofuntores.

(1) Se F e G sdo ambos funtores ou ambos cofuntores, ao funtor GF
da-se a designacdo de funtor composicao.

(2) Se F é um funtor (respetivamente, cofuntor) e G é um cofuntor
(respetivamente, funtor) ao confuntor GF da-se a designacdo de
cofuntor composicao.

Definicao
Sejam C e D categorias. Um funtor F : C — D diz-se um isomorfismo
se existe um funtor G : D — C tal que FG = Idp e GF = Idc.



Teoria de Categorias

Um funtor F de uma categoria C numa categoria D, associa a cada
objeto A de C a sua imagem F(A) em D e associa a cada C-morfismo
f:A— B asuaimagem F(f): F(A) — F(B). Estas imagens permitem
obter uma representacdo de C na categoria D, pelo que se coloca a
questdo de saber que propriedades de C s3o preservadas pelo funtor F.
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Comece-se por observar que a representacdo de C em D ndo é
necessariamente uma subcategoria de D. Considere-se, por exemplo, a
categoria C definida pelo diagrama

ida idg, idg, ide
C f O g
B Bs
e seja D a categoria
gl o f‘l
ida idg ide
QL () ¢
! BI CI
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Considere-se, também, a correspondéncia F de C em D tal que

- F(A)=A', F(By) = F(B,) = B', F(C) = C";
- para cada objeto X de C, F(idx) = idg(x);
- F) = Flg) =
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Facilmente se verifica que F & um funtor de C em D, no entanto, a
“imagem” de C ndo é uma subcategoria de D; note-se que a referida
“imagem”

ida idp idcr

C, () & Q

B’ ©

ndo é uma categoria, uma vez que tem os morfismos ' : A’ — B’ e
g' : B' — (', mas nd3o tem a sua composic3o.
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Definicao
Sejam C e D categorias, F : C — D um funtor e P uma propriedade a
respeito de morfismos. Diz-se que:

e [ preserva P se, para qualquer morfismo f em C, sempre que f
tem a propriedade P, o morfismo F(f) também a tem.

e F reflete P se, para qualquer morfismo f em C, sempre que F(f)
tem a propriedade P, o morfismo f também a tem.

Para abreviar, diz-se apenas que F preserva (reflete) X se F preserva
(reflete) a propriedade de ser X.
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Note-se que os funtores ndo preservam necessariamente monomorfismos e
epimorfismos. Considere-se, por exemplo, a categoria 2

fd/\C . ddB
A

B

e a categoria C definida pelo diagrama

g idA idB
C f:ngO
A B

O morfismo f & um monomorfismo na categoria 2, mas n3o & um
monomorfismo na categoria C. Por conseguinte, o funtor inclusdo de 2
em C n3o preserva monomorfismos.
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Proposicdao
Os funtores preservam inversos direitos, inversos esquerdos e
isomorfismos.

Demonstracao.

Sejam C e D categorias, F : C — D um funtor e f : A — B um morfismo
em C.

Se f & um inverso direito, entdo existe um C-morfismo g : B — A tal que
go 7= idA.

Por conseguinte, F(g o f) = F(ida), donde segue que
F(g) o F(f) = idg(ay)-

Logo F(f) é um inverso direito em D. O
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Embora os funtores preservem inversos direitos, inversos esquerdos e
isomorfismos, n3o refletem necessariamente estas propriedades.

Por exemplo, o funtor F da categoria 2 na categoria 1,

C—<) C

que associa cada objeto da categoria 2 ao objeto A’ da categoria 1 e que
associa cada morfismo da categoria 2 ao mofismo idar, ndo reflete
isomorfismos, uma vez que o morfismo ida é um isomorfismo na
categoria 1, mas o morfismo f da categoria 2 ndo é.
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Os exemplos anteriores permitem perceber que a “imagem” de uma
categoria C numa categoria D pode ndo dizer muito a respeito de C,
pelo que tem interesse estudar funtores que preservam/refletem mais
propriedades.
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Definicao

Dadas duas categorias, C e D, um functor F : C — D diz-se:

(1)

injetivo em objetos se, para quaisquer objetos A e B de C,
F(A) = F(B) = A= B;

representativo se para todo o objeto B de D, existe um objeto A
em C tal que F(A) = B;

fiel se para quaisquer C-morfismos f,g : A — B
F=F@) = =&

um mergulho se é injetivo em objetos e fiel;

pleno se, para quaisquer objetos A e B de C e para qualquer
D-morfismo g : F(A) — F(B), existe um C-morfismo f : A — B tal

que F(f) = g.
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De modo analogo, define-se cofuntor injetivo em objetos, cofuntor
fiel, cofuntor mergulho, cofuntor representativo e cofuntor pleno.
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Proposicdao
Sejam C, D categorias e F : C — D um funtor.

(1) Se F é um funtor fiel, entdo F reflete monomorfismos e
epimorfismos.

(2) Se F é um funtor fiel e pleno, entdo F reflete inversos direitos e
inversos esquerdos.
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Demonstracao

(1) Seja f : A — B um C-morfismo e suponhamos que F(f) é um
monomorfismo.

Sejam g, h: C — A morfismos de C tais que fog = f o h.
Entdo F(f o g) = F(f o h), donde F(f) o F(g) = F(f) o F(h).

Uma vez que F(f) é um monomorfismo, tem-se F(g) = F(h) e,
atendendo a que F é fiel resulta que g = h. Logo F reflete
monomorfismos.

De modo anéalogo, prova-se que F reflete epimorfismos.
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Demonstracao.
(2) Mostremos que se F é fiel e pleno, entdo F reflete inversos direitos.
Seja f : A — B um C-morfismo tal que F(f): F(A) — F(B) é um

inverso direito. Ent3o existe um D-morfismo g’ : F(B) — F(A) tal que
g oF(f)= idr(a).

Uma vez que F é pleno, existe um C-morfismo g : B — A, tal que
F(g)=¢g'.

Por conseguinte, F(g) o F(f) = idr(a), donde F(g o f) = F(ida). Entao,
atedendo a que F é fiel, vem que g o f = ida e, portanto, f € um inverso
direito.

Logo F reflete inversos direitos.

A prova de que F reflete inversos esquerdos é similar. O
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Categorias de categorias

As propriedades dos funtores sugerem o estudo de categorias cujos
objetos sdo categorias e cujos morfismos sdo funtores.
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Um quéadruplo (K, hom, id, o) onde

- K é uma classe de categorias;

- hom & uma correspondéncia que a duas categorias C e D de K
associa um conjunto de funtores de C em D;

- id & uma correspondéncia que a cada categoria C de K associa o
funtor Idc;

- o & uma correspondéncia que a cada par de funtores F : C -+ D e
G : D — E associa o funtor GF : C — E,

€ uma categoria.
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Exemplo

S&do exemplos de categorias de categorias:

(1) A categoria Mon. Ji observamos anteriormente que cada mondide
pode ser visto como uma categoria, logo Mon pode ser vista como uma
categoria de categorias.

(2) A categoria que tem como Gnico objeto uma categoria C e que tem
como Gnico morfismo o funtor Idc.

(3) A categoria cuja classe de objetos é formada por todas as categorias
finitas e cuja colecdo de morfismos é a colecdo de funtores entre estas
categorias.

(4) A categoria Cat cuja classe de objetos é formada por todas as
categorias pequenas e cuja colecdo de morfismos é formada por todos os
funtores entre categorias pequenas.
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Os casos anteriores sdo exemplos de categorias que n3o sdo
problematicos. No entanto, existem situacdes em que é necessario tomar
atencdo.

Por exemplo, definindo como categoria normal uma categoria que n3o é
um dos seus objetos, sera que existe alguma categoria que inclua todas
as categorias normais?

Serd que existe a categoria de todas as categorias?

Atendendo a que para o nosso estudo n3o ha a necessidade de considerar
uma categoria universal de categorias, limitamos o estudo de categorias
de categorias a casos em que ndo se coloquem este tipo de problemas.
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Transformacdes naturais

Os morfismos de uma categoria permitem comparar objetos e cada funtor
compara categorias. Seguidamente iremos ver como cada transformacio
natural compara funtores.
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Definicao

Sejam C e D categorias e F,G : C — D funtores. Chama-se
transformacao natural de F em G, e representa-se port : F — G, a
uma correspondéncia que associe a cada objeto C de C um D-morfismo
7c : F(C) = G(C) e tal que, para qualquer C-morfismo f : C — C', o
diagrama seguinte comuta

ie., Tcro F(f) = G(f)oTc.
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Definicao
Para cada objeto C de C, o morfismo 1¢ diz-se uma componente da
transformacao natural.

Se para cada objeto C de C, T¢ é um isomorfismo, entdo T diz-se um
isomorfismo natural e escreve-se T : F — G.
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Exemplo

(1) Sejam C e D categorias e F : C — D um funtor. A correspondéncia
que a cada objeto A de C associa o D-morfismo idpa) é uma
transformacdo natural de F em F, designada por transformacao
identidade e representada por idFr.
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Exemplo

(2) Dado um grupo G = (G;*, ~1,15), seja G°P = (G;x°P, ~1,15) 0
grupo dual de G, onde x°P é a operacdo definida por ax°P b = b * a.

Considerando a nocdo de grupo dual, pode definir-se o funtor

Op : Grp — Grp que a cada grupo G da categoria Grp associa o seu
grupo dual G°P e que a cada homomorfismo de grupos f : G — H associa
o homomorfismo de grupos f°P : G°P — H°P, definido por f°P(a) = f(a).

A correspondéncia T que a cada grupo G da categoria Grp associa o
homomorfismo 16 : IdGp(G) — Op(G), definido por 1g(g) = g !
transformacao natural do funtor Idg, no funtor Op.

, é uma
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Exemplo
(3) Seja P : Set — Set o cofuntor que:

- a cada conjunto A faz corresponder o seu conjunto poténcia P(A);
- a cada aplicacdo f : A — B associa a aplicacdo
P(f): P(B) — P(A) definida por
P(f)(B")=f"(B')={ac A|f(a) € B'}, VB'CB.

Entdo PP é um funtor e a correspondéncia T, que a cada conjunto A
associa a funcdo T : A — PP(A), definida por Ta(a) = {{a}}, para todo
a € A, é uma transformacdo natural do funtor identidade Idse; no funtor
PP.
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Proposicao

Sejam C e D categorias, F,G,H: C — D funtoreseT: F — G e

v : G — H transformacdes naturais. Ent3o, a correspondéncia que a cada
objeto C de C associa o D-morfismo (y o T)c = 7yc o Tc, é uma
transformacdo natural de F em H.
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Definicao

Sejam C e D categorias, F,G,H : C — D funtoreset: F — G e

v : G — H transformacdes naturais. Designa-se por composta de vy e T,
e representa-se por vy o T, a transformacdo natural de F em H definida na

proposicdo anterior.
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Proposicao
Sejam C e D categorias, F,G,H,L : C — D funtorese T : F — G,
n:G — Heo: H— L transformacées naturais. Entdo

(1) idgeT=TeToids =T.

(2) (Gom)oT=0o(nor).
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Proposicdao

Sejam C, D e E categorias, F:C—-D, H:E—-CeG,G':D— E
funtores e T : G — G' uma transformacdo natural. Ent3o:

(1) A correspondéncia que a cada objeto C de C associa o E-morfismo
(TF)c = Tr(c), define uma transformacao natural TF : GF — G'F.

(2) A correspondéncia que a cada objeto D de D associa o C-morfismo

(HT)p = H(7p), define uma transformacdo natural
Ht: HG — HG'.
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Proposicao
Sejam C, D e E categorias, F:C—-D, H:E—-CeG,G':D— E
funtores e T : G — G' uma transformacdo natural. Se T é um

isomorfismo natural, entdo:

- a correspondéncia que a cada objeto D de D associa o E-morfismo
(t7Y)p = (7p)~! é um isomorfismo natural de G' em G,
representado por 71 : G' = G, etem-se ToT ! = idg e
T loT=idg.

- TF é um isomorfismo natural e (TF)~! = 771F.

- HT é um isomorfismo natural e (HT)™* = HT~1.
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A composicio de transformacdes naturais é associativa; além disso, a
cada funtor F é possivel associar a transformacdo natural identidade idFr.

Assim, dadas categorias C e D, onde C é uma categoria pequena, pode
construir-se a categoria dos funtores de C em D.
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Representando por [C, D] a classe de todos os funtores de C em D, é
simples verificar que o quadruplo ([C, D], hom, id, o), onde

- hom é a correspondéncia que a dois funtores F : C — D e
G : C — D associa o conjunto de todas as transformacdes naturais
de F em G,

- id é a correspondéncia que a cada funtor F : C — D associa a
transformacdo natural idr : F — F,

- o é a correspondéncia que a cada par de transformacdes naturais
T7:F — Ge~v:G — H associa a transformacdo natural
yoT:F —=H,

€ uma categoria.
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Equivaléncia de categorias

Uma vez que existem categorias que tém bastantes propriedades em
comum sem que exista necessariamente um isomorfismo entre elas, surge
a necessidade de definir um conceito‘menos exigente’ que o de categorias
isomorfas. A nocdo de isomorfismo natural de funtores permite definir
categorias equivalentes.
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Definicao

Sejam C e D categorias. Um funtor F : C — D diz-se uma equivaléncia
se existem um funtor G : D — C e isomorfismos naturais
7:GF = Idc ey :Idp = FG.

Claramente, todo o funtor que seja um isomorfismo & uma equivaléncia.
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Sejam C e D categorias.
Se existir uma equivaléncia F : C — D, diz-se que C é equivalente a D.
Note-se que se C é equivalente a D, entdo D também é equivalente a C.

Assim, caso exista uma equivaléncia entre as categorias C e D diz-se que
as categorias C e D sdo equivalentes e escreve-se C ~ D.
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Proposicdao
Sejam C e D categorias e F : C — D um funtor. Entdo sio equivalentes

as afirmacdes seguintes:

(1) F é um funtor pleno, fiel e representativo.

(2) Existem um funtor G : D — C e isomorfismos naturais
T:GF — Idc ey : Idp — FG tais que FT = (yF)l e
Gy = (1G6)7L.
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Exemplo

(1) Seja FDV a categoria dos espacos vetoriais finitos sobre um corpo
K e seja MATk a categoria das matrizes sobre o corpo K (os objetos
desta categoria sdo os inteiros ndo negativos, hom(m, n) é o conjunto das
matrizes do tipo m x n sobre K, a composicdo de morfismos é a
multiplicacdo de matrizes).

Seja G o funtor de FDVk em MAT tal que: para cada objeto V de
FDVy, G(V) = dimV; para cada morfismo f de FDV, G(f) é a matriz
do morfismo f relativamente a bases fixas.

O funtor G ¢é fiel e pleno, uma vez que cada matriz Apxn : m — n
representa (relativamente a bases fixas) uma (nica transformacdo linear.

O funtor G também é representativo, uma vez que cada inteiro m é a
dimensdo do espaco vetorial K™.

Assim, as categorias FDV e MATy sdo equivalentes. 188
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