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Teoria de Categorias

A teoria de ategorias é um ramo da matemátia relativamente reente e

foi desenvolvido no sentido de permitir representar de forma uniforme

diferentes estruturas matemátias dos mais diversos ramos da

Matemátia. A teoria de ategorias permite identi�ar semelhanças

estruturais entre diversos objetos matemátios, que à primeira vista não

pareem estar relaionados, sendo assim possível formular oneitos de

grande generalidade e efetuar a prova de resultados om apliações nas

mais diversas áreas da matemátia, inluindo as iênias da omputação.
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Categorias

Nos tempos atuais, as teorias axiomátias desempenham um papel

importante em matemátia. Estas teorias são araterizadas por

onjuntos om uma determinada estrutura e por orrespondênias entre

estes onjuntos que preservam a sua estrutura. O oneito de ategoria

generaliza estas teorias.
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De�nição

Uma ategoria C é um quádruplo (Obj(C); hom; id; Æ), onde

- Obj(C) é uma lasse a ujos elementos se dá a designação de

objetos,

- hom é uma orrespondênia que a ada par (A;B) de objetos de C

assoia um onjunto hom(A;B) a ujos elementos hamamos

mor�smos de A em B,

- id é uma orrespondênia que a ada objeto A de C assoia um

mor�smo id
A

2 hom(A;A), designado por mor�smo identidade em

A,

- Æ é uma orrespondênia que a ada par (f ; g) de mor�smos de C

tais que f 2 hom(A;B) e g 2 hom(B; C), assoia um únio

mor�smo g Æ f 2 hom(A; C), designado omposição de f om g ,
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De�nição

e que satisfaz as seguintes ondições satisfeitas:

(C 1) para quaisquer A;B; C;D 2 Obj(C), se (A;B) 6= (C;D), então

hom(A;B) \ hom(C;D) = ;;

(C 2) (identidade) para quaisquer A;B; C 2 Obj(C) e para quaisquer

mor�smos f 2 hom(A;B) e g 2 hom(C; A),

f Æ id
A

= f e id
A

Æ g = g ;

(C 3) (assoiatividade) para quaisquer A;B; C;D 2 Obj(C) e para

quaisquer mor�smos f 2 hom(A;B), g 2 hom(B; C) e

h 2 hom(C;D),

h Æ (g Æ f ) = (h Æ g) Æ f :
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Representaremos por Mor(C) a lasse dos mor�smos de C, i.e.,

Mor(C) =
[

A;B2Obj(C)

hom(A;B):

A um elemento de Mor(C) dá-se a designação de C-mor�smo.

Dados objetos A e B de uma ategoria C, pode não existir qualquer

mor�smo de A em B ou podem existir vários.
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Observe-se que de (C 1) resulta que a ada mor�smo f de C estão

univoamente assoiados dois objetos dom(f ) e od(f ), designados

respetivamente por domínio e odomínio de f . Esrevemos

f : A! B ou A

f

�! B

para indiar que A = dom(f ) e B = od(f );
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Da de�nição anterior também é imediato que, para ada objeto A, existe

um únio mor�smo identidade. De fato, se h e id
A

são dois mor�smos

identidade de A, então

h = h Æ id
A

= id
A

:
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Exemplos de ategorias

(i) A ategoria Pfn: Obj(Pfn) é a lasse de todos os onjuntos. Se X e

Y são onjuntos, de�ne-se hom(X; Y ) omo sendo o onjunto de todas

as apliações pariais de X em Y . A omposição de mor�smos é a

omposição usual de apliações pariais. Se X é um onjunto, então id
X

é a apliação identidade em X.

(ii) A ategoria Set: Obj(Set) é a lasse de todos os onjuntos. Se X e

Y são onjuntos, de�ne-se hom(X; Y ) omo sendo o onjunto de todas

as apliações de X em Y . A omposição de mor�smos é a omposição

usual de funções. Se X é um onjunto, então id
X

é a apliação

identidade em X.
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(iii) A ategoria FinSet: Obj(FinSet) é a lasse de todos os onjuntos

�nitos. Se X e Y são onjuntos �nitos, de�ne-se hom(X; Y ) omo sendo

o onjunto de todas as apliações de X em Y . A omposição de

mor�smos é a omposição usual de funções. Se X é um onjunto, então

id
X

é a apliação identidade em X.

(iv) A ategoria Sgp: Obj(Sgp) é a lasse de todos os semigrupos.

Dados semigrupos S e U, de�ne-se hom(S; U) omo sendo o onjunto de

todos os homomor�smos de semigrupo de S em U. A omposição é a

omposição usual de homomor�smos. Se S é um semigrupo, então id
S

é

o mor�smo identidade.
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(v) A ategoria Mon: Obj(Mon) é a lasse de todos os monóides. Dados

monóides S e T , de�ne-se hom(S; T ) omo sendo o onjunto de todos os

homomor�smos de S em T . A omposição é a omposição usual de

homomor�smos. Se S é um monóide, então id
S

é o mor�smo identidade.

(vi) A ategoria Grp: Obj(Grp) é a lasse de todos os grupos. Dados

grupos G e H, de�ne-se hom(G;H) omo sendo o onjunto de todos os

homomor�smos de grupo de G em H. A omposição é a omposição

usual de homomor�smos. Se G é um grupo, então id
G

é o mor�smo

identidade.
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(vii) A ategoria Vet

K

: Obj(Vet

K

) é a lasse de todos os espaços

vetoriais sobre um orpo K. Dados espaços vetoriais U e V sobre K,

hom(U; V ) é o onjunto de todas as transformações lineares de U em V .

A omposição de mor�smos é a omposição usual de transformações

lineares. Se V é um espaço vetorial sobre K, id
V

é a transformação linear

identidade.

(viii) A ategoria Poset: Obj(Poset) é a lasse de todos os onjuntos

parialmente ordenados. Dados onjuntos parialmente ordenados P e Q,

de�ne-se hom(P;Q) omo sendo o onjunto de todas as apliações

isótonas de P em Q. A omposição de mor�smos é a omposição usual

de apliações. Dado um onjunto parialmente ordenado P , id
P

é a

apliação identidade em P .
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As ategorias anteriores são exemplos de ategorias designadas por

ategorias onretas, isto é, tratam-se de ategorias ujos objetos são

onjuntos (possivelmente om algum tipo de estrutura) e ujos mor�smos

são funções (que eventualmente preservam a estrutura do onjunto).

12



Teoria de Categorias

(ix) A ategoria 0: É a ategoria sem objetos e sem mor�smos.

(x) A ategoria 1: A ategoria que tem um únio objeto e um únio

mor�smo (o mor�smo identidade assoiado ao únio objeto da ategoria).

(xi) A ategoria 2: A ategoria que tem dois objetos, dois mor�smos

identidade e um mor�smo de um objeto no outro.

(xiii) A ategoria 3: A ategoria que tem três objetos (designemo-los por

?, � e �), três mor�smos identidade e outros três mor�smos, f : ?! �,

g : ?! � e h : � ! � tais que f = h Æ g .
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Gra�amente, as ategorias 1, 2 e 3 podem ser representadas por

?

id

?

?

�

id

?

id

�

f

?

�

�

id

?

id

�

id

�

f

g h
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(xiii) Todo o onjunto X pode ser visto omo uma ategoria Dis(X): os

objetos de Dis(X) são os elementos de X e os únios mor�smos são os

mor�smos identidade (um para ada elemento x 2 X).

(xiv) Todo o grupo G = (G; �;�1 ; 1) também pode ser enarado omo

uma ategoria: o únio objeto da ategoria é o onjunto G; os mor�smos

de G são os elementos de G, o mor�smo identidade é a identidade de G e

a omposição de mor�smos é a operação binária do grupo.
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(xv) A ategoria Rel: Obj(Rel) é a lasse de todos os onjuntos. Dados

onjuntos A e B, um mor�smo de A em B é um subonjunto de A�B e,

portanto, hom(A;B) é o onjunto de todas as relações binárias de A em

B. Dado um onjunto A, o mor�smo identidade em A é a relação

identidade em A, id
A

= f(a; a) : a 2 Ag: A omposição de mor�smos é a

omposição usual de relações binárias, isto é, dadas duas relações

binárias R � A� B e S � B � C,

S Æ R = f(a; ) 2 A� C : 9 b 2 B : (a; b) 2 R e (b; ) 2 Sg:
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Uma ategoria C diz-se:

- pequena se existe uma bijeção entre Mor(C) e algum onjunto;

- magra se para quaisquer A;B 2 Obj(C), jhom(A;B)j � 1;

- disreta se os únios mor�smos de C são os mor�smos identidade.
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Diagramas

A desrição de ertas ategorias e a prova de propriedades sobre objetos e

mor�smos de uma dada ategoria pode tornar-se extremamente

omplexa. No sentido de failitar tais desrições e a prova de

determinados argumentos a respeito de ategorias, é usual o reurso a

representações grá�as designadas por diagramas.
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Um diagrama numa ategoria C é um grafo orientado ujos vérties

representam objetos da ategoria e as arestas orientadas representam

mor�smos da mesma ategoria.

Se uma aresta representa um mor�smo om domínio A e odomínio B,

então o vértie origem e o vértie destino da aresta representam,

respetivamente, os objetos A e B.

Os vérties e as arestas do diagrama podem ser identi�ados,

respetivamente, pelos nomes dos objetos e pelos nomes dos mor�smos

aos quais estão assoiados.

Um diagrama pode ser usado para representar uma ategoria ou pode

representar apenas uma parte dos objetos e dos mor�smos que de�nem a

ategoria.
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Por exemplo, o diagrama seguinte

A B C D

id

A

id

B

id

C

id

D

f

g

h

g Æ f

h Æ (g Æ f )

h Æ g

(h Æ g) Æ f

representa uma ategoria om quatro objetos e onze mor�smos. Note-se

que, para ada objeto X 2 fA;B; C;Dg, existe um mor�smo id

X

e, para

quaisquer mor�smos s 2 hom(X; Y ) e t 2 hom(Y; Z), om

X; Y; Z 2 fA;B; C;Dg, existe um mor�smo t Æ s 2 hom(X;Z).
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A representação do diagrama de uma ategoria pode ser simpli�ada

suprimindo a representação de alguns mor�smos. Com efeito, aso se

assuma que um determinado diagrama representa uma ategoria, os

mor�smos identidade podem ser omitidos, uma vez que é garantido que

estes existem. Assim, o diagrama

?

�

f

pode ser usado para representar a ategoria 2.
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Note-se, porém, que no aso de mor�smos resultantes da omposição de

outros dois é neessário que �que laro qual o mor�smo respeitante à

omposição. Por exemplo, no aso dos diagramas seguintes

?
�

�

f

g

?
�

�

f

g h

?
�

�

f

l

g h

o primeiro diagrama não representa uma ategoria, uma vez que não há

qualquer mor�smo que possa orresponder ao mor�smo g Æ f . No aso

do segundo diagrama, aso se assuma que este representa uma ategoria,

tem se onsiderar f = h Æ g . No último aso, este diagrama não será

onsiderado a representação de uma ategoria, a não ser que se

identi�que qual dos mor�smos l ou f orresponde ao mor�smo h Æ g .
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O reurso a diagramas para estabeleer propriedades a respeito de

ategorias é bastante usual e tais propriedades são geralmente expressas

dizendo que um determinado diagrama omuta.

Dado um diagrama numa ategoria C, diz-se que o diagrama omuta

se, para qualquer par (A;B) de objetos do diagrama e para qualquer par

((f1; f2; : : : ; fn); (g1; g2; : : : ; gm)) de aminhos de A a B, em que m; n 2 N

e pelo menos um dos aminhos tem omprimento superior a 1, tem-se

f

n

Æ : : : f2 Æ f1 = g

m

Æ : : : g2 Æ g1.
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Por exemplo, quando se a�rma que o diagrama a seguir representado

omuta tal signi�a que h Æ f = k .

b

b

b

f

k

h
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No aso do diagrama seguinte

b

b

b

b

f g

lk

diz-se que este diagrama omuta se g Æ f = l Æ k .
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Construção de ategorias

De�nição

Sendo C = (Obj(C); hom
C

; idC; ÆC) e D = (Obj(D); hom
D

; idD; ÆD)

ategorias, diz-se que a ategoria C é uma subategoria de D se:

- Obj(C) � Obj(D);

- todo o mor�smo de C é um mor�smo de D;

- para qualquer C 2 Obj(C), o mor�smo idC
C

de C é o mesmo que

mor�smo idD
C

de D;

- para quaisquer C-mor�smos f : A! B e g : B ! D, o mor�smo

g Æ

C

f de C é mesmo que o mor�smo g Æ

D

f de D.
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Exemplo

(1) Set é uma subategoria de Pfn.

(2) FinSet é uma subategoria de Set.

(3) AbGrp é uma subategoria de Grp.

De�nição

Uma subategoria C = (Obj(C); hom
C

; id

C

; Æ

C) de uma ategoria

D = (Obj(D); hom
D

; id

D

; Æ

D) diz-se uma subategoria plena de D se,

para quaisquer A;B 2 Obj(C), hom
C

(A;B) = hom
D

(A;B).
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De�nição

Sejam C = (Obj(C); hom
C

; idC; ÆC) e D = (Obj(D); hom
D

; idD; ÆD)

ategorias. Designa-se por ategoria produto de C por D, e

representa-se por C�D, a ategoria de�nida do seguinte modo:

- os objetos de C�D são todos os pares (A;B), onde A é um objeto

de C e B é um objeto de D;

- os mor�smos de hom((A;B); (A0; B0)) são todos os elementos da

forma (f ; g) : (A;B) ! (A0; B0), onde f : A! A

0

é um mor�smo de

C e g : B ! B

0

é um mor�smo de D;

- para ada objeto (A;B) de C�D, o mor�smo identidade id(A;B) é o

par (idC
A

; idD
B

);

- a omposição (f 0; g 0) Æ (f ; g) dos mor�smos (f ; g) e (f 0; g 0) de

C�D é de�nida omponente a omponente, isto é,

(f 0; g 0) Æ (f ; g) = (f 0 ÆC f ; g 0 ÆD g).
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Exemplo

Considerando grupos G e H omo ategorias, o produto de ategorias

G�H orresponde ao usual produto direto de grupos.
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De�nição

Seja C uma ategoria. Uma relação de equivalênia � de�nida em

Mor(C) diz-se uma ongruênia em C se, para quaisquer f ; g 2 Mor(C),

(1) f � g implia domf = dom g e codf = cod g ;

(2) f � g implia j Æ f Æ i � j Æ g Æ i , para todos os mor�smos i : A! X

e j : Y ! B, onde domf = X = dom g e codf = Y = cod g .

Dado f 2 Mor(C), representamos por [f ] a lasse de equivalênia de f .
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De�nição

Sejam C = (Obj(C); hom
C

; idC; ÆC) uma ategoria e � uma ongruênia

em C. Designa-se por ategoria quoiente, e representa-se por C= �, a

ategoria C = (Obj(C= �); hom
C=�

; idC=�; ÆC=�) de�nida do seguinte

modo:

- Obj(C= �) = Obj(C);

- os mor�smos de C= � são as lasses de equivalênia [f ] de todos os

mor�smos f de C (o domínio e o odomomínio de [f ] orrespondem

ao domínio e odomínio de f , respetivamente);

- para ada objeto C de C= �, o mor�smo identidade id
C=�

C

é [idC
C

];

- a omposição [g ] ÆC=� [f ] dos mor�smos [f ] e [g ] é o mor�smo

[g ÆC f ].
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De�nição

Seja C uma ategoria. Designa-se por ategorial dual ou ategoria

oposta de C, e representa-se por Cop

, a ategoria de�nida do seguinte

modo:

- Obj(Cop) = Obj(C);

- para quaisquer A;B 2 Obj(Cop), f : A! B é um homomor�smo de

Cop

se e só se f : B ! A é um mor�smo de C;

- os mor�smos identidade de Cop

são os mor�smos identidade de C;

- a omposição g Æ f de mor�smos em Cop

é de�nida omo sendo

f Æ g em C.
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Da de�nição anterior é imediato que (Cop)op = C.

Assim, toda a ategoria é a dual de alguma ategoria e toda a de�nição

da teoria de ategorias pode ser reformulada numa de�nição na ategoria

dual.

Cada a�rmação S sobre ategorias pode ser transformada numa

a�rmação dual S

op

, troando as palavras �domínio� e �odomínio� e

substituindo ada oorrênia de f Æ g por g Æ f .
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Se S é uma a�rmação verdadeira a respeito de uma ategoria C então

S

op

é uma a�rmação verdadeira a respeito de Cop

. Por onseguinte, é

válido o prinípio seguinte.

Prinípio da dualidade: Se S é uma a�rmação verdadeira para todas as

ategorias, então S

op

também é uma a�rmação verdadeira para todas as

ategorias.
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De�nição

Sejam C = (Obj(C); hom
C

; id

C

; Æ

C) uma ategoria e I um objeto de C.

Designa-se por ategoria dos objetos sobre I, e representa-se por C=I,

a ategoria (Obj(C=I); hom
C=I

; id

C=I

; Æ

C=I) de�nida do seguinte modo:

- os objetos de C=I são todos os mor�smos de C om odomínio I;

- dados objetos f e g de C=I (isto é, dados C-mor�smos f : A! I e

g : B ! I), um C=I-mor�smo de f em g é um triplo de mor�smos

(f ; j; g), onde j é um C-mor�smo de A em B tal que g Æ

C

j = f ;

- para ada objeto f : A! I de C=I, o mor�smo identidade id

C=I

f

é o

triplo de C-mor�smos (f ; id
A

; f );

- a omposição (f2; h; f3) Æ (f1; g ; f2) dos mor�smos (f1; g ; f2) : f1 ! f2

e (f2; h; f3) : f2 ! f3 de C=I é o mor�smo (f1; h Æ
C

g; f3) : f1 ! f3.
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De�nição

Seja C = (Obj(C); hom
C

; idC; ÆC) uma ategoria. Designa-se por

ategoria dos C-mor�smos e representa-se por C!, a ategoria

(Obj(C!); hom
C

!

; idC
!

; Æ

C

!

) de�nida do seguinte modo:

- Obj(C!) = Mor(C);

- dados objetos f1, f2 de C! (isto é, dados C-mor�smos f1 : X1 ! Y1

e f2 : X2 ! Y2), um mor�smo de f1 em f2 é um par (j : X1 ! X2,

k : Y1 ! Y2) de C-mor�smos tais que f2 Æ
C

j = k Æ

C

f1;

- para qualquer C!-objeto f : X ! Y , o mor�smo identidade idC
!

f

é

o par (idC
X

; idC
Y

);

- a omposição (j 0; k 0) Æ (j; k) dos mor�smos (j; k) : f1 ! f2 e

(j 0; k 0) : f2 ! f3 é o mor�smo (j 0 ÆC j; k 0 ÆC k) : f1 ! f3.
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Mor�smos espeiais

No estudo de onjuntos e funções têm espeial destaque as funções que

satisfazem propriedades tais omo injetividade, sobrejetividade e

bijetividade. Tais propriedades motivaram a de�nição de oneitos

análogos para mor�smos de ategorias, os quais desempenham um papel

relevante no estudo da teoria de ategorias.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e A;B 2 Obj(C).

Um mor�smo f : A! B de C diz-se um monomor�smo se f é

anelável à esquerda, i.e., se para quaisquer mor�smos g; h : C ! A,

f Æ g = f Æ h ) g = h:

Um monomor�smo f de A em B também se diz uma inlusão de A em

B e é usualmente representado por f : A� B ou A

f

� B.

Caso exista um monomor�smo de A em B, então A diz-se um subobjeto

de B e esreve-se A � B.
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Proposição

Na ategoria Set os monomor�smos são exatamente as apliações

injetivas.

Demonstração

Seja f : A! B uma função injetiva e sejam g; h : C ! A funções tais

que f Æ g = f Æ h.

Então tem-se neessariamente g = h.

Com efeito, se admitirmos que g 6= h, existe  2 C tal que g() 6= h()

e, uma vez que f é injetiva, segue que f (g()) 6= f (h()), o que

ontradiz f Æ g = f Æ h.
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Demonstração.

Reiproamente, admitamos que f : A! B é um momomor�smo.

Sejam a; a

0

2 A tais que a 6= a

0

. No sentido de provar que f (a) 6= f (a0),

onsideremos um onjunto singular fxg e as funções

a : fxg ! A

x 7! a

a

0 : fxg ! A

x 7! a

0

:

Uma vez que a 6= a

0

e f é um monomor�smo, então f Æ a 6= f Æ a

0

. Assim,

f (a) = (f Æ a)(x) 6= (f Æ a0)(x) = f (a0):

Logo f é injetiva.
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Em muitas outras ategorias nas quais os mor�smos são funções,

veri�a-se que os monomor�smos são exatamente as funções injetivas; tal

aontee, por exemplo, em muitas ategorias de �onjuntos estruturados�

tais omo as ategorias Grp, Rng, Vet

K

.

Observe-se, no entanto, que existem ategorias ujos mor�smos são

funções e nas quais a lasse dos monomor�smos não oinide om a

lasse das funções injetivas.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e A;B 2 Obj(C).

Um mor�smo f : A! B de C diz-se um epimor�smo se f é anelável

à direita, i.e., se para quaisquer mor�smos g; h : B ! C,

g Æ f = h Æ f ) g = h:

Um epimor�smo f de A em B é usualmente representado por f : A� B

ou A

f

� B.

Caso exista um epimor�smo de A em B, então B diz-se um objeto

quoiente de A.
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A noção de epimor�smo é dual da noção de monomor�smo.

Assim, um mor�smo f é um epimor�smo numa ategoria C se e só se f é

um monomor�smo na ategoria dual Cop

.

O oneito de epimor�smo surge omo uma abstração do oneito de

função sobrejetiva e na ategoria Set veri�a-se o seguinte.

43



Teoria de Categorias

Proposição

Os epimor�smos na ategoria Set são exatamente as funções sobrejetivas.

Demonstração

Sejam f : A! B uma função sobrejetiva e g; h : B ! C funções tais que

g 6= h.

Então, para algum b 2 B, g(b) 6= h(b) e, uma vez que f é sobrejetiva,

existe a 2 A tal que f (a) = b.

Assim, g(f (a)) 6= h(f (a)) e, portanto, g Æ f 6= h Æ f .

Logo f é um epimor�smo.
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Demonstração.

Reiproamente, suponhamos que f : A! B não é uma função

sobrejetiva.

Então existe b 2 B tal que, para todo a 2 A, b 6= f (a).

No sentido de provar que f não é um epimor�smo, onsideremos duas

funções g; h : B ! f0; 1g de�nidas da seguinte forma:

(i) g(a) = h(a) = 0, para todo a 2 B tal que a 6= b,

(ii) g(b) = 0,

(iii) h(b) = 1.

Então g Æ f = h Æ f , mas g 6= h e, portanto, f não é um epimor�smo.
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Embora na ategoria Set os epimor�mos oinidam om as funções

sobrejetivas, tal não é em geral verdade para outras ategorias ujos

mor�smos são funções.

Exemplo

Na ategoria Mon, onsideremos os monóides (Z;+; 0) e (N0 ;+; 0).

A função de inlusão i : N0 ! Z, que a ada inteiro não negativo z

assoia o inteiro z , é um monomor�smo.

Esta função também é um epimor�smo, pois assumindo que g e h são

dois mor�smos do monóide (Z; +; 0) num monóide (E; �; 1
E

) tais que

g Æ i = h Æ i , prova-se que g = h.

No entanto, a função i não é sobrejetiva.
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Proposição

Sejam C uma ategoria e f : A! B, g : B ! C mor�smos de C.

(1) Para qualquer objeto A de C, id
A

é um monomor�smo e um

epimor�smo.

(2) Se f e g são monomor�smos (respetivamente, epimor�smos), então

g Æ f é um monomor�smo (respetivamente, epimor�smo).

(3) Se g Æ f é um monomor�smo (respetivamente, epimor�smo), então

f é um monomor�smo (respetivamente, g é um epimor�smo).
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Demonstração

(2) Sejam i : D ! A e j : D ! A mor�smos de C tais que

(g Æ f ) Æ i = (g Æ f ) Æ j . Pretendemos mostrar que i = j .

Ora, assumindo que (g Æ f ) Æ i = (g Æ f ) Æ j , então, por assoiatividade,

tem-se g Æ (f Æ i) = g Æ (f Æ j).

Uma vez que g é um monomor�smo, segue que f Æ i = f Æ j .

Por último, atendendo a que f é um monomor�smo tem-se i = j .
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Demonstração.

(3) Suponhamos que g Æ f é um monomor�smo.

Pretendemos mostrar que, para quaisquer i : D ! A e j : D ! A, se

f Æ i = f Æ j , então i = j .

De fato, se f Æ i = f Æ j , então g Æ (f Æ i) = g Æ (f Æ j).

Por onseguinte, (g Æ f ) Æ i = (g Æ f ) Æ j e atendendo a que g Æ f é um

monomor�smo vem que i = j .
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De�nição

Sejam C uma ategoria. Um mor�smo f : A! B de C diz-se um

bimor�smo se é simultanemente um monomor�smo e um epimor�smo.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e f : A! B um mor�smo de C. Diz-se que:

- f é invertível à direita se existe um mor�smo g : B ! A de C tal

que f Æ g = id
B

; neste aso, o mor�smo g diz-se um um inverso

direito de f .

- f é invertível à esquerda se existe um mor�smo g : B ! A de C

tal que g Æ f = id
A

; neste aso, o mor�smo g diz-se um um inverso

esquerdo de f .
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Sejam C uma ategoria e f : A! B e g : B ! A mor�smos de C.

Então f : B ! A e g : A! B são mor�smos de Cop

.

Assim, se g Æ f = id
A

em C, tem-se f Æ g = id
A

em Cop

.

Por onseguinte, os oneitos de inverso direito e inverso esquerdo são

duais.
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Proposição

Sejam f : A! B e g : B ! C morfsmos numa ategoria C.

(1) Para todo A 2 Obj(C), id
A

é invertível à direita e à esquerda.

(2) Se f e g são invertíveis à direita (respetivamente, esquerda), então

g Æ f é invertível à direita (respetivamente, esquerda).

(3) Se g Æ f é invertível à direita (respetivamente, esquerda), então g é

invertível à direita (respetivamente, f é invertível à esquerda).
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Observe-se que existem mor�smos que podem não ter qualquer inverso

esquerdo.

Na ategoria Set, a função f : f0; 1g ! f1g de�nida por

f (0) = f (1) = 1

não tem inverso esquerdo.
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Veri�a-se também que um mesmo mor�smo pode ter mais do que um

inverso esquerdo.

Se onsideramos na ategoria Set a função

f : f0; 1g ! f0; 1; 2g

0 7! 0

1 7! 1

;

então as funções

g : f0; 1; 2g ! f0; 1g

0 7! 0

1 7! 1

2 7! 0

h : f0; 1; 2g ! f0; 1g

0 7! 0

1 7! 1

2 7! 1

são inversos esquerdos de f .
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Proposição

Na ategoria Set, todo o monomor�smo om domínio não vazio é

invertível à esquerda e todo o epimor�smo é invertível à direita.

Demonstração

Seja f : A! B um monomor�smo om domínio não vazio.

Então A 6= ; e f é injetiva.

Por onseguinte, é possível de�nir uma função g : B ! A, da seguinte

forma: g(f (a)) = a, para todo a 2 A e g(b) = a0, se b 62 f (A), om a0

elemento �xo em A.

A função g é um inverso esquerdo de f .
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Demonstração.

Se f : A! B é um epimor�smo, então f é sobrejetiva.

Neste aso, pode de�nir-se uma função h : B ! A da seguinte forma:

para todo b 2 B, h(b) = a, onde a é um elemento �xo em A tal que

f (a) = b.

Esta função h é um inverso direito de f . Note-se que se f não é injetiva,

este inverso não é únio.
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O resultado anterior não é, porém, válido em geral, ou seja, nem todo o

monomor�smo é um mor�smo invertível à esquerda e nem todo o

epimor�smo é invertível à direita.

Por exemplo, na ategoria 2, o únio mor�smo de um objeto no outro é

um epimor�smo e um monomor�smo, mas não tem nem inverso direito

nem inverso esquerdo.
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Proposição

Seja f : A! B um mor�smo numa ategoria C.

(1) Se f é invertível à esquerda, então f é um monomor�smo.

(2) Se f é invertível à direita, então f é um epimor�smo.
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Proposição

Seja f : A! B um mor�smo numa ategoria C. Se g : B ! A é um

inverso direito de f e h : B ! A é um inverso esquerdo de f , então

g = h.

Demonstração.

Seja f : A! B um mor�smo em C tal que g : B ! A é um inverso

direito de f e h : B ! A é um inverso esquerdo de f . Então

g = id
A

Æ g = (h Æ f ) Æ g = h Æ (f Æ g) = h Æ id
B

= h:
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De�nição

Um mor�smo f : A! B de uma ategoria C diz-se um isomor�smo ou

um mor�smo invertível se é simultaneamente invertível à direita e à

esquerda. Um isomor�smo f de A em B é usualmente representado por

f : A
v

�! B.

Exemplo

(1) Na ategoria Set, os isomor�smos são exatamente as funções

bijetivas.

(2) Na ategoria Grp, os isomor�smos são os homomor�smos de grupo

bijetivos.
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Proposição

Seja C uma ategoria.

(1) Para todo A 2 Obj(C), id
A

é um isomor�smo.

(2) Se f : A! B é um isomor�smo, então existe um únio mor�smo

g : B ! A tal que g Æ f = id
A

e f Æ g = id
B

.
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De�nição

Seja f : A! B um isomor�smo numa ategoria C. Designa-se por

inverso de f , e representa-se por f

�1
, o únio mor�smo f

�1 : B ! A tal

que f

�1
Æ f = id

A

e f Æ f

�1 = id
B

.

Proposição

Se f : A! B é um isomor�smo numa ategoria C, então f

�1 : B ! A

também é um isomor�smo.
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Caso exista um isomor�smo de um objeto A num objeto B também

existe um isomor�smo de B em A.

Assim, aso exista um isomor�smo de um objeto A num objeto B diz-se

apenas que os objetos A e B são isomorfos e esreve-se A

�= B.

Proposição

Sejam f : A! B e g : B ! C isomor�smos numa ategoria C. Então

g Æ f é um isomor�smo e o seu inverso é f

�1
Æ g

�1
.

64



Teoria de Categorias

Proposição

Seja f : A! B um mor�smo numa ategoria C.

Se f é um monomor�smo (respetivamente, epimor�smo) e é invertível à

direita (respetivamente, invertível à esquerda), então f é um isomor�smo.
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Demonstração.

Seja f : A! B um monomor�smo invertível à direita.

Então existe g : B ! A tal que f Æ g = id
B

.

Logo (f Æ g) Æ f = id
B

Æ f = f , donde f Æ (g Æ f ) = f Æ id
A

.

Por onseguinte, atendendo a que f é um monomor�smo, tem-se

g Æ f = id
A

:

Assim, g é simultaneamente um inverso direito e um inverso esquerdo de

f e, portanto, f é um isomor�smo.

66



Teoria de Categorias

Observe-se que todo o isomor�smo é um bimor�smo.

Contudo, um bimor�smo não é neessariamente um isomor�smo.

Na ategoria Mon é possível enontrar bimor�smos que não são

isomor�smos. De fato, (N0 ;+; 0) e (Z;+; 0) são objetos desta ategoria

e a função i : N0 ! Z, que a ada inteiro não negativo z assoia o

respetivo inteiro z , não é invertível, mas é um monomor�smo e um

epimor�smo.
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De�nição

Uma ategoria C diz-se equilibrada se todo o bimor�smo é um

isomor�smo.

Exemplo

A ategoria Set é equilibrada, mas a ategoria Mon não é.
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Objetos iniiais, objetos terminais

Nesta seção onsideram-se araterizações abstratas do onjunto vazio e

dos onjuntos singulares da ategoria Set e de outros objetos

estruturalmente similares existentes em outras ategorias.

De�nição

Seja C uma ategoria.

- Um objeto I de C diz-se um objeto iniial se, para qualquer objeto

X de C, existe um, e um só, mor�smo I ! X.

- Um objeto T de C diz-se um objeto terminal se, para qualquer

objeto X de C, existe um, e um só, mor�smo X ! T .

69



Teoria de Categorias

Exemplo

(1) Na ategoria Set, o onjunto vazio é um objeto iniial e qualquer

onjunto singular fxg é um objeto terminal. Note-se que a ategoria Set

tem um únio objeto iniial e tem vários objetos terminais.

(2) Na ategoria Grp, um grupo trivial é um objeto iniial e terminal.

(3) Na ategoria Poset, qualquer .p.o. (fxg; f(x; x)g) é um objeto

terminal.
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Exemplo

(4) Considerando o .p.o. (N0 ;�) omo uma ategoria, o inteiro zero é o

únio objeto iniial e não existem objetos terminais. O .p.o. (Z;�) não

tem objetos iniiais nem objetos terminais.

(5) Um .p.o., enarado omo uma ategoria, tem objeto iniial se e só

se tem elemento mínimo e tem objeto terminal se e só se tem elemento

máximo.
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Os exemplos anteriores permitem pereber que ertas ategorias não têm

qualquer objeto iniial nem qualquer objeto terminal e que em outros

asos a mesma ategoria pode ter vários objetos iniiais ou vários objetos

terminais. Caso uma determinada uma ategoria tenha mais do que um

objeto iniial (respetivamente, terminal) prova-se que este é únio a

menos de isomor�smo.

Proposição

Os objetos iniiais (respetivamente, terminais) de uma ategoria C, aso

existam, são únios a menos de isomor�smo. Reiproamente, se I é um

objeto iniial (respetivamente, terminal) e I

�= J, então J é um objeto

iniial (respetivamente, terminal).
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Demonstração.

Se I e J são objetos iniiais numa ategoria C, então existem mor�smos

únios f : I ! J e g : J ! I.

Por onseguinte, g Æ f é um mor�smo de I em I.

Outro mor�smo de I em I é o mor�smo identidade id
I

.

Mas, atendendo a que I é um objeto iniial, existe um únio mor�smo de

I em I; logo g Æ f = id
I

.

De modo análogo tem-se f Æ g = id
J

. Logo g é inverso direito e inverso

esquerdo de f e, portanto, f é um isomor�smo.

Assim, I

�= J.
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Demonstração.

Reiproamente, sejam I e J objetos de C tais que I é um objeto iniial e

I

�= J.

Então existe um isomor�smo i : I ! J e, para ada objeto X de C, existe

um únio mor�smo f : I ! X.

Logo existe um mor�smo f Æ i

�1 : J ! X e prova-se que este é o únio

C-mor�smo de J em X.

De fato, se g : J ! X é um mor�smo em C, tem-se g Æ i : I ! X e, por

onseguinte, g Æ i = f .

Logo g = f Æ i

�1
.

Assim, para ada objeto X de C, existe um únio C-mor�smo J ! X e,

portanto, J é um objeto iniial de C.
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Nos exemplos anteriores veri�ou-se que um mesmo objeto pode ser

simultaneamente iniial e terminal.

De�nição

Um objeto 0 numa ategoria C que seja simultaneamente iniial e

terminal diz-se um objeto zero.
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Proposição

Sejam C uma ategoria, 0 e 00 objetos zero e A, B objetos de C. Então o

diagrama

A

0 B

00

�

A

�

B

�

0

B

�

0

A

omuta; i.e., �

B

Æ �

A

= �

0

B

Æ �

0

A

.
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Demonstração.

Como 0 e 00 são objetos zero, existe um isomor�smo entre eles. Seja

f : 0! 00 esse isomor�smo. Então

f Æ �

A

= �

0

A

e �

0

B

Æ f = �

B

;

donde

�

A

= f

�1
Æ �

0

A

e �

B = �

0

B

Æ f :

Logo

�

B

Æ �

A

= (�0
B

Æ f ) Æ (f �1 Æ �0
A

) = �

0

B

Æ (f Æ f �1) Æ �0
A

= �

0

B

Æ �

0

A

:
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De�nição

Sejam C uma ategoria, 0 um objeto zero de C, A e B objetos de C,

�

A

: A! 0 o únio mor�smo de A em 0 e �

B : 0! B o únio mor�smo

de 0 em B. Chama-se mor�smo nulo de A em B ao mor�smo �

B

Æ �

A

.

A proposição anterior garante que numa ategoria om objeto zero, para

quaisquer dois objetos A e B da ategoria, existe um únio mor�smo nulo

de A em B que representamos por 0
A;B

.
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Exemplo

Na ategoria Grp, se H e G são grupos, f1
G

g é um objeto zero e o

mor�smo

0
H;G

: H ! G

x 7! 1
G

é o mor�smo nulo de H em G.

Proposição

Seja C uma ategoria om objeto zero. A omposta de um mor�smo

nulo om qualquer outro mor�smo é ainda um mor�smo nulo.
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Produtos e oprodutos

As noções que a seguir se apresentam permitem araterizar de forma

abstrata oneitos bem onheidos tais omo produto artesiano de

onjuntos, produto direto de álgebras e união disjunta de onjuntos.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e A1, A2 objetos de C. Chama-se produto de A1

e A2 a um par (P; (p
i

)
i2f1;2g), onde P é um objeto de C e p1 : P ! A1 e

p2 : P ! A2 são C-mor�smos tais que, para ada objeto S de C e para

quaisquer C-mor�smos f1 : S ! A1 e f2 : S ! A2, existe um únio

C-mor�smo u : S ! P tal que p1 Æ u = f1 e p2 Æ u = f2, i.e., tal que o

diagrama seguinte omuta

P

S

A1 A2

u

f1 f2

p1 p2

O mor�smo p

i

designa-se por projeção de índie i .
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Exemplo

(1) Na ategoria Set, o par (A1 �A2; (p1; p2)), onde A1�A2 é o produto

artesiano dos onjuntos A1 e A2 e p

i

: A1 � A2 ! A

i

, i 2 f1; 2g, é a

projeção-i , é um produto dos objetos A1 e A2.

(2) Na ategoria Grp, o par (G1 �G2; (p1; p2)), onde G1 �G2 é o produto

direto dos grupos G1 e G2 e p

i

: G1 � G2 ! G

i

, i 2 f1; 2g, é a projeção-i ,

é um produto dos objetos G1 e G2.
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Exemplo

(3) Considerando um onjunto parialmente ordenado P omo uma

ategoria, o produto de dois elementos p; q 2 P é um elemento

p � q 2 P , juntamente om projeções

p � q � p

p � q � q

tais que, para qualquer elemento s 2 P , se

s � p e s � q;

então s � p � q; ou seja, p � q é o ín�mo de fp; qg.
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Proposição

O produto de dois objetos de uma ategoria é únio a menos de

isomor�smo.

Demonstração.

Sejam C uma ategoria, A1, A2 objetos de C e (P; (p
i

)
i2f1;2g) e

(Q; (q
i

)
i2f1;2g) produtos de A1 e A2.

Então, uma vez que Q é um produto de A1 e A2, existe um únio

mor�smo i : P ! Q tal que q1 Æ i = p1 e q2 Æ i = p2.

De forma análoga, omo P é um produto de A1 e A2, existe um únio

mor�smo j : Q! P tal que p1 Æ j = q1 e p2 Æ j = q2.
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Demonstração.

Q

P

A1 A2

P

i

p1 p2

q1 q2

p1 p2

j

Assim, p1 Æ j Æ i = p1 e p2 Æ j Æ i = p2. Mas, atendendo a que

p1 Æ idP = p1 e p2 Æ idP = p2, resulta da ondição de uniidade que

j Æ i = id
P

. De forma similar prova-se que i Æ j = id
Q

. Logo i : P ! Q é

um isomor�mo.
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Nas ondições da de�nição anterior, e aso exista o produto dos objetos

A1 e A2, o objeto P é usualmente representado por A1 �A2 e o mor�smo

u, univoamente determinado pelos mor�smos f1, f2, é representado por

< f1; f2 >.

De�nição

Sejam C uma ategoria e (A
i

)
i2I

uma família de objetos de C. Chama-se

produto de (A
i

)
i2I

a um par (P; (p
i

)
i2I

), onde P é um objeto de C e

p

i

: P ! A

i

, i 2 I, são C-mor�smos tais que, para ada S 2 Obj(C) e

para ada família ff

i

: S ! A

i

g

i2I

de C-mor�smos, existe um únio

C-mor�smo u : S ! P tal que p

i

Æ u = f

i

, para todo i 2 I.
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Nas ondições da de�nição anterior, se jIj = n, n 2 N0 , o produto

(P; (p
i

)
i2I

) diz-se n-ário; em partiular, se jIj = 0; 1; 2 ou 3 o produto

diz-se nulário, unário, binário ou ternário, respetivamente.

Observe-se que os produtos nulários de uma ategoria oinidem

om os objetos terminais.

De fato, se (P; (p
i

)
i2;

) é um produto de uma família (A
i

)
i2;

de objetos

de uma ategoria C, então P é um objeto de C tal que, para qualquer

objeto S de C, existe um únio mor�smo u : S ! P . Reiproamente, se

P é um objeto terminal, então (P; (p
i

)
i2;

) é um produto nulário.

Os produtos unários existem para qualquer objeto A de uma

ategoria C; om efeito, (A; (id
A

)) é um produto de (A).
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De�nição

Se C é uma ategoria em que toda a família �nita de objetos tem

produto, diz-se que C tem produtos �nitos. Se C é uma ategoria em

que toda a família de objetos tem produto, diz-se que C tem produtos.
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Dualmente, de�ne-se o oproduto de dois objetos de uma ategoria C.

De�nição

Sejam C uma ategoria e A1, A2 objetos de C. Chama-se oproduto de

A1 e A2 a um par (Q; (i
j

)
j2f1;2g), onde Q é um objeto de C e

i1 : A1 ! Q e i2 : A2 ! Q são C-mor�smos tais que, para ada

Z 2 Obj(C) e para quaisquer C-mor�smos g1 : A1 ! Z e g2 : A2 ! Z,

existe um únio mor�smo v : Q! Z tal que v Æ i1 = g1 e v Æ i2 = g2,

i.e., tal que o diagrama seguinte omuta

Q

Z

A1 A2

vg1 g2

i1 i2

O mor�smo i

j

designa-se por injeção de índie j .
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Proposição

O oproduto de dois objetos de uma ategoria é únio a menos de

isomor�smo.

Caso exista o oproduto (Q; (i
j

)
j2f1;2g) de dois objetos A1 e A2 de uma

ategoria C, o objeto Q é usualmente representado por A1 + A2 e o

mor�smo v , referido na de�nição anterior e univoamente determinado

pelos mor�smos g1 e g2, é representado por [g1; g2].
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Exemplo

(1) Na ategoria Set, o oproduto de dois onjuntos A1 e A2 orresponde

à sua união disjunta, onde A1 + A2 pode ser de�nido, por exemplo, por

A1 + A2 = f(a; 1) : a 2 A1g [ f(a; 2) j a 2 A2g

e ujas funções injeção são naturalmente de�nidas por

i1(a) = (a; 1) e i2(a) = (a; 2):
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Exemplo

Dadas funções g1 e g2 nas ondições desritas no diagrama seguinte

A1 + A2

Z

A1 A2

[g1; g2]g1 g2

i1 i2

de�ne-se

[g1; g2](x; Æ) =

(

g1(x) se Æ = 1

g2(x) se Æ = 2

Então, se h : A1 +A2 ! Z é uma função tal que h Æ i1 = g1 e h Æ i2 = g2,

tem-se h(x; Æ) = [g1; g2](x; Æ), para qualquer (x; Æ) 2 A1 + A2.
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Exemplo

(2) Considerando um onjunto parialmente ordenado P omo uma

ategoria, o oproduto de dois elementos p; q 2 P é um elemento

p + q 2 P , juntamente om injeções

p � p + q

q � p + q

tais que, para qualquer elemento z 2 P , se

p � z e q � z;

então p + q � z ; ou seja, p + q é o supremo de fp; qg.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e (A
j

)
j2J

uma família de objetos de C. Chama-se

oproduto de (A
j

)
j2J

a um par (Q; (i
j

)
j2J

), onde Q é um objeto de C e

i

j

: A
j

! Q, j 2 J, são C-mor�smos tais que, para ada Z 2 Obj(C) e

para ada família fg

j

: A
j

! Zg

j2J

de C-mor�smos, existe um únio

C-mor�smo v : Q! Z tal que v Æ i

j

= g

j

, para todo j 2 J.
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Um oproduto (Q; (q
i

)
i2J

) diz-se n-ário se jJj = n, n 2 N0 ; se

jJj = 0; 1; 2 ou 3 o oproduto diz-se nulário, unário, binário ou

ternário, respetivamente.

Os oprodutos nulários de uma ategoria oinidem om os objetos

iniiais e os oprodutos unários existem para qualquer objeto A de

uma ategoria C.

De�nição

Se C é uma ategoria em que toda a família �nita de objetos tem

oproduto diz-se que C tem oprodutos �nitos. Se C é uma ategoria

em que toda a família de objetos tem oproduto diz-se que C tem

oprodutos.
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Igualizadores e oigualizadores

A noção de igualizador generaliza oneitos tais omo o de kernel de

um homomor�smo de grupo e a noção de oigualizador generaliza o

oneito de onjunto quoiente por uma relação de equivalênia.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e f ; g : A! B mor�smos de C. Um par (I; i),

onde I é um objeto de C e i : I ! A é um C-mor�smo, diz-se um

igualizador de f e g se:

(i) f Æ i = g Æ i ;

(ii) para qualquer mor�smo i

0 : I 0 ! A tal que f Æ i

0 = g Æ i

0

, existe um

únio mor�smo u : I 0 ! I tal que i Æ u = i

0

I

0

I A B

u i

0

i f

g
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De�nição

Sejam C uma ategoria, I um objeto de C e i : I ! A um mor�smo em

C. Diz-se que (I; i) é um igualizador em C se existem mor�smos

f : A! B e g : A! B tais que (I; i) é um igualizador de f e g .

Diz-se que a ategoria C tem igualizadores se para qualquer par de

C-mor�smos f ; g : A! B existe um igualizador.

Exemplo

(1) Na ategoria Set, sejam f ; g : A! B funções e seja

I = fa 2 A : f (a) = g(a)g:

Então o par (I; i), onde i é a função inlusão de I em A

i : I ! A

x 7! x

;

é um igualizador de f e g .
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Exemplo

(2) Na ategoria Grp, sejam G1 = (G1; �;
�1

; 1
G1) e G2 = (G2; �;

�1
; 1

G2)

grupos, f : G1 ! G2 um homomor�smo de grupos, � : G1 ! G2 o

homomor�smo trivial (i.e., o homomor�smo que a ada elemento de G1

assoia o elemento neutro de G2) e seja

I = fx 2 G1 : f (x) = �(x) = 1
G2g. Então o par (I; i), onde i é a função

inlusão de I em G1

i : I ! G1

x 7! x

;

é um igualizador de f e �.
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Proposição

Sejam C uma ategoria, A e I objetos de C e i : I ! A um C-mor�smo.

Se (I; i) é um igualizador em C, então i é um monomor�smo.
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Demonstração

Seja (I; i : I ! A) um igualizador em C. Então existem C-mor�smos

f : A! B e g : A! B tais que (I; i) é um igualizador de f e g .

Pretendemos mostrar que i é um monomor�smo, ou seja, que para

quaisquer C-mor�smos k : C ! I e h : C ! I,

i Æ k = i Æ h) k = h:

De fato, se k : C ! A e h : C ! A são C-mor�smos tais que

i Æ k = i Æ h e se onsiderarmos z = i Æ k = i Æ h

C

I A B

k h z

i f

g
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Demonstração.

tem-se

f Æ z = f Æ (i Æ k) = (f Æ i) Æ k = (g Æ i) Æ k = g Æ (i Æ k) = g Æ z:

Mas (I; i) é um igualizador de f e g e, por onseguinte, existe um únio

mor�smo u : C ! I tal que i Æ u = z . Então, omo i Æ k = i Æ h = z

resulta que k = h = u.
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Proposição

Sejam C uma ategoria, A e I objetos de C e i : I ! A um C-mor�smo.

Se (I; i) é um igualizador em C e i é um epimor�smo, então i é um

isomor�smo.

Demonstração

Sejam (I; i : I ! A) um igualizador em C e f : A! B e g : A! B

mor�smos dos quais (I; i) é um igualizador. Então f Æ i = g Æ i . Se i é

um epimor�smo segue que f = g , donde f Æ idA = g Æ idA.

103



Teoria de Categorias

Demonstração.

A

I A B

u id
A

i

f = g

Atendendo a que (I; i) é um igualizador de f e g , existe um únio

mor�smo u : A! I tal que i Æ u = id
A

, donde resulta que

i Æ u Æ i = id
A

Æ i = i = i Æ id
I

. Então, omo todo o igualizador é um

monomor�smo, segue que u Æ i = id
I

. Logo u é um inverso direito e um

inverso esquerdo de i e, portanto, i é um isomor�smo.
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Proposição

Sejam f : A! B e g : A! B mor�smos de uma ategoria C. Se

(I; i : I ! A) e (I 0; i 0 : I 0 ! A) são igualizadores de f e g , então I e I

0

são isomorfos.
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De�nição

Sejam C uma ategoria om objeto zero 0, N um objeto de C e

f : A! B um C-mor�smo. Diz-se que N é um núleo de f (ou um

kernel de f ) se existe algum C-mor�smo i : N ! A tal que (N; i) é um

igualizador de f e 0
A;B

.

Da de�nição anterior resulta imediatamente que dois núleos de um

mor�smo f : A! B são isomorfos. O nuleo de f (kernel de f ) é,

usualmente, representado por Nucf (ou kerf ).
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Proposição

Se f : A! B é um monomor�smo numa ategoria om objeto zero 0,

então Nucf = 0.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e f ; g : A! B mor�smos de C. Um par (K; k),

onde K é um objeto de C e k : B ! K é um C-mor�smo, diz-se um

oigualizador de f e g se:

(i) k Æ f = k Æ g ;

(ii) para qualquer C-mor�smo k

0 : B ! K

0

tal que k

0

Æ f = k

0

Æ g , existe

um únio mor�smo v : K ! K

0

tal que v Æ k = k

0

.

A B K

K

0

f

g

k

k

0

v
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De�nição

Sejam C uma ategoria, K um objeto de C e k : B ! K um mor�smo

em C. Diz-se que (K; k) é um oigualizador em C se existem mor�smos

f : A! B e g : A! B tais que (K; k) é um oigualizador de f e g .

Diz-se que a ategoria C tem oigualizadores se para qualquer par de

C-mor�smos f ; g : A! B existe um oigualizador.

Sendo o oneito de oigualizador dual da noção de igualizador, são

imediatos os resultados seguintes.
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Proposição

Sejam C uma ategoria, K um objeto de C e k : B ! K um mor�smo

em C. Se (K; k) é um oigualizador em C, então k é um epimor�smo.

Proposição

Sejam C uma ategoria, K um objeto de C e k : B ! K um mor�smo

em C. Se (K; k) é um oigualizador em C e k é um monomor�smo,

então k é um isomor�smo.
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Proposição

Sejam f : A! B e g : A! B mor�smos de uma ategoria C. Se

(K; k : B ! K) e (K0; k 0 : B ! K

0) são oigualizadores de f e g , então

K e K

0

são isomorfos.
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De�nição

Sejam C uma ategoria om objeto zero 0, K um objeto de C e

f : A! B um mor�smo de C. Diz-se que K é um onúleo de f (ou um

okernel de f ) se existe um C-mor�smo k : B ! K tal que (K; k) é um

oigualizador de f e 0
A;B

.

O oneito de onúleo é dual do oneito de núleo, pelo que os

resultados estabeleidos para núleos podem ser dualizados para

onúleos.
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Produto �brado e soma amalgamada

O oneito de produto �brado, frequentemente utilizado em matemátia,

generaliza oneitos tais omo o de interseção e de imagem inversa. A

noção de soma amalgada é a noção dual de produto �brado.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e f : A! C e g : B ! C mor�smos de C.

Chama-se produto �brado de (f ; g) (ou pullbak de (f ; g)) a um par

(P; (f 0; g 0)), onde P é um objeto de C e f

0 : P ! A e g

0 : P ! B são

mor�smos de C tais que

(i) f Æ f

0 = g Æ g

0

, i.e., tais que o diagrama seguinte omuta

A C

P B

f

0

g

0

g

f
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De�nição

(ii) para quaisquer mor�smos i : X ! A e j : X ! B tais que

f Æ i = g Æ j , existe um únio mor�smo k : X ! P tal que i = f

0

Æ k

e j = g

0

Æ k .

X

A C

P B

f

0

g

0

g

f

k

i

j
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Se (P; (f 0; g 0)) é um produto �brado de (f ; g), o diagrama apresentado

na alínea (i) da de�nição anterior diz-se um quadrado de produto

�brado ou quadrado artesiano.

Diz-se que uma ategoria C tem produtos �brados se existe produto

�brado para qualquer par de mor�smos que tenham o mesmo odomínio.
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Proposição

Sejam C uma ategoria e f : A! C e g : B ! C mor�smos de C. Se

(O; (f 0; g 0)) e (Q; (f 00; g 00)) são produtos fribrados de (f ; g), então O e Q

são isomorfos.
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Exemplo

(1) Na ategoria Set, sejam A, B, C onjuntos e f : A! C e g : B ! C

funções. Então o produto �brado de (f ; g) é o par (P; (f 0; g 0)), onde

P = f(a; b) j a 2 A; b 2 B; f (a) = g(b)g

e f

0 : P ! A e g

0 : P ! B são as funções de�nidas, para todo

(a; b) 2 P , por

f

0(a; b) = a e g

0(a; b) = b:
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Exemplo

(2) Nas ondições do exemplo anterior se onsideramos que A;B � C e

que f e g são, respetivamente, as funções inlusão i1 : A! C e

i2 : B ! C, tem-se

P = f(a; b) j a 2 A; b 2 B; f (a) = g(b)g

= f(a; b) j a 2 A; b 2 B; i1(a) = i2(b)g

= f(a; b) j a 2 A; b 2 B; a = bg

e, portanto, P

�= A \ B.
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Exemplo

(3) Se em (1) tomarmos B = C e g = id
B

, então

P = f(a; ) j a 2 A;  2 C; f (a) = g()g

= f(a; ) j a 2 A;  2 C; f (a) = )g
�= fa 2 A j 9 2 C; f (a) = g

= f

 (C):
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Proposição

Sejam C uma ategoria e

X1 Y

X2A

f

g

j

i

um quadrado artesiano. Se f é um monomor�smo, então j também o é.
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Demostração

Suponhamos que u; v : B ! A são dois mor�smos de C tais que

j Æ u = j Æ v . Então

f Æ (i Æ u) = (f Æ i) Æ u

= (g Æ j) Æ u

= g Æ (j Æ u)

= g Æ (j Æ v)

= (g Æ j) Æ v

= (f Æ i) Æ v

= f Æ (i Æ v)

e, uma vez que f é monomor�smo, vem que i Æ u = i Æ v .

122



Teoria de Categorias

Demonstração.

Assim, o diagrama

X1 Y

X2A

B

f

j

gi

i Æ u = i Æ v

j Æ u = j Æ v

uv

é omutativo, o que implia u = v . Logo j é um monomor�smo.
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Proposição

Sejam C uma ategoria e f : A! B um C-mor�smo. Então as

a�rmações seguintes são equivalentes:

(1) f é um monomor�smo.

(2) O diagrama

A B

AA

f

f

id
A

id
A

é um quadrado artesiano.

(3) Existe um objeto X e um mor�smo g : X ! A tal que o diagrama

seguinte

A B

AX

f

f

g

g

é um quadrado artesiano.
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De�nição

Sejam C uma ategoria e f : C ! A e g : C ! B mor�smos de C.

Chama-se soma amalgamada de (f ; g) (ou pushout de (f ; g)) a um par

(S; (f 0; g 0)), onde S é um objeto de C e f

0 : A! S e g

0 : B ! S são

mor�smos de C tais que

(i) f

0

Æ f = g

0

Æ g , i.e., tais que o diagrama seguinte omuta

B S

C A

g

f

f

0

g

0
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De�nição

(ii) para quaisquer mor�smos i : B ! X e j : A! X tais que

i Æ g = j Æ f , existe um únio mor�smo k : S ! X tal que i = k Æ g

0

e j = k Æ f

0

.

X

B S

C A

g

f

f

0

g

0

ki

j
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Se C é uma ategoria tal que existe soma amalgamada para qualquer par

de mor�smos que tenham o mesmo domínio, diz-se que a ategoria C

tem somas amalgamadas.

Os duais de todos os resultados estudados para produtos �brados são

válidos para somas amalgamadas.
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Limites e olimites

Nas seções anteriores de�niram-se os oneitos de objeto terminal,

produto e igualizador, sendo possível pereber semelhanças nas de�nições

apresentadas. O oneito de limite generaliza o que há de omum nestas

noções, pelo que objetos terminais, produtos e igualizadores não são mais

do que exemplos de limites. Dualmente de�ne-se olimite, que tem os

objetos iniias, os oprodutos e os oigualizadores omo exemplos.
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De�nição

Sejam C uma ategoria, D um diagrama em C e (D
i

)
i2I

a família de

objetos de D. Um D-one ou one do diagrama D é um par

(C; (f
i

: C ! D

i

)
i2I

), onde C é um objeto de C e (f
i

: C ! D

i

)
i2I

é uma

família de C-mor�smos, tal que, para ada C-mor�smo g : D
j

! D

k

existente em D, o diagrama

C

D

j

D

k

f

j

f

k

g

omuta, i.e., g Æ f

j

= f

k

. Ao objeto C dá-se a designação de vértie do

one.
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Note-se que podem existir diversos ones, om vérties distintos, para um

mesmo diagrama D.
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De�nição

Sejam C uma ategoria, D um diagrama em C e (D
i

)
i2I

a família de

objetos de D. Um one (L; (�
i

: L! D

i

)
i2I

) do diagrama D diz-se um

D-one limite ou um limite do diagrama D se, para qualquer outro

D-one (C; (f
i

: C ! D

i

)
i2I

), existe um únio mor�smo u : C ! L tal

que, para ada i 2 I, �

i

Æ u = f

i

, i.e., tal que ada triângulo de vérties

C, L e D

i

omuta:

L

C

D

j

D

k

D

l

u

�

j

�

k

�

l

f

j

f

k

f

l
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Exemplo

(1) Sejam A e B dois objetos de uma ategoria C e seja D um diagrama

em C formado apenas por dois objetos A e B

A B

Então um D-one é um par (C; (f ; g)), onde C é um objeto de C e

f : C ! A e g : C ! B são C-mor�smos.

A C B

f

g

Assim, um D-one limite, aso exista, é um produto de A e B.
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Exemplo

(2) Seja D um diagrama sem objetos e sem mor�smos.

Então um one para o diagrama D numa ategoria C é qualquer par

(C; ( )), onde C é um objeto de C.

Por onseguinte, um D-one limite é um par (L; ( )), onde L é um objeto

de C tal que, para qualquer outro D-one (C; fg) de C, existe um únio

mor�smo u : C ! L, i.e., L é um objeto terminal.
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Exemplo

(3) Seja D o diagrama

A C

B

g

f

om três objetos e dois mor�smos. Um D-one é um par (P 0; (f 0; g 0; h0))

onde P

0

é um objeto de C e f

0 : P ! B, g

0 : P ! A e h

0 : P ! C são

C-mor�smos tais que o diagrama seguinte omuta

A C

B

P

0

g

f
g

0

f

0

h

0

i.e., tais que f Æ f

0 = h

0 = g Æ g

0

.
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Exemplo

Se (P 0; (f 0; g 0; h0)) é um D-one limite, então para qualquer outro

D-one (P 00; (f 00; g 00; h00)) existe um únio mor�smo u : P 00 ! P

0

tal que

f

00 = f

0

Æ u, g

00 = g

0

Æ u e h

00 = h

0

Æ u. Assim, (P 0; (f 0; g 0)) é um produto

�brado de (f ; g).
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Proposição

Sejam C uma ategoria, D um diagrama em C e (D
i

)
i2I

a família de

objetos de D. Um D-one limite é únio a menos de isomor�smo, i.e., se

(L; (�
i

: L! D

i

)
i2I

) e (L0; (�0
i

: L0 ! D

i

)
i2I

) são D-ones limite, então

existe um isomor�smo i : L! L

0

.
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De�nição

Diz-se que uma ategoria C tem limites (respetivamente, limites �nitos)

se todo o diagrama (respetivamente diagrama �nito) D admite D-one

limite.
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Proposição

Seja C uma ategoria. Então são equivalentes as seguintes a�rmações:

(1) C tem limites �nitos.

(2) C tem produtos �nitos e igualizadores.

(3) C tem um objeto terminal e produtos �brados.
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De�nição

Sejam C uma ategoria, D um diagrama em C e (D
i

)
i2I

a família de

objetos de D. Um oone do diagrama D é um par

(C; (f
i

: D
i

! C)
i2I

), onde C é um objeto de C e (f
i

: D
i

! C)
i2I

é uma

família de C-mor�smos, tal que, para ada mor�smo g : D
j

! D

k

existente em D, o diagrama

C

D

j

D

k

f

j

f

k

g

omuta, i.e., f

k

Æ g = f

j

.
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De�nição

Um oone (L; (�
i

: D
i

! L)
i2I

) de um diagrama D numa ategoria C

diz-se um olimite do diagrama D se, para qualquer outro oone

(C; (f
i

: D
i

! C)
i2I

), existe um únio mor�smo u : L! C tal que, para

ada i 2 I, o diagrama

D

i

L C

�

i

f

i

u

omuta, i.e., tal que u Æ �

i

= f

i

.
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Funtores

No iníio deste apítulo foram apresentados vários exemplos de

domínios matemátios formulados omo ategorias. Então, atendendo a

que as ategorias onstituem elas própias um domínio matemátio, é

natural questionar se existem ategorias de ategorias. De fato, omo se

irá veri�ar mais à frente, tais ategorias existem: os objetos destas

ategorias são ategorias e os mor�smos, designados por funtores, são

orrespondênias entre ategorias que preservam a sua estrutura.
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De�nição

Sejam C e D ategorias. Um funtor (ou funtor ovariante) F de C em

D é uma orrespondênia que a ada objeto A de C assoia um únio

objeto F (A) de D, a ada C-mor�smo f : A! B assoia um únio

D-mor�smo F (f ) : F (A) ! F (B) e tal que as seguintes ondições são

satisfeitas:

(F1) para qualquer objeto A de C, F (id
A

) = id
F (A);

(F2) F (g Æ f ) = F (g) Æ F (f ), para quaisquer C-mor�smos f : A! B e

g : B ! C.

Se F é um funtor de C em D esrevemos F : C! D.
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De�nição

Sejam C e D ategorias. Um ofuntor (ou funtor ontravariante) F de

C em D é uma orrespondênia que a ada objeto A de C assoia um

únio objeto F (A) de D, a ada C-mor�smo f : A! B assoia um únio

D-mor�smo F (f ) : F (B) ! F (A) e tal que as seguintes ondições são

satisfeitas:

(CF1) para qualquer objeto A de C, F (id
A

) = id
F (A);

(CF2) F (g Æ f ) = F (f ) Æ F (g), para quaisquer C-mor�smos f : A! B e

g : B ! C.
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Exemplo

(1) Seja C uma ategoria. A orrepondênia Id

C

de C em C, que a ada

objeto A de C assoia o objeto Id

C

(A) = A e a ada C-mor�smo f

assoia o mor�smo Id

C

(f ) = f , é um funtor de C em C, ao qual se dá a

designação de funtor identidade em C e que se representa por

Id

C

: C! C.
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Exemplo

(2) Sejam C uma ategoria e C0 uma subategoria de C. A

orrespondênia I de C0 em C, que a ada objeto A de C0 faz orresponder

o objeto A de C e a ada mor�smo f de C0 assoia o mor�smo f de C,

de�ne um funtor de C0 em C, que se designa por funtor inlusão.
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Exemplo

(3) A orrespondênia E da ategoria Mon na ategoria Set, que a ada

monóide (M; �M ; 1
M

) da ategoria Mon assoia o onjunto M

da ategoria Set e que a ada homomor�smo de monóides

f : (M; �M ; 1
M

) ! (N; �N ; 1
N

) assoia a função f : M ! N, é um funtor

da ategoria Mon na ategoria Set. Este funtor é um exemplo de

funtores designados por funtores esqueimento.

(4) Considerando monóides M e N omo ategorias, qualquer

homomor�smo de monóides f : M ! N é um funtor de M em N.
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Exemplo

(5) Sejam P1 = (P1;�1) e P2 = (P2;�2) .p.o.'s. Considerando P1 e P2

omo ategorias, tem-se Mor(P1) =�1 e Mor(P2) =�2. Se F é um

funtor de P1 em P2, então a ada P1-mor�smo de a em b é assoiado

um P2-mor�smo de F (a) em F (b), i.e.,

a �1 b ) F (a) �2 F (b):

Por onseguinte, F é uma apliação isótona de P1 em P2.
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Exemplo

(6) Sejam C uma ategoria e Cop
a sua ategoria dual. A orrespondênia

D, que a todo o objeto A em C assoia o objeto A em Cop
e que a ada

C-mor�smo f : A! B assoia o Cop
-mor�smo f : B ! A, de�ne um

ofuntor D : C! Cop
, que se designa por ofuntor dualidade. De

forma análoga de�ne-se o ofuntor dualidade D

op : Cop

! C.
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Exemplo

(7) Considere-se, na ategoria Set, a orrespondênia P que:

- a ada onjunto A faz orresponder o seu onjunto potênia P(A);

- a ada apliação f : A! B assoia a apliação

P (f ) : P(B) ! P(A) de�nida por

P (f )(B0) = f

 (B0) = fa 2 A j f (a) 2 B

0

g; 8B

0

� B:

Failmente se veri�a que P : Set! Set é um ofuntor.
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De�nição

Sejam C, D e E ategorias. Dados um funtor ou ofuntor F : C! D e

um funtor ou ofuntor G : D! E, hama-se omposição de F om G,

e representa-se por GF, à orrespondênia que a ada objeto A de C

assoia o objeto GF(A) = G[F(A)] de E e a ada mor�smo f de C

assoia o mor�smo GF(f ) = G[F(f )] de E.
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Proposição

Sejam A, B, C e D ategorias e F : A! B, G : B! C e H : C! D

funtores ou ofuntores. Então,

(1) Se F e G são ambos funtores ou ambos ofuntores, GF é um funtor.

Caso ontrário, GF é um ofuntor.

(2) H(GF) = (HG)F.

(3) FId

A

= F = Id

B

F .

Atendendo à propriedade assoiativa dos funtores podemos esrever, sem

ambiguidade, HGF para representar quer H(GF ) quer (HG)F .
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De�nição

Sejam A, B e C ategorias e F : A! B, G : B! C funtores ou

ofuntores.

(1) Se F e G são ambos funtores ou ambos ofuntores, ao funtor GF

dá-se a designação de funtor omposição.

(2) Se F é um funtor (respetivamente, ofuntor) e G é um ofuntor

(respetivamente, funtor) ao onfuntor GF dá-se a designação de

ofuntor omposição.

De�nição

Sejam C e D ategorias. Um funtor F : C! D diz-se um isomor�smo

se existe um funtor G : D! C tal que FG = Id

D

e GF = Id

C

.
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Um funtor F de uma ategoria C numa ategoria D, assoia a ada

objeto A de C a sua imagem F (A) em D e assoia a ada C-mor�smo

f : A! B a sua imagem F (f ) : F (A) ! F (B). Estas imagens permitem

obter uma representação de C na ategoria D, pelo que se oloa a

questão de saber que propriedades de C são preservadas pelo funtor F .
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Comee-se por observar que a representação de C em D não é

neessariamente uma subategoria de D. Considere-se, por exemplo, a

ategoria C de�nida pelo diagrama

A B1 B2 C

id

A

id

B1

f

id

B2 id

C

g

e seja D a ategoria

A

0

B

0

C

0

id

A

0

id

B

0

id

C

0

f

0

g

0

g

0

Æ f

0
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Considere-se, também, a orrespondênia F de C em D tal que

- F (A) = A

0

, F (B1) = F (B2) = B

0

, F (C) = C

0

;

- para ada objeto X de C, F (id
X

) = id
F (X);

- F (f ) = f

0

, F (g) = g

0

.
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Failmente se veri�a que F é um funtor de C em D, no entanto, a

�imagem� de C não é uma subategoria de D; note-se que a referida

�imagem�

A

0

B

0

C

0

id

A

0

id

B

0

id

C

0

f

0

g

0

não é uma ategoria, uma vez que tem os mor�smos f

0 : A0 ! B

0

e

g

0 : B0 ! C

0

, mas não tem a sua omposição.
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De�nição

Sejam C e D ategorias, F : C! D um funtor e P uma propriedade a

respeito de mor�smos. Diz-se que:

� F preserva P se, para qualquer mor�smo f em C, sempre que f

tem a propriedade P , o mor�smo F (f ) também a tem.

� F re�ete P se, para qualquer mor�smo f em C, sempre que F (f )

tem a propriedade P , o mor�smo f também a tem.

Para abreviar, diz-se apenas que F preserva (re�ete) X se F preserva

(re�ete) a propriedade de ser X.
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Note-se que os funtores não preservam neessariamente monomor�smos e

epimor�smos. Considere-se, por exemplo, a ategoria 2

A B

id

A

id

B

f

e a ategoria C de�nida pelo diagrama

A B

id

A

id

B

g

f = f Æ g

O mor�smo f é um monomor�smo na ategoria 2, mas não é um

monomor�smo na ategoria C. Por onseguinte, o funtor inlusão de 2

em C não preserva monomor�smos.
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Proposição

Os funtores preservam inversos direitos, inversos esquerdos e

isomor�smos.

Demonstração.

Sejam C e D ategorias, F : C! D um funtor e f : A! B um mor�smo

em C.

Se f é um inverso direito, então existe um C-mor�smo g : B ! A tal que

g Æ f = id
A

.

Por onseguinte, F (g Æ f ) = F (id
A

), donde segue que

F (g) Æ F (f ) = id
F (idA).

Logo F (f ) é um inverso direito em D.

159



Teoria de Categorias

Embora os funtores preservem inversos direitos, inversos esquerdos e

isomor�smos, não re�etem neessariamente estas propriedades.

Por exemplo, o funtor F da ategoria 2 na ategoria 1,

A B

id
A

id
B

f

A

0

id
A

0

que assoia ada objeto da ategoria 2 ao objeto A

0

da ategoria 1 e que

assoia ada mor�smo da ategoria 2 ao mo�smo id
A

0

, não re�ete

isomor�smos, uma vez que o mor�smo id
A

0

é um isomor�smo na

ategoria 1, mas o mor�smo f da ategoria 2 não é.
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Os exemplos anteriores permitem pereber que a �imagem� de uma

ategoria C numa ategoria D pode não dizer muito a respeito de C,

pelo que tem interesse estudar funtores que preservam/re�etem mais

propriedades.
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De�nição

Dadas duas ategorias, C e D, um funtor F : C! D diz-se:

(1) injetivo em objetos se, para quaisquer objetos A e B de C,

F(A) = F(B) ) A = B;

(2) representativo se para todo o objeto B de D, existe um objeto A

em C tal que F (A) = B;

(3) �el se para quaisquer C-mor�smos f ; g : A! B

F (f ) = F (g)) f = g ;

(4) um mergulho se é injetivo em objetos e �el;

(5) pleno se, para quaisquer objetos A e B de C e para qualquer

D-mor�smo g : F (A) ! F (B), existe um C-mor�smo f : A! B tal

que F (f ) = g .
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De modo análogo, de�ne-se ofuntor injetivo em objetos, ofuntor

�el, ofuntor mergulho, ofuntor representativo e ofuntor pleno.
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Proposição

Sejam C, D ategorias e F : C! D um funtor.

(1) Se F é um funtor �el, então F re�ete monomor�smos e

epimor�smos.

(2) Se F é um funtor �el e pleno, então F re�ete inversos direitos e

inversos esquerdos.
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Demonstração

(1) Seja f : A! B um C-mor�smo e suponhamos que F (f ) é um

monomor�smo.

Sejam g; h : C ! A mor�smos de C tais que f Æ g = f Æ h.

Então F (f Æ g) = F (f Æ h), donde F (f ) Æ F (g) = F (f ) Æ F (h).

Uma vez que F (f ) é um monomor�smo, tem-se F (g) = F (h) e,

atendendo a que F é �el resulta que g = h. Logo F re�ete

monomor�smos.

De modo análogo, prova-se que F re�ete epimor�smos.
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Demonstração.

(2) Mostremos que se F é �el e pleno, então F re�ete inversos direitos.

Seja f : A! B um C-mor�smo tal que F (f ) : F (A)! F (B) é um

inverso direito. Então existe um D-mor�smo g

0 : F (B) ! F (A) tal que

g

0

Æ F (f ) = id
F (A).

Uma vez que F é pleno, existe um C-mor�smo g : B ! A, tal que

F (g) = g

0

.

Por onseguinte, F (g) Æ F (f ) = id
F (A), donde F (g Æ f ) = F (id

A

). Então,

atedendo a que F é �el, vem que g Æ f = id
A

e, portanto, f é um inverso

direito.

Logo F re�ete inversos direitos.

A prova de que F re�ete inversos esquerdos é similar.

166



Teoria de Categorias

Categorias de ategorias

As propriedades dos funtores sugerem o estudo de ategorias ujos

objetos são ategorias e ujos mor�smos são funtores.
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Um quádruplo (K; hom; id; Æ) onde

- K é uma lasse de ategorias;

- hom é uma orrespondênia que a duas ategorias C e D de K

assoia um onjunto de funtores de C em D;

- id é uma orrespondênia que a ada ategoria C de K assoia o

funtor Id

C

;

- Æ é uma orrespondênia que a ada par de funtores F : C! D e

G : D! E assoia o funtor GF : C! E,

é uma ategoria.
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Exemplo

São exemplos de ategorias de ategorias:

(1) A ategoria Mon. Já observamos anteriormente que ada monóide

pode ser visto omo uma ategoria, logo Mon pode ser vista omo uma

ategoria de ategorias.

(2) A ategoria que tem omo únio objeto uma ategoria C e que tem

omo únio mor�smo o funtor Id

C

.

(3) A ategoria uja lasse de objetos é formada por todas as ategorias

�nitas e uja oleção de mor�smos é a oleção de funtores entre estas

ategorias.

(4) A ategoria Cat uja lasse de objetos é formada por todas as

ategorias pequenas e uja oleção de mor�smos é formada por todos os

funtores entre ategorias pequenas.
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Os asos anteriores são exemplos de ategorias que não são

problemátios. No entanto, existem situações em que é neessário tomar

atenção.

Por exemplo, de�nindo omo ategoria normal uma ategoria que não é

um dos seus objetos, será que existe alguma ategoria que inlua todas

as ategorias normais?

Será que existe a ategoria de todas as ategorias?

Atendendo a que para o nosso estudo não há a neessidade de onsiderar

uma ategoria universal de ategorias, limitamos o estudo de ategorias

de ategorias a asos em que não se oloquem este tipo de problemas.
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Transformações naturais

Os mor�smos de uma ategoria permitem omparar objetos e ada funtor

ompara ategorias. Seguidamente iremos ver omo ada transformação

natural ompara funtores.
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De�nição

Sejam C e D ategorias e F; G : C! D funtores. Chama-se

transformação natural de F em G, e representa-se por � : F ! G, a

uma orrespondênia que assoie a ada objeto C de C um D-mor�smo

�

C

: F (C)! G(C) e tal que, para qualquer C-mor�smo f : C ! C

0

, o

diagrama seguinte omuta

F (C0) G(C0)

F (C) G(C)

�

C

0

F (f ) G(f )

�

C

i.e., �

C

0

Æ F (f ) = G(f ) Æ �
C

.
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De�nição

Para ada objeto C de C, o mor�smo �

C

diz-se uma omponente da

transformação natural.

Se para ada objeto C de C, �
C

é um isomor�smo, então � diz-se um

isomor�smo natural e esreve-se � : F
v

�! G.
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Exemplo

(1) Sejam C e D ategorias e F : C! D um funtor. A orrespondênia

que a ada objeto A de C assoia o D-mor�smo id

F (A) é uma

transformação natural de F em F , designada por transformação

identidade e representada por id

F

.
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Exemplo

(2) Dado um grupo G = (G; �; �1; 1
G

), seja Gop = (G; �op ; �1; 1
G

) o

grupo dual de G, onde �

op

é a operação de�nida por a �

op

b = b � a.

Considerando a noção de grupo dual, pode de�nir-se o funtor

Op : Grp! Grp que a ada grupo G da ategoria Grp assoia o seu

grupo dual G

op

e que a ada homomor�smo de grupos f : G ! H assoia

o homomor�smo de grupos f

op : Gop

! H

op

, de�nido por f

op(a) = f (a).

A orrespondênia � que a ada grupo G da ategoria Grp assoia o

homomor�smo �

G

: Id
Grp

(G) ! Op(G), de�nido por �

G

(g) = g

�1
, é uma

transformação natural do funtor Id

Grp

no funtor Op.
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Exemplo

(3) Seja P : Set! Set o ofuntor que:

- a ada onjunto A faz orresponder o seu onjunto potênia P(A);

- a ada apliação f : A! B assoia a apliação

P (f ) : P(B) ! P(A) de�nida por

P (f )(B0) = f

 (B0) = fa 2 A j f (a) 2 B

0

g; 8B

0

� B:

Então PP é um funtor e a orrespondênia � , que a ada onjunto A

assoia a função �

A

: A! PP (A), de�nida por �

A

(a) = ffagg, para todo

a 2 A, é uma transformação natural do funtor identidade Id

Set

no funtor

PP .
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Proposição

Sejam C e D ategorias, F; G;H : C! D funtores e � : F ! G e

 : G ! H transformações naturais. Então, a orrespondênia que a ada

objeto C de C assoia o D-mor�smo ( Æ �)
C

= 

C

Æ �

C

, é uma

transformação natural de F em H.
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De�nição

Sejam C e D ategorias, F; G;H : C! D funtores e � : F ! G e

 : G ! H transformações naturais. Designa-se por omposta de  e � ,

e representa-se por  Æ � , a transformação natural de F em H de�nida na

proposição anterior.
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Proposição

Sejam C e D ategorias, F; G;H; L : C! D funtores e � : F ! G,

� : G ! H e � : H ! L transformações naturais. Então

(1) id

G

Æ � = � e � Æ id

G

= � .

(2) (� Æ �) Æ � = � Æ (� Æ �).
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Proposição

Sejam C, D e E ategorias, F : C! D, H : E ! C e G; G

0 : D! E

funtores e � : G ! G

0

uma transformação natural. Então:

(1) A orrespondênia que a ada objeto C de C assoia o E-mor�smo

(�F )
C

= �

F (C), de�ne uma transformação natural �F : GF ! G

0

F .

(2) A orrespondênia que a ada objeto D de D assoia o C-mor�smo

(H�)
D

= H(�
D

), de�ne uma transformação natural

H� : HG ! HG

0

.
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Proposição

Sejam C, D e E ategorias, F : C! D, H : E ! C e G; G

0 : D! E

funtores e � : G ! G

0

uma transformação natural. Se � é um

isomor�smo natural, então:

- a orrespondênia que a ada objeto D de D assoia o E-mor�smo

(��1)
D

= (�
D

)�1 é um isomor�smo natural de G

0

em G,

representado por �

�1 : G0 ! G, e tem-se � Æ �

�1 = id

G

0

e

�

�1
Æ � = id

G

.

- �F é um isomor�smo natural e (�F )�1 = �

�1
F .

- H� é um isomor�smo natural e (H�)�1 = H�

�1
.
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A omposição de transformações naturais é assoiativa; além disso, a

ada funtor F é possivel assoiar a transformação natural identidade id

F

.

Assim, dadas ategorias C e D, onde C é uma ategoria pequena, pode

onstruir-se a ategoria dos funtores de C em D.
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Representando por [C;D] a lasse de todos os funtores de C em D, é

simples veri�ar que o quádruplo ([C;D]; hom; id; Æ), onde

- hom é a orrespondênia que a dois funtores F : C! D e

G : C! D assoia o onjunto de todas as transformações naturais

de F em G,

- id é a orrespondênia que a ada funtor F : C! D assoia a

transformação natural id

F

: F ! F ,

- Æ é a orrespondênia que a ada par de transformações naturais

� : F ! G e  : G ! H assoia a transformação natural

 Æ � : F ! H,

é uma ategoria.
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Equivalênia de ategorias

Uma vez que existem ategorias que têm bastantes propriedades em

omum sem que exista neessariamente um isomor�smo entre elas, surge

a neessidade de de�nir um oneito�menos exigente� que o de ategorias

isomorfas. A noção de isomor�smo natural de funtores permite de�nir

ategorias equivalentes.
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De�nição

Sejam C e D ategorias. Um funtor F : C! D diz-se uma equivalênia

se existem um funtor G : D! C e isomor�smos naturais

� : GF
v

�! Id

C

e  : Id
D

v

�! FG.

Claramente, todo o funtor que seja um isomor�smo é uma equivalênia.
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Sejam C e D ategorias.

Se existir uma equivalênia F : C! D, diz-se que C é equivalente a D.

Note-se que se C é equivalente a D, então D também é equivalente a C.

Assim, aso exista uma equivalênia entre as ategorias C e D diz-se que

as ategorias C e D são equivalentes e esreve-se C ' D.
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Proposição

Sejam C e D ategorias e F : C! D um funtor. Então são equivalentes

as a�rmações seguintes:

(1) F é um funtor pleno, �el e representativo.

(2) Existem um funtor G : D! C e isomor�smos naturais

� : GF
v

�! Id

C

e  : Id
D

v

�! FG tais que F� = (F )�1 e

G = (�G)�1.
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Exemplo

(1) Seja FDV

K

a ategoria dos espaços vetoriais �nitos sobre um orpo

K e seja MAT

K

a ategoria das matrizes sobre o orpo K (os objetos

desta ategoria são os inteiros não negativos, hom(m; n) é o onjunto das

matrizes do tipo m � n sobre K , a omposição de mor�smos é a

multipliação de matrizes).

Seja G o funtor de FDV

K

em MAT

K

tal que: para ada objeto V de

FDV

K

, G(V ) = dimV; para ada mor�smo f de FDV

K

, G(f ) é a matriz

do mor�smo f relativamente a bases �xas.

O funtor G é �el e pleno, uma vez que ada matriz A

m�n

: m ! n

representa (relativamente a bases �xas) uma únia transformação linear.

O funtor G também é representativo, uma vez que ada inteiro m é a

dimensão do espao vetorial K

m

.

Assim, as ategorias FDV

K

e MAT

K

são equivalentes.
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