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O desenvolvimento do estudo na area da matematica levou ao
aparecimento de diversas estruturas algébricas, tais como grupos, anéis,
reticulados, algebras de Boole, etc. Tais estruturas, embora distintas,
tém propriedades analogas, o que levou ao surgir de uma area da
matematica, a Algebra Universal, que tem por objetivo o estudo de
propriedades que sdo comuns a todas estas estruturas.
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Algebras

Um dos conceitos basicos em algebra universal suficientemente
abrangente para englobar muitas das estruturas algébricas que nos sido
familiares é a nocdo de &lgebra, a qual é definida como um conjunto néo
vazio equipado com uma familia de operacdes.

Dados um conjunto A e um inteiro ndo negativo n, define-se A" = {0} se
n=20e, paran>1, A" é o conjunto dos n-tuplos de elementos de A.

Definicao

Sejam A um conjunto e n € Ny. Chama-se operacdo n-aria em A a
qualquer funcdo f de A" em A e ao inteiro n da-se a designacdo de
aridade de f. Uma operacao finitaria é uma operacio n-dria, para
algum n € Np.
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A uma operacdo em A de aridade 0 da-se a designacdo de operacdo
nularia. Uma operacdo nularia é uma funcdo ¢ : {0} — A, sendo esta
funcdo completamente determinada pelo elemento c(0) € A e
usualmente identificada com esse elemento; por este motivo as operacdes
nulérias sdo também designadas por constantes.

As operacdes de aridade 1, 2 e 3 & usual dar a designacdo de operacdes
unarias, binarias e ternarias, respetivamente.
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Definicao

Da-se a designacdo de tipo algébrico, ou simplesmente tipo, a um par
(0, 1), onde O é um conjunto e T é uma funcio de O em Ny. Cada
elemento f de O é designado por simbolo de operacdo e T(f) diz-se a
sua aridade. O conjunto de todos os simbolos de O de aridade n é
representado por O,.
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Definicao

Chama-se algebra a um par A = (A; F) onde A é um conjunto ndo vazio
e F é uma familia (f*)¢co de operacées finitarias em A, indexada por
um conjunto O. Ao conjunto A da-se a designacdo de universo ou
conjunto suporte de A, cada operacdo f* é designada por operacao
fundamental de A ou operacao basica de A e ao conjunto O dé-se a
designacdo de conjunto de simbolos operacionais de A.

Uma élgebra A diz-se uma algebra de tipo (O, 1) se O é o conjunto de
simbolos operacionais de A e T é a funcdo (nf)feco que a cada simbolo
operacional f € O associa a aridade ns da operacdo basica f*.
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Ao longo do texto as algebras sdo representadas por letras maitsculas
caligraficas, eventualmente com indices, A, B, C, ..., A1, A>, ..., e 0

conjunto suporte das algebras é representado pelas letras maitsculas

respetivas, A, B, C, ..., A1, As, ...

Uma algebra A = (A; F) diz-se trivial se |A| = 1 e diz-se finita ou
infinita caso o seu conjunto suporte A seja finito ou infinito,
respetivamente.
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Note-se que na definicdo de algebra é importante fazer a distin¢do entre
simbolos operacionais e operacdes, até porque em diferentes algebras o
mesmo simbolo operacional pode estar associado a operacdes distintas.

Assim, dada uma algebra A = (A; (f*)rco), usa-se a notacio f* para
representar a operacdo fundamental de A indexada por f € O; a
operacdo f* da-se a designacdo de interpretacdo de f em A. Caso o
contexto seja claro pode escrever-se apenas f em vez de f4.

A indexacdo das operacdes basicas de uma algebra A com o conjunto de
simbolos operacionais O permite ter uma sequéncia ordenada das
operaces basicas da algebra, associando a cada simbolo operacional em
O uma operacdo finitaria em A. Esta indexacdo tem a vantagem de
permitir diferenciar operacées que tenham a mesma aridade.
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O conjunto de simbolos operacionais O de uma algebra A pode ser finito
ou infinito. Caso O seja finito, digamos O = {f, f,..., f,}, é usual
escrever A = (A; flA, ng ..... f,,A) ou apenas A= (A fi. b, ..., fn) e
representa-se o tipo de A por (O, ng, ng,, ..., ng,) ou por

(ng, ng, ..., ng), onde ng, i € {1,...,n}, representa a aridade da
operacdo A

Uma algebra A diz-se unaria se A é uma algebra de tipo (O, T) onde
7(f) =1, para todo f € O, ou seja, A é uma algebra em que todas as
operacdes fundamentais sdo unarias. A uma algebra A com uma Gnica
operacdo binaria, ou seja, a uma algebra de tipo ({f}, 7) onde 7(f) = 2,
da-se a designacio de grupdide.
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Definicao

Sejam A e B algebras de tipos (01, 71) e (02, T2), respetivamente. Diz-se
que a algebra B é um reduto da dlgebra A se: A e B tém o mesmo
universo, Oy C O; e, para todo f € O,, T1(f) = T>(f) e fA = B.
Exemplo

(i) Para qualquer conjunto ndo vazio A, A = (A; D) é uma algebra.

(ii) Um semigrupo é um grupdide S = (S;-) tal que, para quaisquer
x,y,z €S,

x-(y-z)=(xy)z (1.1)

ou seja, um semigrupo é uma algebra definida por um conjunto ndo vazio
munido de uma operacdo bindria associativa.
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Exemplo

(iii)) Um mondide é um semigrupo (M;-) com um elemento 1 € M tal
que, para todo x € M,

x-1=x=1 x (1.2)

A um elemento 1 que satisfaca as condicées anteriores da-se a
designacdo de elemento neutro ou identidade e é simples verificar que
num dado semigrupo ndo existe mais do que um elemento destes. Assim,
o elemento neutro pode ser interpretado como uma funcdo constante e
um mondide pode ser definido como uma algebra M = (M; -, 1) de tipo
(2,0) que satisfaz as identidades (1.1) e (1.2).
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(iv) Um grupo pode ser descrito como um tipo especial de semigrupo,
ou seja, como uma algebra (G; -) de tipo (2) que satisfaz as identidades
(1.1), (1.2) e tal que, para todo x € G, existe x~! € G tal que

x xl=1=x"1-x (1.3)

Atendendo a que um grupo é um mondide, um grupo pode também ser
definido como um monéide (G; -, 1) de tipo (2,0) que satisfaz a
identidade (1.3).

Num grupo (G;-), para cada x € G, existe um Gnico elemento x ' € G
que satisfaz a identidade (1.3), pelo que faz sentido considerar uma
operacdo undria que a cada elemento x € G associa o elemento x~*. Por
conseguinte, um grupo pode ser descrito como uma algebra

G =(G;-,71,1) de tipo (2, 1,0) que satisfaz (1.1), (1.2) e (1.3).

Um grupo abeliano é um grupo G = (G;-,7!,1) tal que, para quaisquer
X, y€G, x-y=y-x.
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(v) Um anel é uma algebra A = (A; +, -, —,0) de tipo (2,2,1,0) tal que
(A;+, —,0) & um grupo abeliano, (A;-) € um semigrupo e, para
quaisquer x,y,z € A,

x-(y+z2)=x-y+x-z e (y+z) x=y-x+z-x

Um anel com identidade é uma algebra A = (A; +, -, —,0, 1) de tipo
(2,2,1,0,0) tal que (A;+,,—,0) & um anel e (A;+,1) & um mondide.

(vi) Um semirreticulado é um semigrupo comutativo S = (S; ) tal que,
para todo x € S,
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(vii) Um reticulado é uma algebra R = (R; A, V) de tipo (2,2) tal que,
para quaisquer x,y,z € R,

R1: xAy=yAx, xVy=yVx;

R2: xA(yAz)=(xAy)Az, xV(yVz)=(xVy)Vz;
R3: xAx=x, XV X =Xx;

R4: xA(xVy)=x, xV(xAy)=x.

(viii) Um reticulado limitado é uma algebra R = (R; A, V,0,1) de tipo
(2,2,0,0) tal que (R; A, V) & um reticulado e, para qualquer x € R,

xAN0=0 e xVvV1=1.
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(ix) Um reticulado distributivo & um reticulado R = (R; A, V) tal que,
para quaisquer x,y,z € R,

xAN(yVz)=xAy)V(xANz)exV(yAz)=(xVy)A(xVz).

(x) Uma algebra de Boole & uma algebra B = (B; A, V,’,0,1) de tipo
(2,2,1,0,0) tal que (B; A, V) & um reticulado distributivo e, para todo
X € B,

xN0=0, xvl1=1,

xAx'=0, xVvx' =1.
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Subalgebras

Em certos casos o estudo de uma algebra pode ser simplificado
recorrendo ao estudo de outras algebras que estejam relacionadas com a
algebra dada. Por este motivo, é importante considerar processos que
permitam construir novas algebras a partir de uma determinada algebra.
Alguns desses processos de construcdo sdo abordados ao longo deste
texto - comecamos por referir a formacdo de subéalgebras.

Definicao
Sejam A um conjunto, n € Ny, f uma operacdo n-dria em A e X C A.
Diz-se que o conjunto X é fechado para a operacédo f se

f(a1,...,an) € X, para todo (ai,...,a,) € X".
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Nas condicdes da definicdo anterior, se f € uma operacdo nularia, entdo o
conjunto X é fechado para a operacdo f se e sé se f € X. Por
conseguinte, se X = (), o conjunto X nio é fechado para qualquer
operacdo nularia. Note-se, no entanto, que X = () é fechado para toda
toda a operacdo n-aria, sempre que n > 1.

Definicao

Sejam A = (A; F) uma élgebra. Um subconjunto B de A diz-se um
subuniverso de A se B é fechado para toda a operacdo de F.
Representa-se por SubA o conjunto de todos os subuniversos de A.

Observe-se que o conjunto vazio é subuniverso de uma algebra A se e s6
se A n3o tem operacdes nularias.
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Exemplo
1) Os conjuntos {0}, {2n|n € Z} e Z sdo subuniversos do semigrupo
(Z; +) e do anel (Z; +, -, —,0).

2) O conjunto {2n+ 1| n € Z} ndo é subuniverso do semigrupo (Z; +)
nem do anel (Z;+,-,—,0).

3) O conjunto O é um subuniverso do semigrupo (Z;+), mas ndo é
subuniverso do anel (Z;+, -, —,0).
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Teorema

Sejam A = (A; F) uma &lgebra e {S;|i € I} uma familia ndo vazia de
subuniversos de A. Entdo [;c; Si € um subuniverso de A.

Demonstracao.
Para cada i € I, S; é um subuniverso de A, pelo que S; C A. Assim,
ﬂier Si CA

Além disso, para qualquer f operacdo n-aria de A e para qualquer
(a1, ..., an) € (NMier Si)", tem-se f(ay,...,a,) € S;, para cada j € I,

pois (a1,...,ap) € (Si)" e cada um dos conjuntos S; & um subuniverso
de A. Entdo f(ay, ..., ap) € ﬂieI S; e, portanto, ﬂieI S; é fechado para
a operacdo f. O
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Teorema
Sejam A = (A; F) uma élgebra, X C A e

S = ﬂ{B | B é subuniverso de A e X C B}.

Entdo S é um subuniverso de A e é o menor subuniverso de A que
contém X.

Demonstracao.

Uma vez que A & um subuniverso de A e X C A, ent3o a familia
{B | B é subuniverso de A e X C B}

é n3o vazia e do teorema anterior segue que S é um subniverso de A. Da
definicdo de S é imediato que X C S e que S estd contido em qualquer
subuniverso de A que contenha X. O
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma algebra, X C A e S um subuniverso de A.
Designa-se por subuniverso de A gerado por X, e representa-se por
Sg*(X), o menor subuniverso de A que contém X, i.e., o conjunto

Sgt(X) = ﬂ{B | B é subuniverso de A e X C B}.

Diz-se que S é finitamente gerado se S = Sg*(X), para algum
conjunto finito X C A.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e X C A. Definem-se recursivamente

Xo = X
Xizi = XiU{f(x)|f é operacdo n-dgriaem A e x € (X;)".ne Ny}.

Entdo Sg*(X) = Ujen, Xi-
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Demonstracao.

E imediato que X C Uien, Xi € A.

Facilmente também se verifica que J;cy, Xi & fechado para toda a
operacdo de A:

Se f & uma operacdo n-ariaem A e a1, ..., a, sdo elementos tais que
(a1, .-, an) € (Uien, Xi)", tem-se (a1, ..., a,) € (Xk)", para algum
k € Ny, donde f(a1,...,an) € X1 C UIENOX

Logo U;cn, Xi € um subuniverso de A e contém X.

Além disso, [J;cy, Xi € o menor subuniverso de A que contém X. De
facto, se B é um subuniverso de A que contém X, mostra-se, por inducdo
em i, que X; C B, para todo i € Ny, e, por conseguinte, UieNo X; C B.

Assim, SgA(X) = Ujen, Xi- O
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Corolario

Sejam A uma 4lgebra, X C A e a € Sg*(X). Entdo a € Sg™(Y), para
algum subconjunto finito Y de X.

Demonstracao.

Do teorema anterior sabe-se que SgA(X) = UiENo Xi, onde X; sdo os
conjuntos descritos nesse mesmo teorema. Por inducdo em i prova-se que
se a € X;, entdo a € Sg*(Y), para algum subconjunto finito Y de X. [
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Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e X,Y C A. Entdo

(i) X C Sg*(X).

(i) X CY = SgA(X) C SgA(Y).

(iii) SgA(Sg(X)) = Sg(X).

(iv) SgA(X)=U{Sg™(2)| Z é subconjunto finito de X}.

Corolario

Sejam A = (A; F) uma algebra e Sg* : P(A) — P(A) a aplicacao
definida por X +— Sg*(X), para todo X € P(A). Entio Sg* é um
operador de fecho algébrico em (P(A), Q).
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Observe que os subuniversos de uma &lgebra A sdo exatamente os
subconjuntos X de A para os quais se tem X = Sg*4(X), ou seja, sdo os
subconjuntos de A fechados para o operador de fecho Sg*.

Teorema
Sejam A uma algebra. Entdo (SubA, C) é um reticulado algébrico,
tendo-se, para quaisquer B, C € SubA,

BAC=BnNC, BVC=S5g*BUC), VB,C € SubA.
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Definicao
Sejam A = (A; F) e B = (B; G) algebras do mesmo tipo (O, T). Diz-se
que B é uma subalgebra de A, e escreve-se B < A, se B é um
subuniverso de A e, para todo n € T(0) e todo o simbolo de operacio
feO,

fA(by, ..., by) = FB(b1, ..., by),

para qualquer (by, ..., b,) € B".

25
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Se B = (B;G) é subalgebra de uma algebra A = (A; F), entdo B é um
subuniverso de A. No entanto, um subuniverso de A n3o é
necessariamente o universo de uma subalgebra de A. Observe-se que o
conjunto vazio pode ser subuniverso de uma algebra A, mas n3o é
universo de qualquer subalgebra de A.

Exemplo
1) O anel (R; +,-,—,0) é uma subdlgebra do anel (C;+,-,—,0).
2) Se (G;-) é grupo, as suas subdlgebras sdo os subsemigrupos de G.

3) Se (G;-,~1,1) é grupo, as suas subalgebras sdo os subgrupos de G.
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma élgebra e X C A tal que X #0. Chama-

-se subalgebra de A gerada por X, e representa-se por Sg*(X), a
subalgebra de A cujo universo é Sg*(X).

Se na algebra A ha, pelo menos, uma operacdo nuldria, define-se a
subalgebra de A gerada por () como sendo a subalgebra de A cujo
universo é Sg*(0).

Diz-se que A é gerada por X ou que X é um conjunto de geradores
de A se Sg*(X) = A. A slgebra A diz-se finitamente gerada se A
admite um conjunto de geradores finito.

Exemplo
O anel Z = (Z; +, -, —,0) é finitamente gerado, pois SgZ({1}) = Z.
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Congruéncias e algebras quociente

Uma congruéncia numa algebra é uma relacdo de equivaléncia que é
compativel com as operacdes da algebra. A nocdo de congruéncia
desempenha um papel relevante no estudo de Algebra Universal.

Sejam A um conjunto e € uma relacdo bindria em A. Diz-se que € é uma
relacdo de equivaléncia em A se s3o satisfeitas as seguintes condices:

(i) paratodo a€ A, (a,a) €6, (reflexividade)

(i) para quaisquer a,b € A, (a,b) €8 = (b,a) €86, (simetria)

(iii) para quaisquer a,b,c € A, (a,b) €8 e (b c)€ b= (a.c) €.
(transitividade)
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Uma relacdo de equivaléncia 8 definida em A determina uma particdo de
A em subconjuntos n3o vazios e disjuntos.

Dado um elemento x € A, chama-se classe de equivaléncia de x
médulo 6 ou, caso n3o haja ambiguidade, classe de equivaléncia de x,
ao conjunto

[xlo={y € A|x0y}.

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elementos de A
chamamos conjunto quociente de A médulo 6 e representamo-lo por
A/8, ou seja,

A/6 ={[x]o | x € A}.

O conjunto de todas as relacdes de equivaléncia definidas num conjunto
A é representado por Eq(A).
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Teorema

Seja A um conjunto. Entdo (Eq(A), C) é um reticulado, tendo-se, para
quaisquer 01,0, € Eq(A),

01N =01N0H e

01V ={(x,y) €A?|IneN3Tz,z,..., Zn€EAx=20,y = 7,
eV1 S k S n,zZix_1 91 Zy ou Zy_1 92 Zk}.

Observe-se que se 07 e 0, sdo relacdes de equivaléncia num conjunto A,
tem-se

91\/92:91U(91092)U(91092091)U(91092091092)U....
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma &lgebra de tipo (O, T) e 8 uma relacdo de
equivaléncia em A. Diz-se que 8 é uma congruéncia em A se 0 satisfaz
a propriedade de substituicdo, i.e., se para quaisquer n € 7(0), f € O,
e(ay, ..., an), (b1, ..., b,) € A",

(Vie{l,....,n},a;0b) = fA(ar,...,a,) 0 fA(by, ..., by).
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Exemplo

(1) Considere o anel (Z;+,-, —,0). Para cada q € Z, seja =4 a relacio
de equivaléncia definida em 7 por

r=q5sser—s=qk, paraalgum k € Z.
Facilmente se verifica que:

(a) =4 é uma congruéncia neste anel, para todo q € 7Z.
(b) =0 é a congruéncia identidade.

(c) =1 é a congruéncia universal.
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Exemplo

(2) Dado um grupo G = (G; -, 7!, 1), podemos estabelecer uma relacdo
entre as congruéncias de G e os subgrupos invariantes de G:

(a) se 6 é uma congruéncia em G, entdo [1]g é o universo de um subgrupo
invariante de G e, dados a,b € G, tem-se a8b seesésea-b 1€ [1]o;

(b) se N = (N;-,~1,1) é um subgrupo invariante de G, a relacdo binaria
0 definida em N por
abbssea-bteN

é uma congruéncia em G e tem-se [1]g = N.

A aplicacdo 0 — [1]p é uma bijecio entre o conjunto das congruéncias de
G e o conjunto dos subgrupos invariantes de G.
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Exemplo
(3) Seja A= ({a, b, c, d}; fA) a algebra de tipo (1), onde f* é a
operacdo undria definida por

x|

a
fA(x ‘ b

b ¢ d
a d c

Para determinar todas as congruéncias de A pode-se comecar por
determinar todas as particées de {a, b, ¢, d} e seguidamente procurar as
particbes nas quais a imagem de uma classe é ainda uma classe.
Relativamente a algebra A, conclui-se que as relaces de congruéncia sio
as relacdes de equivaléncia associadas as seguintes particdes

{{a} {b}.{c.d}},  {{a b} {c} {d}},  {{a b} {c d}},
{{ach{b.d}},  {{a d} {b c}}.
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Exemplo

(4) Se R = (R; A, V) é um reticulado, entdo 6 € Eq(R) é uma
congruéncia em R se e s0 se:

(a) cada classe de 6 é um subrreticulado;

(b) cada classe de 6 é um subconjunto convexo de R
(ie., abbea<c< b= abc)

(c) as classes de equivaléncia de 0 sdo fechadas para quadrilateros

(i.e. sempre que a, b, ¢, d sdo elementos de R distintos e tais que
a<b c<de

(avd=beand=c)ou(bVc=debAc=a),

entdo af b sse cOd).
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O conjunto de todas as congruéncias da algebra A é denotado por Con A.

A relagdo identidade A = {(a, a) € A?|a € A} e a relagdo universal
V4 = A2 s30 elementos de ConA.

O conjunto de congruéncias de uma algebra, quando ordenado pela
relacdo de inclusdo de conjuntos, define um reticulado. O estudo das
propriedades deste reticulado fornece informacéo relevante no estudo da
algebra.

36



Elementos de algebra universal

Lema

Sejam A uma élgebra. Se 01, 6, sdo congruéncias em A, ent3o:

(1) 61 N6, € ConA.

(2) {(x,y) € A2|3neN3z,z,..., Zn €A x=2z0y =z,
eV1I< k<n,zx 1601 zx ouzx 10> Zk} € ConA.

Teorema

Sejam A uma dlgebra. Entdo (ConA, C) é um reticulado, tendo-se, para
quaisquer 01,0, € ConA,

01 NB,=6:N6 e

01VO,={(x,y) €A*|IneN Iz, 21,.... 2. EA: X =20,y = 2,
eV1 S k S n, zZkx 1 91 Zy OU Zi_1 92Zk}.

37



Elementos de algebra universal

Definicao
Sejam A uma dlgebra. Ao reticulado ConA = (ConA, C) dé-se a
designacdo de reticulado das congruéncias de A.

Lema

Sejam A uma élgebra e {0;}icr uma familia de congruéncias em A.
Entdo (;c; 0i € uma congruéncia em A.

Teorema
Seja A uma algebra. Entdo ConA é um reticulado completo, tendo-se,
para cada familia {0;}ic1 de congruéncias em A,

Néi=6 e \/6i=({6ConA|[ 6 C6}.

i€l iel iel iel
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Teorema

Para qualquer algebra A = (A; F) de tipo (O, T), existe um operador de
fecho algébrico em A x A tal que os subconjuntos fechados de A x A sio
precisamente as congruéncias de A. Assim, ConA é um reticulado
algébrico.
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Dada uma algebra A = (A; F) e X C A x A, existe pelo menos uma
congruéncia em A que contém X, mais precisamente, a congruéncia
universal V4.

Assim, a familia de congruéncias {0 € ConA| X C 6} é ndo vazia e
recorrendo a esta familia constroi-se a menor congruéncia em A que
contém X.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma algebra e X C A x A. Entéo

{6 € ConA| X C 6} € ConA e esta é a menor congruéncia em A que
contém X.
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma algebra, X C Ax A e a, b € A. Designa-se por
congruéncia gerada por X em A, e representa-se por ©(X), a
congruéncia ({0 € ConA| X C 6}.

Se X ={(ai,aj) e Ax A:1<i,j < n}, representa-se ©(X) por
©(a1,...,an). Em particular, se X = {(a, b)}, designa-se por
congruéncia principal gerada por a, b em A, e representa-se por
©(a, b), a congruéncia ({6 € ConA|ab b}.

Dada uma algebra A = (A; F), os elementos compactos do reticulado
ConA séo as congruéncias finitamente geradas
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Alguns factos (teis a respeito de congruéncias sio estabelecidos no
resultado seguinte.

Teorema

Sejam A uma élgebra, a1, by

(a) ©(a1,b1) =O(b1, a1)

(b) ©((a1,b1),..-(an b)) =O(a1, b1) V...V O(ay, by).

(c) ©(ay, ..., ap) =0O(a1,a)VO(az,a3)V...VO(ap_1,an).
(d) 6 =U{©(a, b)[(a b) € 6} = V{O(a b)|(a, b) € 6}

(¢) 6 =U{O((a1, b1), ..., (an, bn)) | (ai, bi) € 6, n > 1}.
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Os reticulados de congruéncias de certas classes de algebras satisfazem
propriedades adicionais que tém consequéncias nas propriedades das
respetivas algebras.

Definicao
Sejam A uma dlgebra e 61,60, € ConA. Diz-se que 0; e 6, sdo
permutaveis se 61 0 0, = 6, 0 01. Diz-se que a dlgebra A é:

e congruente-permutavel se qualquer par de congruéncias em A é
permutavel;

e congruente-distributiva (congruente-modular) se ConA é
distributivo (modular).

Uma classe K de dlgebras diz-se congruente-permutavel,
congruente-distributiva, congruente-modular se cada algebra da
classe satisfaz a respetiva propriedade.
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Nos resultados seguintes apresentam-se algumas propriedades a respeito
de congruéncias congruente-permutaveis.

Teorema

Sejam A uma algebra e 61,0, € ConA. Entdo as afirmacbes seguintes
sdo equivalentes:

(@) 106 =600,

(b) 01V O, =0100,,
(C) 92 091 g 91 092.

Teorema
Seja A uma algebra. Se A é congruente-permutavel, entdo A é
congruente-modular.

a4



Elementos de algebra universal

Sejam A = (A; F) uma algebra de tipo (O, T) e # uma congruéncia em A.

Atendendo a propriedade de substituicdo satisfeita pela congruéncia 0,
para cada f € O,, n € 7(0), a correspondéncia de (A/6)" em A/6 que a
cada elemento ([a1]e, . ... [an]e) de (A/0)" associa o elemento
[fA(a1,...,an)]e € independente dos representantes ay, ..., a, que se
escolhem para as classes [a1]g, ..., [an]s, pelo que esta correspondéncia é
uma operacdo n-aria em A/6.

Assim, é possivel associar ao conjunto quociente A/f a estrutura de uma
algebra do mesmo tipo da algebra A.
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma élgebra de tipo (O, T) e 8 uma congruéncia em
A. Chama-se algebra quociente de A, e representa-se por A/6, a
dlgebra do mesmo tipo da algebra A, com universo A/8 e tal que, para
cada n € 17(0) e cada simbolo operacional f € O,,

fA/e([al]Gv ceey [an]O) = [fA(al, soop an)]e, V(al, e, a,,) € A",
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Homomorfismos

No estudo de aplicacdes entre algebras do mesmo tipo sao relevantes as
que sdo compativeis com as operacdes das algebras: os homomorfismos.
Definicao

Sejam A = (A; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo (O, T) e

a: A — B uma funcdo. Diz-se que a é um homomorfismo de A em B,

e escreve-se o : A — B, se, para quaisquer n € 7(0) ef € O,, o €
compativel com f, i.e., se

a(fMay, ..., an)) = FB(afar), ..., a(an)).

para qualquer (a1, ..., a,) € A"
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Exemplo
Os homomorfismos de grupos, de anéis e de reticulados so casos
particulares da definicdo anterior.

Dadas algebras A = (A; F) e B = (B; G) do mesmo tipo, representa-se
por Hom(A, B) o conjunto dos homomorfismos de A em B.

Seja o € Hom(A, B).
- Se o é uma aplicagio sobrejetiva diz-se que o € um epimorfismo.

- O homomorfismo a diz-se um monomorfismo ou um mergulho de A
em B se « é injetivo. Caso exista um mergulho de A em B diz-se que a
algebra A pode ser mergulhada na algebra 1.
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- A um homomorfismo que seja bijetivo da-se a designacdo de
isomorfismo. Diz-se que a algebra A é isomorfa a algebra 13 se existe
um isomorfismo de A em B. Caso exista um isomorfismo de A em B,
também existe um isomorfismo de B em A, pelo que, caso exista um
isomorfismo de uma algebra na outra, diz-se apenas que as dlgebras A e
B sdo isomorfas e escreve-se A = .

- A um homomorfismo de A em A dé-se a designacdo de endomorfismo.
Um endomorfismo que seja bijetivo diz-se um automorfismo.

- O conjunto de endomorfismos de A representa-se por EndA e o
conjunto dos automorfismos de A representa-se por AutA.
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- A aplicacdo identidade id4 pertence quer a End A quer a AutAl.

- Cada um dos conjuntos EndA e AutA é fechado para a composicio de
aplicacdes.

Teorema

Sejam A, B, C algebras do mesmo tipo. Sea: A— Bep:B — C sdo
homomorfismos (respetivamente, isomorfismos), entdo § o o é um
homomortfismo (respetivamente, isomorfismo) de A em C.

- Do resultado anterior segue que, para cada algebra A,

EndA = (EndA; 0,ida) € um mondide e a estrutura algébrica

AutA = (AutA;o, 1 ida), onde ! representa a operacdo unaria que a
cada automorfismo de AutA associa a sua aplicacdo inversa, & um grupo.
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Elementos de algebra universal

Um isomorfismo é uma correspondéncia bijetiva entre os elementos de
duas algebras do mesmo tipo que respeita a interpretacdo de cada
simbolo operacional.

Assim, ha certas propriedades, ditas “propriedades algébricas”, que sendo
satisfeitas por uma dada algebra s3o satisfeitas por qualquer dlgebra que
Ihe seja isomorfa, o que torna as algebras indistinguiveis a respeito destas
propriedades.

Embora duas algebras isomorfas possam ser completamente diferentes,
em particular no que respeita aos seus elementos, é usual dizer que “as
algebras sdo a mesma, a menos de isomorfismo”.
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Teorema

Sejam A = (A; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo. Se a algebra A
é gerada por um conjunto X (X CA)ea,B: A— B sdo
homomortismos tais que, para todo x € X, a(x) = f(x), entdo a = B.

Demonstracao.
Se a algebra A é gerada pelo conjunto X, entdo A = UieNo X;, onde X;
sdo os conjuntos definidos recursivamente por

Xo = X

Xizi = XiU{f(x)|f é operacdo n-ariaem Ae x € (X;)".ne No}.
Por inducdo em i prova-se que, para todo i € Ny, a(x) = B(x), para

qualquer x € X;. Por conseguinte, para todo x € A, a(x) = B(x) e,
portanto, a = B. O
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Teorema
Sejam A = (A; F), B = (B; G) algebras do mesmo tipo e
o A — B um homomorfismo.
(i) Se A1 é um subuniverso de A, entdo a(A1) é um subuniverso de B.

(ii) Se By é um subuniverso de B, entdo a* (B1) é um subuniverso de

A
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Teorema
Sejam A = (A; F), B = (B;G) élgebras de tipo (O, T) e
a: A — B um homomorfismo. Ent3o:

(i) Se Ay = (A1; F1) é uma subalgebra de A, ento o par

(a(Ar); (FA)) o),

onde, para quaisquer n € T7(0) e f € O,, f(A) 6 3 funcdo de
a(A1)" em aA;) definida por

fa(Al)(a(al) _____ a(an)) = FB(a(ay), . ... a(an)),

para qualquer (aq, . .., ap) € (A1)", é uma subalgebra de B.
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(i) Se By = (B1,G1) é uma subalgebra de B e o (B;) # 0, entdo o par
(@™ (B1): (F* ®)reo),

onde, para quaisquer n € 7(0) e f € 0,, f*" B ¢ a
correspondéncia de (o (B1))" em a (B;) definida por

faH(Bl)(al _____ an) = fA(al ,,,,, a,,),

para qualquer (a, ..., an) € (¢ (B1))", € uma subalgebra de A.

(iii) Para qualquer X C A, SgB(a(X)) = a(Sg*(X)).
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Sejam A = (A; F) e B = (B; G) sao algebras do mesmo tipo (O, ),
a: A — B um homomorfismo, A; = (Ay; F1) uma subalgebra de A e
By = (B1; G1) uma subalgebra de B tal que a® (B;) # 0. Da-se a
designacdo de:

- imagem homomorfa de A; a algebra
(A1) = (a(Ar); (F)reo);
- pré-imagem de B a algebra
™ (By) = (@ (B1): (F* ®)reo).

Observe-se que a algebra B é uma imagem homomorfa de A se e s6 se
existe um epimorfismo de A em B.
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Dado um homomorfismo « entre algebras A = (A; F) e B=(B;G), a
aplicacdo o : A — B ndo é, em geral, injetiva. Sendo assim, tem
interesse estudar a relacdo binaria induzida por «, ou seja, a que relaciona
elementos que tenham a mesma imagem através da aplicacdo a.

Definicao

Sejam A = (A; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo e

a: A — B um homomorfismo. Designa-se por kernel de a, e
representa-se por ker o, a relacdo bindria em A definida por

ker a = {(a, b) € A% : a(a) = a(b)}.
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Teorema
Sejam A = (A; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo e
o A — B um homomorfismo. Ent3o a relacdo ker o é uma congruéncia

em A.

Demonstracao.

E imediato que ker o & uma relacdo de equivaléncia em A. Além disso,
para quaisquer n € 7(0) e f € O, se (aj, bj) € ker o, 1 < i < n, entdo

a(fA(ay, .. ., a,)) = fB(a(a), ..., a(as))
= fB(a(b), ..., a(b))
a(fA(by, ..., by))
e, portanto, (f*(ay,...,an), fA(b1,..., b)) € ker . Logo ker o € uma
congruéncia em A. O
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Desta forma, a cada homomorfismo & possivel associar uma congruéncia.
Reciprocamente, a cada congruéncia também é possivel associar um
homomorfismo.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e 6 uma congruéncia em A. A
correspondéncia mg de A em A/, definida por mg(a) = [a]g, para todo
a€ A, éuma aplicacio.

Definicao
Sejam A = (A; F) uma &lgebra e 6 uma congruéncia em A. A aplicacio

g : A — A/8, definida por mg(a) = [ale, € designada por aplicacdo
natural de A em A/6.
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Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e 6 uma congruéncia em A. Ento a
aplicacdo mg : A — A/8, definida por mg(a) = [a]e, para todo a € A, é
um epimorfismo de A em A/6.

Demonstracao.

Sejam 6 € ConA e mp : A — A/ a aplicagdo definida por mp(a) = [a]s,
para todo a € A. Entdo, para quaisquer n € 7(0), f € O, e

(a1, - .-, ap) € A", tem-se
mo(FA(a1,....an)) = [FAa1,...,an)e
= Aao, ... [anlo)
fA/9(7r9(al) ..... 7r9(a,,)),
pelo que mg € um homomorfismo. Claramente, 7y & sobrejetiva. O
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Definicdo

Sejam A = (A; F) uma élgebra e  uma congruéncia em A. O
epimorfismo mg : A — A/8, definido por mg(a) = [a]e, para todo a € A, é
designado por homomorfismo natural de A em A/9.

Observe que dos dois teoremas anteriores resulta que as congruéncias
numa algebra A sio exatamente os kernels dos homomorfismos com
dominio A.
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Sendo A e B algebras do mesmo tipo, a : A — B um epimorfismo e
6 = ker o, pode estabelecer-se um isomorfismo entre A/6 e B.

Teorema (Teorema do Homomorfismo)

Sejam A = (A; F) e B = (B;G) algebras do mesmo tipo, o : A — B um
homomorfismo, 8 = ker o e 19 : A — A/0 o homomorfismo natural.
Entdo a correspondéncia B de A/6 para B, definida por

B([ale) = a(a), para todo [a]g € A/6, é um monomorfismo de A/0 em B
e tem-se f o g = a. Caso « seja um epimorfismo, entdo B é um
isomorfismo. A———B

o

A/6
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Demonstracao

A correspondéncia B é uma aplicacdo. Com efeito, para todo [a]g € A/6,
tem-se B([a]e) € B e, para quaisquer [a]q, [b]o € A/,

[ale = [ble = a6 b = a(a) = a(b) = B([ale) = B([ble)-

Facilmente também se prova que B & injetiva, pois, para quaisquer
[a]e. [blo € A/0,

B(lale) = B([ble) = a(a) = a(b) = ab b = [als = [bo.

A aplicacdo § € um homomorfismo, uma vez que, para qualquer simbolo

de operacdo n-ario f e para qualquer (ay, ..., an) € A",
B(FA(lade. - [anle)) = B([F*(ar. .- an)lo)
ES a(fA(al ..... a,,))
= fB(a(al) ----- a(an))

FE(B([ale). - - .. B(lanls)).
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Demonstracao.

Assim, f € um monomorfismo.

A prova da igualdade f o Ty = a é imediata, pois B o Ty e o sdo ambas
aplicacdes de A em B e, para qualquer a € A,

(B o me)(a) = B(me(a)) = B([ale) = a(a)-

Caso a seja um epimorfismo é simples concluir que B é um isomorfismo.

De facto, se a € sobrejetiva, entdo, para todo b € B, existe a € A tal que
b = a(a) e, por conseguinte, b = f([a]g); logo B também &

sobrejetiva. O
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O Teorema do Homomorfismo é também conhecido por Primeiro
Teorema do Isomorfismo.

Do Teorema do Homomorfismo segue que uma &lgebra é imagem
homomorfa de outra algebra se e s6 se é isomorfa a uma algebra
quociente de A. Assim, o problema da determinacdo das imagens
homomorfas de A reduz-se ao problema da determinacdo das
congruencias de A.
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Definicao
Sejam A = (A; F) uma élgebra e 6, ¢ € ConA tais que 6 C ¢. Define-se
a relacdo ¢/6 em A/6 por

$/6 = {([ale. [blo) € (A/6)|(a.b) € ¢}.

Lema
Sejam A = (A; F) uma élgebra e 6, ¢ € ConA tais que 6 C ¢. Entdo ¢/
é uma congruéncia em A/#.
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Teorema (Teorema da Correspondéncia)

Sejam A = (A; F) uma élgebra e § € Con A. Entdo o subrreticulado

[6. V 4] de Con A e o reticulado ConA/6 sdo isomorfos. Mais
precisamente, a correspondéncia o de [8, V 4] para Con A/0, definida por
o(p) = ¢/8, é um isomorfismo de reticulados de [6, V 4] em Con A/6.
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Produtos diretos
e algebras diretamente indecomponiveis

Nas seccdes anteriores estudamos trés formas de construir novas algebras
a partir de algebras dadas: por formagdo de subalgebras, algebras
quociente e imagens homomorfas.

Nesta seccdo abordamos um outro processo de construcdo de algebras: a
formacdo de produtos diretos de algebras.

Note-se que com a formacdo de subalgebras ou de imagens homomorfas
de uma dada algebra ndo é possivel obter algebras com uma
cardinalidade superior a cardinalidade da algebra inicial, mas com a
formacdo de produtos diretos tal ja é possivel.

68



Elementos de algebra universal

Sejam I um conjunto e (A;)icr uma familia de conjuntos.

Designa-se por produto cartesiano da familia (A;)ic1, e representa-se
por [[;cr Ai, o conjunto de todas as funcdes f de I em J;.; A; tais que,
para todo i € I, f(i) € A;, i.e.,

[TA ={f: 1= JAilf(i) € A VieI}.

i€I i€l
Cada conjunto A; designa-se por fator do produto cartesiano.
Se A; =0, para algum i € I, tem-se Mict Ai = 0.

No caso em que I =, o conjunto [[,.; A; tem exatamente um

iel
elemento, a funcdo vazia; ie., [[;c; Ai = {0}.
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Se A; = A, para todo i € I, representa-se [[;.; A por Al Se
I={n,..., i}, k € N, escreve-se A;, x ... x Aj, para representar o
conjunto [];c; Ai.

Para cada j € I, designa-se por projecdo-j a aplicacdo p; : [[;c; Ai — A;
tal que p;(f) = f(j), para todo f € T];.; A;.
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Definicao

Sejam I um conjunto e (A;)icr = ((Ai; Fi))icr uma familia de algebras
do mesmo tipo (O, T). Designa-se por produto direto da famila (A;)icr,
e representa-se por [[;.; A, a algebra de tipo (O, T) com universo

[T;cr Ai e tal que, para todo o simbolo de operacdo f € O, e para
quaisquer fi, ..., f, € [[;c; Ai, se tem

et (£, £)(0) = FA(AG), ..., £u(i)), para todo i € I.
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Se I ={i,... ik}, o produto direto ”ieI A; é representado por
.A,'1 X...XA,',(.

No caso em que A; = A, para todo i € I, [];c; A é representado por Al
e diz-se uma poténcia direta de A.

Se I =0, [[;c; Ai & a algebra trivial com universo {0}.
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Para todo j € I, a projegdo p; : [[;c; Ai = A;j € um epimorfismo de
[Ticr Ai em A;. Assim, cada uma das algebras A;, j € I, € imagem
homomorfa de [T;.; A;.

Teorema
Se A1, A, As sdo dlgebras do mesmo tipo, entdo:

(i) A X As =2 Ar x Aj.
(ii) .Al X (Az X A3) = (.A1 X .Az) X .A3.

73



Elementos de algebra universal

Teorema

Sejam (A;)icr = ((Ai; Fi))icr uma familia de algebras do mesmo tipo e
A = (A; F) uma subalgebra de T];.; Ai. Entao ;e (kerpi)ja = Da.

Demonstracao.

Seja (a, b) € N;c(kerpi) a. Entdo a,b € A C [];c; Ai e, para todo
i €I, pi(a) = pi(b). Logo a = b e, portanto, (a, b) € Aa.
Reciprocamente, é 6bvio que A C (ker p;)a, para todo i € I. O

74



Elementos de algebra universal

Lema
Sejam A1 = (A1; F1) e Ay = (Ag; F2) algebras do mesmo tipo,
A=A; x Ay ep; : AL X Ay = A; a projecdo-i, i € {1,2}. Em Con A,
tem-se:

(i) ker prNkerpr = Aaxa,-

(ii) ker p1 o ker po = ker pp o ker p;.
(iii) ker p1 V kerpo = Va xa,.
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Demonstracao.

(i) Imediato a partir da proposicdo anterior.
(ii), (iii) Dados (a1, a2), (b1, b2) € A1 x Az, tem-se
((a1, a@2), (b1, @2)) € ker pa e ((b1, a2), (b1, b2)) € ker py.

Logo ker p1 o ker pp = V 4, x4, De modo analogo prova-se que
ker px o ker p1 = V a,x4,. Assim, ker p; e ker p2 sdo permutaveis e,
portanto, kerp; V kerpr = Vs, xa,. O
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Definicao

Sejam A = (A; F) uma élgebra e 6; € Con A. Diz-se que 6, é uma
congruéncia fator se existe uma congruéncia 8, em A tal que

01 NO;=2~N4, 01V 0, =V4 eb el sdo permutaveis. O par (91,92)
diz-se um par de congruéncias fator em A.
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Do lema anterior sabe-se que a algebra resultante do produto direto de
duas algebras tem sempre duas congruéncias fatores. Reciprocamente, o
préximo resultado estabelece que se uma algebra tem um par de
congruéncias fator, entdo esta algebra é isomorfa a um produto direto de
duas algebras.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma algebra e (61, 6,) um par de congruéncias fator
em A. Entdo a correspondéncia ¢ : A — A/61 x A/62, definida por
w(a) = ([ale,., [ale,), para todo a € A, é um isomorfismo de A em

.A/91 X .A/92
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Demonstracao

Claramente, ¢ é uma aplicacdo.

De forma simples verifica-se que a aplicacdo ¢ é injetiva: dados a,b € A
tais que p(a) = @(b), tem-se [a]g, = [b]e, € [a]o, = [b]o,. Logo
(a,b) € 61 e (a, b) € >, donde a = b.

A aplicacdo ¢ também é sobrejetiva. De facto, dados a, b € A, existe
c € Atal que (a,¢) € 61 e (c, b) € 6,. Entdo

(a6, [Ble,) = ([clar. [clo,) = @(c).
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Demonstracao.

Por Gltimo, prova-se que ¢ é um homomorfismo, uma vez que, para todo

o simbolo operacional f que seja n-ario e para quaisquer ai,...,a, € A,
tem-se
o(fA(ar .. an)) = (If*ar, - an)ley, [FA(a1, - 2n)le,)

(FA% ([arlo, - [anley), F4/% (a1l - - - [anle))
fA/Gle/Gz(([al]m, [a1]e,). - - -, ([anle,. [anls,))
fA/BXAI8(p(ay), . .., p(an)).
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O resultado anterior mostra que é possivel recorrer a certas congruéncias
de uma algebra para expressa-la como um produto direto de algebras
possivelmente mais pequenas. Porém, em certos casos s é possivel
expressar uma algebra como um produto direto de algebras se um dos
fatores do produto direto for a prépria algebra.

Definicao

Seja A uma algebra. Diz-se que A é diretamente indecomponivel se
sempre que A = A; X A,, entdo Ay é a algebra trivial ou A, é a dlgebra
trivial.

Exemplo
Toda a algebra finita com um nimero primo de elementos é diretamente
indecomponivel.

81



Elementos de algebra universal

Corolario

Seja A uma algebra. Entdo A é diretamente indecomponivel se e sé se as
(nicas congruéncias fator de A sdo Ap e V 4.

O resultado seguinte estabelece que as algebras diretamente
indecomponiveis funcionam como “blocos de construcdo” de certas
algebras.

Teorema

Toda a algebra finita é isomorfa a um produto direto de algebras
diretamente indecomponiveis.
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Demonstracao

Seja A = (A; F) uma algebra finita. A prova segue por inducdo forte no
namero de elementos de A.

Se |A| =1, ou seja, se A é trivial, o resultado é imediato, uma vez que A
é diretamente indecomponivel.

Se A n3o é trivial, admita-se, por hipétese de inducio, que toda algebra
B = (B;G) tal que |B| < |A| é isomorfa a um produto direto de algebras
diretamente indecomponiveis.

Se A é diretamente indecomponivel, a prova termina.
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Demonstracao.

Se A n3o é diretamente indecomponivel, entdo existem algebras ndo
triviais A; e A, tais que A 2 A; x Ay. Uma vez que |A1],|A2] < |A]
segue, por hipdtese de inducdo, que

.Al = le...XBm
.Az = Clx...xC,,,

onde By,...,Bm,C1,...,C, sdo algebras diretamente indecomponiveis.
Consequentemente,

A2Brx ... xBnxCix...xChp.
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Utilizando produtos diretos, existem dois processos de obter um
homomorfismo a partir de uma familia de homomorfismos.

Teorema
Sejam A uma dlgebra, (Aj)icr e (Bi)icr familias de dlgebras do mesmo
tipo de A e (hi : A — Bi)icr e (gi - Ai — Bi)icr familias de
homomortfismos. Entdo
(i) A aplicacdo h: A — [[.c; Bi, definida por (h(a))(i) = hi(a), para
todo a € A e para todo i € I, é um homomorfismo de A em ], Bi.
(i) A aplicacao g : [;c; Ai — [l;c; Bi. definida por
(g(a))(i) = gi(a(i)), para todo a € [[;.; Ai e para todo i € I, é um
homomorfismo de [[;c; Ai em [[;c; Bi.
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Produtos subdiretos
e algebras subdiretamente irredutiveis

Embora toda a algebra finita seja isomorfa a um produto direto de
algebras diretamente indecomponiveis, o mesmo n3o acontece para
algebras infinitas em geral; por exemplo, as algebras de Boole numeraveis
infinitas ndo sdo isomorfas a produtos diretos de algebras de Boole
diretamente indecomponiveis. Assim, as algebras diretamente
indecomponiveis ndo podem ser consideradas como “blocos de
construcdo”’ de toda a algebra. A necessidade de obter “blocos de
construcdo” gerais, levou Birkhoff a considerar um tipo de produto de
algebras diferente do produto direto.
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Definicao
Sejam A uma algebra e (A;)icr uma familia de algebras do mesmo tipo.
Diz-se que a algebra A é um produto subdireto da familia (A;);c1 se:

(i) A é uma subalgebra de [];.; Ai,
(ii) para cada i€ I, pi(A) = A;.
Note-se que se I = (), entdo A & produto subdireto de (A;)icr se e s6 se

A é a algebra trivial.
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Exemplo

1) Sejam (A;)ier uma familia de algebras do mesmo tipo. O produto
direto T[;c; Ai € um produto subdireto de (A;)icr.

2) Para qualquer algebra A = (A; F) que ndo tenha operacées nularias,
verifica-se facilmente que o conjunto ANa = {(a, a)|a € A} é um sub-
universo de A x A; representemos por /\ 4 a subalgebra de A x A com
universo A . Uma vez que p1(Aa) = p2(Da) = A, entdo A4 é um
produto subdireto de (A;)icf1,2y, onde Ay = Ay = A.
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Exemplo
3) Considerando os reticulados 2 e 3, i.e., as cadeias com dois e trés
elementos,
w
I b V
a u
2 3

o seu produto direto é o reticulado representado pelo diagrama

(b, w)
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Exemplo

O subrreticulado de 2 x 3 representado por

(b.w)

é um produto subdireto de 2 e 3.
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Definicao

Sejam A uma dlgebra e (Aj)icr uma familia de algebras do mesmo tipo.
A um monomorfismo o : A — [[;; Ai tal que a(A) é um produto
subdireto de (A;)icr da-se a designacio de mergulho subdireto.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e (6;)ic; uma familia de congruéncias em
A tal que ;c;0i = Aa. Entdo a correspondéncia o : A — T[;.; A/6i,
dada por (a(a))(i) = [ale;, para todo a € A, é um mergulho subdireto.
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Demonstracao.

De um teorema anterior sabe-se que a correspondéncia @ € um
homomorfismo de A em [[;.; A/6;.

A aplicacdo a também é injetiva, pois, para quaisquer a, b € A,

a(a) = a(b) (Vi € I, [alo; = [bla;)
(VielI (ab)eb)

a b) € Nicrbi = Aa
a=b.

Li Ul

Entdo o € um monomorfismo.

A respeito de a(A) verifica-se facilmente que esta algebra é um produto
subdireto de (A/6;)icr, uma vez que a(A) < [[;c;(A/8i)icr e & Sbvio
que pi(a(A)) = A/6;, para todo i € I. O
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A semelhanca do que sucede com o produto direto, prova-se que toda a
algebra é isomorfa a um produto subdireto de algebras.

Teorema

Sejam A = (A; F) uma élgebra e (6;)ic; uma familia de congruéncias em
A tal que ﬂ,-EI 0; = A 4. Entdo A é isomorfa a um produto subdireto da
familia de algebras (A/6;)ic1-

Demonstracao.

Pelo teorema anterior sabe-se que a aplicagdo o : A — [[;c; A/6,
definida por (a(a))(i) = [als;, para todo a € A, € um monomorfismo.
Logo A = a(A). Pelo mesmo teorema sabe-se que a(A) é um produto
subdireto da familia de algebras (A/6;)icr. O
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Em analogia com a definicdo de algebras diretamente indecomponiveis,
pretendemos considerar algebras que ndo possam ser expressas como
produto subdireto de algebras mais pequenas, com excepcdo dos casos
triviais.

Definicao

Uma &lgebra A diz-se subdiretamente irredutivel se, para qualquer
familia (A)icr de dlgebras do mesmo tipo de A e para qualquer mergulho
subdireto o : A — [;c; Ai, existe i € I tal que p; o e € um isomorfismo.
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Exemplo
A cadeia com trés elementos 3 ndo é subdiretamente irredutivel. De
facto, considerando o monomorfismo oo de 3 em 2 x 2 definido da forma

seguinte
o
o
D¢ — (1,0)
o
le —— V¥ (0,0)
3 2x2

verifica-se que este monomorfismo é um mergulho subdireto, pois a sua
imagem {(0,0), (0,1),(1,1)} é um produto subdireto de (A;)ic{1,2}
onde Ay = Ay = 2, mas nem py o« nem p> o @ é um monomorfismo.
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Uma caracterizacdo atil das algebras subdiretamente irredutiveis e que é
geralmente usada para identificar estas algebras é dada pelo resultado
seguinte.

Teorema
Uma algebra A é subdiretamente irredutivel se e s6 se A é trivial ou
ConA\ {A 4} tem elemento minimo. No segundo caso, o elemento
minimo de Con A\ {A} é N(ConA\ {AA}) e é uma congruéncia
principal.
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Uma éalgebra diretamente indecomponivel nem sempre é uma algebra
subdiretamente irredutivel (basta considerar como exemplo as cadeias
com exatamente trés elementos), mas o reciproco verifica-se
necessariamente.

Teorema
Toda a algebra subdiretamente irredutivel é diretamente indecomponivel.

Demonstracao.

Do teorema anterior segue que as (nicas congruéncias fator de uma
algebra subdiretamente irredutivel A = (A; F) sdo as congruéncias Ag4 e
V4. Logo A é diretamente indecomponivel. O
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Teorema (Birkhoff)

Toda a élgebra é isomorfa a um produto subdireto de dlgebras
subdiretamente irredutivers.
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No que se segue consideramos um tipo especial de algebras subdireta-

mente irredutiveis.

Definicao

Uma élgebra A diz-se simples se ConA = {Aa, Va}. Uma congruéncia
8 de A é maximal se o intervalo [0, V 4] tem exatamente dois elementos.

Teorema
Sejam A uma élgebra e 6 € ConA. Entdo a algebra A/6 é simples se e
s6 se 6 é uma congruéncia maximal em A ou 6 = V 4.
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Operadores e variedades

Um tema importante em algebra universal é o estudo de classes de
algebras do mesmo tipo que sejam fechadas para a formacéo de
subalgebras, imagens homomorfas e produtos diretos.

A uma fun¢do que associa a uma classe de algebras (todas do mesmo
tipo) uma classe de &lgebras (do mesmo tipo) damos a designacdo de
operador.
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Dados operadores O; e O, escreve-se 01 < 0> se 01(K) C 02(K), para
qualquer classe K de algebras.

Os operadores podem ser compostos dando origem a novos operadores.

Dados operadores O; e O, e uma classe K de algebras, escreve-se
010,(K) em vez de 01(02(K)) e 01*(K) em vez de 01(01(K)).

Um operador O diz-se idempotente se 0% = O.
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Dada uma classe K de algebras do mesmo tipo, representamos por:

e S(K) a classe de todas as subalgebras de elementos de K;

e H(K) a classe de todas as imagens homomorfas de elementos de K;

~

e I(K) a classe de todas as imagens isomorfas de elementos de K;

e P(K) a classe de todos os produtos diretos de elementos de K;

Ps(K) a classe de todos os produtos subdiretos de elementos de K.
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Observe-se que, para cada um dos operadores O definidos anteriormente:

- K C O(K), para qualquer classe K de algebras do mesmo tipo;

- se K e K3 sdo classes de algebras do mesmo tipo tais que K; C Kj,
entdo O(K;) C O(K>).
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Teorema

Para qualquer operador O € {H, S, I}, tem-se OI = IO.

Teorema

Seja K uma classe de algebras. Entdo:
(i)  SH(K) C H5(K); (i) PS(K) C SP(K); (ii) PH(K)C HP(K);
(iv)  H*(K) = H(K); (v) PP(K)=I(K);  (vi) S*(K)=S(K);
(vii) (IP)?*(K) = IP(K).

104



Elementos de algebra universal

Demonstracao:

(i) Seja A = (A; F) € SH(K).

Entdo existe B € K e um epimorfimo e : B — C tal que A <C.
Como « é sobrejetivo, entdo a“ (A) é ndo vazio.

Seja a“ (A) a algebra pré-imagem de A.

Uma vez que a“ (A) < Be afa*(A)) = A, entdo A € HS(K).
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Demonstracao.

(ii) Seja A = (A; F) € PS(K). Entdo A = [];.; A, onde A; < B;, para
algum B; € K. Uma vez que [[;c; Ai < T1;c; Bi, entdo A € SP(K).

(i) Seja A = (A; F) € PH(K). Ent3o existem algebras B € K e
epimorfismos «; : B; — A; tais que A = ﬂ,-EI A;. Facilmente se verifica
que a aplicagdo a : [[;c; Bi — [[;c; Ai definida por (a(a))(i) = ci(b(i))
& um epimorfismo. Logo A € HP(K). O
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Uma classe K de algebras do mesmo tipo diz-se fechada para um
operador O se O(K) C K.

Teorema

Seja K uma classe de dlgebras. Se a classe K é fechada para um
operador O € {S, H,I,P, Ps}, entdo O(K) = K.

Definicao

Seja K uma classe ndo vazia de algebras do mesmo tipo. Diz-se que K é
uma variedade se é fechada para a formacdo de imagens homomorfas,
subalgebras e produtos diretos.
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Uma vez que a intersecdo de uma familia ndo vazia de variedades de
algebras do mesmo tipo é uma variedade e atendendo a que a classe
formada por todas as algebras do mesmo tipo é uma variedade,
conclui-se que para qualquer classe K de algebras do mesmo tipo existe a
menor variedade que contém K.

Definicao

Seja K uma classe de dlgebras do mesmo tipo. Designa-se por variedade
gerada por K, e representa-se por V(K), a menor variedade que contém
K.

Teorema (Teorema de Tarski)
Seja K uma classe de algebras do mesmo tipo. Entdo V(K) = HSP(K).

108



Elementos de algebra universal

Demonstracao.

Por um lado, como K C V(K) e V(K) & uma variedade, tem-se
HSP(K) C HSP(V(K)) = HS(V(K)) = HV(K) = V(K).

Por outro lado, tem-se
HHSP(K) = HSP(K)
SHSP(K) C HSSP(K) = HSP(K);

PHSP(K) C HPSP(K) C HSPP(K) C HSIPIP(K)
C HSIP(K) C HSHP(K) C HHSP(K) = HSP(K).

Logo HSP(K) é uma variedade. Por conseguinte, atendendo a que
K C HSP(K), tem-se V(K) C HSP(K). O
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O resultado seguinte é bastante atil no estudo de variedades.
Teorema

Seja K uma variedade. Entdo toda a dlgebra de K é isomorfa a um
produto subdireto de algebras subdiretamente irredutiveis de K.

Como consequéncia imediata deste teorema tem-se o resultado seguinte.
Corolario

Toda a variedade é gerada pelas suas algebras subdiretamente
irredutivers.
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Termos, algebras livres

Nas seccdes anteriores foram abordados alguns processos algébricos para
a construcdo de algebras e foi dada especial atencdo ao estudo de classes
de algebras que sdo fechadas para alguns desses processos de construcio,
mais especificamente, estudaram-se classes fechadas para a formacio de
subalgebras, para a formagdo de imagens homomorfas e para a formacio
de produtos diretos. Note-se, porém, que a maioria das algebras que se
estudam s3o definidas por operacdes que satisfazem determinadas
identidades. Sendo assim, & importante averiguar se os processos de
construcdo referidos anteriormente também preservam as identidades que
sdo satisfeitas pelas algebras de uma determinada classe.
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No sentido de fazer tal estudo, nesta seccdo comecamos por introduzir os
conceitos de termo e de algebras livres, conceitos estes que serdo
posteriormente utilizados para definir identidades e estabelecer a ligacdo
existente entre a abordagem algébrica e a abordagem equacional adotada
no estudo das algebras.

Definicao
Sejam (O, T) um tipo algébrico e X um conjunto. O conjunto T (X) dos
termos de tipo (O, 1) sobre X é o menor conjunto tal que:

(i) XUO0y C T(X).
(i) Sety,...,.ta € T(X) ef € O, entdo f(t1,...,t,) € T(X).
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Note-se que T(X) # 0 se e s6 se X U Oq #£ 0.

Para um simbolo de operacdo binario - & usual adotar a notacdo t; - t,
em vez de -(ty, tp).

Dado t € T(X), escreve-se t(xi, ..., Xxp) para indicar que as variaveis que
ocorrem no termo t pertencem a {xi, ..., Xp}-

Um termo t diz-se n-ario se o namero de variaveis que ocorrem em t é
menor ou igual a n.
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Exemplo
(1) Sejam X = {x,y,z} e (O, T) um tipo algébrico, onde O é constituido
por dois simbolos de operacdo binarios - e +. Entdo

x,y,z,x-(y+2z) (xy)+(x-2)
sdo alguns dos termos sobre X .

(2) Os polinémios reais sdo termos de tipo (O, T), onde O é constituido
por trés simbolos de operacdo binarios +, -, — e por um simbolo de
operacdo nulério r, para cada r € R.
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Definicdo

Dado um termo t(xi, ..., x,) de tipo (O, T) sobre um conjunto X e dada
uma algebra A = (A; F) de tipo (O, T), define-se a funcdo t* : A" — A
da seguinte forma:

(1) se t é uma variavel x;, entdo t*(ay, ..., a,) = a;, para a1, ..., a, € A.

(2) se t é da forma f(ti(xi, ..., Xn)i e te(x1, -, Xn)), onde f € O,
entao

para quaisquer as, . . ., a, € A.

A funcdo t* designa-se por funcdo termo em A induzida por t.
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O resultado seguinte estabelece algumas propriedades importantes
relativas a funcdes termo, mais especificamente, estabelece que as
funcdes termo se comportam de forma analoga as operacdes
fundamentais de uma algebra no que respeita a congruéncias e a

homomorfismos.
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Teorema
Para qualquer tipo algébrico (O, T) e para quaisquer algebras A = (A; F),
B = (B; G) de tipo (0, T), tem-se o seguinte:

(i) Set é um termo n-drio de tipo (O, T), 6 € Con A e (aj, b;) € 0, para
qualquer i € {1, ..., n}, entdo

(i) Se t é um termo n-ario de tipo (O, 7) e : A — B é um
homomortfismo, entdo

para quaisquer as, . . ., a, € A.
(iii) Seja S um subconjunto de A. Entdo

SgA(S) = {t*(a1,...,an) : t é um termo n-ario de tipo (O, T),
neNy,a1,..., a, € S}. 117
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Dado um tipo algébrico (O, T) e um conjunto X, define-se de forma
natural uma algebra de tipo (O, T) que tem como universo o conjunto de
termos T (X).

Definicao

Sejam (O, T) um tipo algébrico e X um conjunto tal que T(X) # 0.
Designa-se por algebra dos termos de tipo (O, T) sobre X, e
representa-se por T(X), a algebra T(X) = (T(X); (f7*))re0) tal que,
para cada

feo, fTX) . T(X)" — T(X) é a operacdo definida por

FTONty, .. ) = F(ty, ... tn),
para quaisquer ty, ..., t, € T(X).

Claramente, a algebra T(X) é gerada por X.
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Definicao
Sejam K uma classe de algebras de tipo (O, T), U = (U; F) uma &lgebra
de tipo (O, T) e X um subconjunto de U. Diz-se que a algebra U é livre
para K sobre X se:

(i) U é gerada por X;

(ii) para cada édlgebra A € K e para cada aplicacdo o : X — A, existe
um homomorfismo @ : U — A que estende @ (i.e., a(x) = a(x),
para todo x € X).
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Lema

Sejam K uma classe de algebras de tipo (O, 1), U = (U; F) uma &lgebra
de tipo (O, T) e X um subconjunto de U. Se a algebra U é livre para K
sobre X, entdo, para qualquer dlgebra A = (A; G) € K e para qualquer
aplicacdo oo - X — A, existe um dnico homomorfismoa : U — A que
estende a.
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Teorema

Sejam (O, T) um tipo algébrico, K a classe de todas as algebras de tipo
(0, 1) e X um conjunto tal que X U Og # 0. Entdo a édlgebra T(X) é
livre para K sobre X.

Demonstracao.

Ja foi observado anteriormente que X gera T(X). Também se prova que,
para cada algebra A = (A; F) € K e para cada funcdo a : X — A, existe
um homomorfismo @ : 7(X) — A que estende a. De facto, é simples
verificar que a aplicacdo @ : T(X) — A definida recursivamente por

(i) @(x) = a(x), para todo x € X,

(i) a(f(ts,. .-, tn)) = FAa(t), ..., @(t,)), para quaisquer
[P theT(X)ef €O,

& um homomorfismo de T(X) em A que estende a. O
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Identidades, Teorema de Birkhoff

Um dos mais conhecidos teoremas de Birkhoff estabelece que as classes
de algebras definidas por identidades sdo precisamente as classes de
algebras que sdo fechadas para a formagdo de imagens homomorfas,
subalgebras e produtos diretos. Nesta seccdo estudamos identidades e a
sua relacdo com algebras livres, no sentido de se estabelecer o referido

teorema.
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Definicao
Sejam (O, T) um tipo algébrico e X um conjunto de varidveis. Uma
identidade de tipo (O, T) sobre X é uma expressdo da forma

pPRq.

onde p, q € T(X). Representa-se por Id(X) o conjunto de todas as
identidades de tipo (O, T) sobre X.
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Definicao

Dada uma &lgebra A de tipo (O, T), diz-se que a algebra A satisfaz a

identidade
p(Xx1, ..., Xxn) = q(x1, ..., %n)
se, para quaisquer ai, ..., a, € A,
pA(al, cedp) = qA(al, e an).

Neste caso, diz-se que a identidade é verdadeira em A ou que se
verifica em A, e escreve-se

AEp(xa, ... %) = q(x1, ..., %a)

ou, mais abreviadamente,
AEp=aqg.
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Definicao

Se Y é um conjunto de identidades, diz-se que A satisfaz ¥, e escreve-se
AETY,

se A= p ~ q, para qualquer p =~ q € X.

Uma classe de dlgebras K satisfaz uma identidade p ~ q, e escreve-se
KEp=aq,

se cada uma das algebras de K satisfaz p ~ q. Diz-se que K satisfaz um
conjunto de identidades ¥, e escreve-se

KEZ,
se K satisfaz cada uma das identidades de Y.
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Definicao
O conjunto de todas as identidades de tipo (O, T) sobre X que sdo
satisfeitas por K é representado por Idg(X); i.e.,

Id(X) ={p~ qgeld(X): K| p=q}.
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Lema

Para qualquer classe K de algebras de tipo (O, T), as classes K, I(K),
S(K), H(K), P(K) e HSP(K) satisfazem as mesmas identidades sobre
qualquer conjunto de variaveis X.
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Definicdo

Dado um conjunto ¥ de identidades de tipo (O, T), define-se M(X) como
sendo a classe de todas as dlgebras de tipo (O, T) que satistazem X.
Uma classe K de dlgebras de tipo (O, T) diz-se uma classe equacional
se existe um conjunto de identidades ¥ tal que K = M(X). Neste caso,
diz-se que a classe K ¢é definida ou axiomatizada por X.

Teorema (Birkhoff)

Seja K uma classe de algebras de tipo (O, T). Entdo K é uma classe
equacional se e s6 se K é uma variedade.
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Exemplo

(1) Grupos: A classe G dos grupos vistos como algebras de tipo (2,1,0) é
uma variedade:

G |= {a(bc) ~ (ab)c,al ¥ la~ a,aa ' ~ a ta~ 1}

A classe dos grupos vistos como algebras do tipo (2) ndo é uma
variedade.

(2) Semigrupos: A classe S dos semigrupos é uma variedade:
S = {a(bc) =~ (ab)c}.
(3) Reticulados: A classe R dos reticulados é uma variedade

RE {aAbxbAa,aVvb=xbVa,
aN(bAc)=(aAb)Ac,aV(bVc)~(aVb)Ve,

av(anb)~aan(aVvb)=a} o
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