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Elementos de álgebra universal

O desenvolvimento do estudo na área da matemáti
a levou ao

apare
imento de diversas estruturas algébri
as, tais 
omo grupos, anéis,

reti
ulados, álgebras de Boole, et
. Tais estruturas, embora distintas,

têm propriedades análogas, o que levou ao surgir de uma área da

matemáti
a, a Álgebra Universal, que tem por objetivo o estudo de

propriedades que são 
omuns a todas estas estruturas.
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Álgebras

Um dos 
on
eitos bási
os em álgebra universal su�
ientemente

abrangente para englobar muitas das estruturas algébri
as que nos são

familiares é a noção de álgebra, a qual é de�nida 
omo um 
onjunto não

vazio equipado 
om uma família de operações.

Dados um 
onjunto A e um inteiro não negativo n, de�ne-se A

n = f;g se

n = 0 e, para n > 1, An

é o 
onjunto dos n-tuplos de elementos de A.

De�nição

Sejam A um 
onjunto e n 2 N0 . Chama-se operação n-ária em A a

qualquer função f de A

n

em A e ao inteiro n dá-se a designação de

aridade de f . Uma operação �nitária é uma operação n-ária, para

algum n 2 N0 .
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A uma operação em A de aridade 0 dá-se a designação de operação

nulária. Uma operação nulária é uma função 
 : f;g ! A, sendo esta

função 
ompletamente determinada pelo elemento 
(;) 2 A e

usualmente identi�
ada 
om esse elemento; por este motivo as operações

nulárias são também designadas por 
onstantes.

Às operações de aridade 1, 2 e 3 é usual dar a designação de operações

unárias, binárias e ternárias, respetivamente.
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De�nição

Dá-se a designação de tipo algébri
o, ou simplesmente tipo, a um par

(O; �), onde O é um 
onjunto e � é uma função de O em N0 . Cada

elemento f de O é designado por símbolo de operação e �(f ) diz-se a

sua aridade. O 
onjunto de todos os símbolos de O de aridade n é

representado por O

n

.
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De�nição

Chama-se álgebra a um par A = (A;F ) onde A é um 
onjunto não vazio

e F é uma família (f A)
f 2O

de operações �nitárias em A, indexada por

um 
onjunto O. Ao 
onjunto A dá-se a designação de universo ou


onjunto suporte de A, 
ada operação f

A

é designada por operação

fundamental de A ou operação bási
a de A e ao 
onjunto O dá-se a

designação de 
onjunto de símbolos opera
ionais de A.

Uma álgebra A diz-se uma álgebra de tipo (O; �) se O é o 
onjunto de

símbolos opera
ionais de A e � é a função (n
f

)
f 2O

que a 
ada símbolo

opera
ional f 2 O asso
ia a aridade n

f

da operação bási
a f

A

.
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Ao longo do texto as álgebras são representadas por letras maiús
ulas


aligrá�
as, eventualmente 
om índi
es, A, B, C, ..., A1, A2, ..., e o


onjunto suporte das álgebras é representado pelas letras maiús
ulas

respetivas, A, B, C, ..., A1, A2, ....

Uma álgebra A = (A;F ) diz-se trivial se jAj = 1 e diz-se �nita ou

in�nita 
aso o seu 
onjunto suporte A seja �nito ou in�nito,

respetivamente.
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Note-se que na de�nição de álgebra é importante fazer a distinção entre

símbolos opera
ionais e operações, até porque em diferentes álgebras o

mesmo símbolo opera
ional pode estar asso
iado a operações distintas.

Assim, dada uma álgebra A = (A; (f A)
f 2O

), usa-se a notação f

A

para

representar a operação fundamental de A indexada por f 2 O; à

operação f

A

dá-se a designação de interpretação de f em A. Caso o


ontexto seja 
laro pode es
rever-se apenas f em vez de f

A

.

A indexação das operações bási
as de uma álgebra A 
om o 
onjunto de

símbolos opera
ionais O permite ter uma sequên
ia ordenada das

operações bási
as da álgebra, asso
iando a 
ada símbolo opera
ional em

O uma operação �nitária em A. Esta indexação tem a vantagem de

permitir diferen
iar operações que tenham a mesma aridade.
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O 
onjunto de símbolos opera
ionais O de uma álgebra A pode ser �nito

ou in�nito. Caso O seja �nito, digamos O = ff1; f2; : : : ; fng, é usual

es
rever A = (A; f1
A

; f2
A

; : : : ; f

n

A) ou apenas A = (A; f1; f2; : : : ; fn) e

representa-se o tipo de A por (O; n
f1 ; nf2 ; : : : ; nfn) ou por

(n
f1 ; nf2 ; : : : ; nfn), onde nfi , i 2 f1; : : : ; ng, representa a aridade da

operação f

i

A

.

Uma álgebra A diz-se unária se A é uma álgebra de tipo (O; �) onde

�(f ) = 1, para todo f 2 O, ou seja, A é uma álgebra em que todas as

operações fundamentais são unárias. A uma álgebra A 
om uma úni
a

operação binária, ou seja, a uma álgebra de tipo (ff g; �) onde �(f ) = 2,

dá-se a designação de grupóide.
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De�nição

Sejam A e B álgebras de tipos (O1; �1) e (O2; �2), respetivamente. Diz-se

que a álgebra B é um reduto da álgebra A se: A e B têm o mesmo

universo, O2 � O1 e, para todo f 2 O2, �1(f ) = �2(f ) e f
A = f

B

.

Exemplo

(i) Para qualquer 
onjunto não vazio A, A = (A; ;) é uma álgebra.

(ii) Um semigrupo é um grupóide S = (S; �) tal que, para quaisquer

x; y ; z 2 S,

x � (y � z) = (x � y) � z , (1.1)

ou seja, um semigrupo é uma álgebra de�nida por um 
onjunto não vazio

munido de uma operação binária asso
iativa.
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Exemplo

(iii) Um monóide é um semigrupo (M; �) 
om um elemento 1 2 M tal

que, para todo x 2 M,

x � 1 = x = 1 � x: (1.2)

A um elemento 1 que satisfaça as 
ondições anteriores dá-se a

designação de elemento neutro ou identidade e é simples veri�
ar que

num dado semigrupo não existe mais do que um elemento destes. Assim,

o elemento neutro pode ser interpretado 
omo uma função 
onstante e

um monóide pode ser de�nido 
omo uma álgebra M = (M; �; 1) de tipo

(2; 0) que satisfaz as identidades (1.1) e (1.2).
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(iv) Um grupo pode ser des
rito 
omo um tipo espe
ial de semigrupo,

ou seja, 
omo uma álgebra (G; �) de tipo (2) que satisfaz as identidades

(1.1), (1.2) e tal que, para todo x 2 G, existe x

�1
2 G tal que

x � x

�1 = 1 = x

�1
� x: (1.3)

Atendendo a que um grupo é um monóide, um grupo pode também ser

de�nido 
omo um monóide (G; �; 1) de tipo (2; 0) que satisfaz a

identidade (1.3).

Num grupo (G; �), para 
ada x 2 G, existe um úni
o elemento x

�1
2 G

que satisfaz a identidade (1.3), pelo que faz sentido 
onsiderar uma

operação unária que a 
ada elemento x 2 G asso
ia o elemento x

�1
. Por


onseguinte, um grupo pode ser des
rito 
omo uma álgebra

G = (G; �;�1 ; 1) de tipo (2; 1; 0) que satisfaz (1.1), (1.2) e (1.3).

Um grupo abeliano é um grupo G = (G; �;�1 ; 1) tal que, para quaisquer

x; y 2 G, x � y = y � x:
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(v) Um anel é uma álgebra A = (A; +; �;�; 0) de tipo (2; 2; 1; 0) tal que

(A; +;�; 0) é um grupo abeliano, (A; �) é um semigrupo e, para

quaisquer x; y ; z 2 A,

x � (y + z) = x � y + x � z e (y + z) � x = y � x + z � x:

Um anel 
om identidade é uma álgebra A = (A; +; �;�; 0; 1) de tipo

(2; 2; 1; 0; 0) tal que (A; +; �;�; 0) é um anel e (A; �; 1) é um monóide.

(vi) Um semirreti
ulado é um semigrupo 
omutativo S = (S; �) tal que,

para todo x 2 S,

x � x = x:
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(vii) Um reti
ulado é uma álgebra R = (R;^;_) de tipo (2; 2) tal que,

para quaisquer x; y ; z 2 R,

R1: x ^ y = y ^ x , x _ y = y _ x ;

R2: x ^ (y ^ z) = (x ^ y) ^ z , x _ (y _ z) = (x _ y) _ z ;

R3: x ^ x = x , x _ x = x ;

R4: x ^ (x _ y) = x , x _ (x ^ y) = x .

(viii) Um reti
ulado limitado é uma álgebra R = (R;^;_; 0; 1) de tipo

(2; 2; 0; 0) tal que (R;^;_) é um reti
ulado e, para qualquer x 2 R,

x ^ 0 = 0 e x _ 1 = 1:
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(ix) Um reti
ulado distributivo é um reti
ulado R = (R;^;_) tal que,

para quaisquer x; y ; z 2 R,

x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z) e x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z):

(x) Uma álgebra de Boole é uma álgebra B = (B;^;_; 0; 0; 1) de tipo

(2; 2; 1; 0; 0) tal que (B;^;_) é um reti
ulado distributivo e, para todo

x 2 B,

x ^ 0 = 0; x _ 1 = 1;

x ^ x

0 = 0; x _ x

0 = 1:
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Subálgebras

Em 
ertos 
asos o estudo de uma álgebra pode ser simpli�
ado

re
orrendo ao estudo de outras álgebras que estejam rela
ionadas 
om a

álgebra dada. Por este motivo, é importante 
onsiderar pro
essos que

permitam 
onstruir novas álgebras a partir de uma determinada álgebra.

Alguns desses pro
essos de 
onstrução são abordados ao longo deste

texto - 
omeçamos por referir a formação de subálgebras.

De�nição

Sejam A um 
onjunto, n 2 N0 , f uma operação n-ária em A e X � A.

Diz-se que o 
onjunto X é fe
hado para a operação f se

f (a1; : : : ; an) 2 X; para todo (a1; : : : ; an) 2 X

n

:
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Nas 
ondições da de�nição anterior, se f é uma operação nulária, então o


onjunto X é fe
hado para a operação f se e só se f 2 X. Por


onseguinte, se X = ;, o 
onjunto X não é fe
hado para qualquer

operação nulária. Note-se, no entanto, que X = ; é fe
hado para toda

toda a operação n-ária, sempre que n � 1.

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra. Um sub
onjunto B de A diz-se um

subuniverso de A se B é fe
hado para toda a operação de F .

Representa-se por SubA o 
onjunto de todos os subuniversos de A.

Observe-se que o 
onjunto vazio é subuniverso de uma álgebra A se e só

se A não tem operações nulárias.
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Exemplo

1) Os 
onjuntos f0g, f2n j n 2 Zg e Z são subuniversos do semigrupo

(Z; +) e do anel (Z; +; �;�; 0).

2) O 
onjunto f2n+ 1 j n 2 Zg não é subuniverso do semigrupo (Z; +)

nem do anel (Z; +; �;�; 0).

3) O 
onjunto ; é um subuniverso do semigrupo (Z; +), mas não é

subuniverso do anel (Z; +; �;�; 0).
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Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e fS

i

j i 2 Ig uma família não vazia de

subuniversos de A. Então

T

i2I

S

i

é um subuniverso de A.

Demonstração.

Para 
ada i 2 I, S

i

é um subuniverso de A, pelo que S

i

� A. Assim,

T

i2I

S

i

� A.

Além disso, para qualquer f operação n-ária de A e para qualquer

(a1; : : : ; an) 2
�

T

i2I

S

i

�

n

, tem-se f (a1; : : : ; an) 2 S

i

, para 
ada i 2 I,

pois (a1; : : : ; an) 2 (S
i

)n e 
ada um dos 
onjuntos S

i

é um subuniverso

de A. Então f (a1; : : : ; an) 2
T

i2I

S

i

e, portanto,

T

i2I

S

i

é fe
hado para

a operação f .
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Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra, X � A e

S =
\

fB jB é subuniverso de A e X � Bg:

Então S é um subuniverso de A e é o menor subuniverso de A que


ontém X.

Demonstração.

Uma vez que A é um subuniverso de A e X � A, então a família

fB jB é subuniverso de A e X � Bg

é não vazia e do teorema anterior segue que S é um subniverso de A. Da

de�nição de S é imediato que X � S e que S está 
ontido em qualquer

subuniverso de A que 
ontenha X.
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De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra, X � A e S um subuniverso de A.

Designa-se por subuniverso de A gerado por X, e representa-se por

Sg

A(X), o menor subuniverso de A que 
ontém X, i.e., o 
onjunto

Sg

A(X) =
\

fB jB é subuniverso de A e X � Bg:

Diz-se que S é �nitamente gerado se S = Sg

A(X), para algum


onjunto �nito X � A.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e X � A. De�nem-se re
ursivamente

X0 = X;

X

i+1 = X

i

[ ff (x) j f é operação n-ária em A e x 2 (X
i

)n; n 2 N0g:

Então Sg

A(X) =
S

i2N0
X

i

:
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Demonstração.

É imediato que X �

S

i2N0
X

i

� A.

Fa
ilmente também se veri�
a que

S

i2N0
X

i

é fe
hado para toda a

operação de A:

Se f é uma operação n-ária em A e a1; : : : ; an são elementos tais que

(a1; : : : ; an) 2 (
S

i2N0
X

i

)n, tem-se (a1; : : : ; an) 2 (X
k

)n, para algum

k 2 N0 , donde f (a1; : : : ; an) 2 X

k+1 �
S

i2N0
X

i

.

Logo

S

i2N0
X

i

é um subuniverso de A e 
ontém X.

Além disso,

S

i2N0
X

i

é o menor subuniverso de A que 
ontém X. De

fa
to, se B é um subuniverso de A que 
ontém X, mostra-se, por indução

em i , que X

i

� B, para todo i 2 N0 , e, por 
onseguinte,
S

i2N0
X

i

� B.

Assim, Sg

A(X) =
S

i2N0
X

i

:
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Corolário

Sejam A uma álgebra, X � A e a 2 Sg

A(X). Então a 2 Sg

A(Y ), para

algum sub
onjunto �nito Y de X.

Demonstração.

Do teorema anterior sabe-se que Sg

A(X) =
S

i2N0
X

i

; onde X

i

são os


onjuntos des
ritos nesse mesmo teorema. Por indução em i prova-se que

se a 2 X

i

, então a 2 Sg

A(Y ), para algum sub
onjunto �nito Y de X.
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Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e X; Y � A. Então

(i) X � Sg

A(X).

(ii) X � Y ) Sg

A(X) � Sg

A(Y ).

(iii) Sg

A(SgA(X)) = Sg

A(X).

(iv) Sg

A(X) =
S

fSg

A(Z) jZ é sub
onjunto �nito de Xg.

Corolário

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e Sg

A : P(A)! P(A) a apli
ação

de�nida por X 7! Sg

A(X), para todo X 2 P(A). Então Sg

A

é um

operador de fe
ho algébri
o em (P(A);�).
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Observe que os subuniversos de uma álgebra A são exatamente os

sub
onjuntos X de A para os quais se tem X = Sg

A(X), ou seja, são os

sub
onjuntos de A fe
hados para o operador de fe
ho Sg

A

.

Teorema

Sejam A uma álgebra. Então (SubA;�) é um reti
ulado algébri
o,

tendo-se, para quaisquer B; C 2 SubA,

B ^ C = B \ C; B _ C = Sg

A(B [ C); 8B; C 2 SubA:
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De�nição

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo (O; �). Diz-se

que B é uma subálgebra de A, e es
reve-se B � A, se B é um

subuniverso de A e, para todo n 2 �(O) e todo o símbolo de operação

f 2 O

n

,

f

A(b1; : : : ; bn) = f

B(b1; : : : ; bn);

para qualquer (b1; : : : ; bn) 2 B

n

.
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Se B = (B;G) é subálgebra de uma álgebra A = (A;F ), então B é um

subuniverso de A. No entanto, um subuniverso de A não é

ne
essariamente o universo de uma subálgebra de A. Observe-se que o


onjunto vazio pode ser subuniverso de uma álgebra A, mas não é

universo de qualquer subálgebra de A.

Exemplo

1) O anel (R; +; �;�; 0) é uma subálgebra do anel (C ; +; �;�; 0).

2) Se (G; �) é grupo, as suas subálgebras são os subsemigrupos de G.

3) Se (G; �;�1; 1) é grupo, as suas subálgebras são os subgrupos de G.
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De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e X � A tal que X 6= ;. Chama-

-se subálgebra de A gerada por X, e representa-se por Sg

A(X), a

subálgebra de A 
ujo universo é Sg

A(X).

Se na álgebra A há, pelo menos, uma operação nulária, de�ne-se a

subálgebra de A gerada por ; 
omo sendo a subálgebra de A 
ujo

universo é Sg

A(;).

Diz-se que A é gerada por X ou que X é um 
onjunto de geradores

de A se Sg

A(X) = A. A álgebra A diz-se �nitamente gerada se A

admite um 
onjunto de geradores �nito.

Exemplo

O anel Z = (Z; +; �;�; 0) é �nitamente gerado, pois Sg

Z(f1g) = Z.
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Congruên
ias e álgebras quo
iente

Uma 
ongruên
ia numa álgebra é uma relação de equivalên
ia que é


ompatível 
om as operações da álgebra. A noção de 
ongruên
ia

desempenha um papel relevante no estudo de Álgebra Universal.

Sejam A um 
onjunto e � uma relação binária em A. Diz-se que � é uma

relação de equivalên
ia em A se são satisfeitas as seguintes 
ondições:

(i) para todo a 2 A, (a; a) 2 �, (re�exividade)

(ii) para quaisquer a; b 2 A, (a; b) 2 � ) (b; a) 2 �, (simetria)

(iii) para quaisquer a; b; 
 2 A, (a; b) 2 � e (b; 
) 2 � ) (a; 
) 2 �.

(transitividade)
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Uma relação de equivalên
ia � de�nida em A determina uma partição de

A em sub
onjuntos não vazios e disjuntos.

Dado um elemento x 2 A, 
hama-se 
lasse de equivalên
ia de x

módulo � ou, 
aso não haja ambiguidade, 
lasse de equivalên
ia de x ,

ao 
onjunto

[x ]
�

= fy 2 A j x � yg:

Ao 
onjunto de todas as 
lasses de equivalên
ia dos elementos de A


hamamos 
onjunto quo
iente de A módulo � e representamo-lo por

A=�, ou seja,

A=� = f[x ]
�

j x 2 Ag:

O 
onjunto de todas as relações de equivalên
ia de�nidas num 
onjunto

A é representado por Eq(A).
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Teorema

Seja A um 
onjunto. Então (Eq(A);�) é um reti
ulado, tendo-se, para

quaisquer �1; �2 2 Eq(A),

�1 ^ �2 = �1 \ �2 e

�1 _ �2 = f(x; y) 2 A

2
j 9 n 2 N; 9 z0 ; z1; : : : ; zn 2 A : x = z0; y = z

n

e 81 � k � n; z

k�1 �1 zk ou z

k�1 �2 zkg:

Observe-se que se �1 e �2 são relações de equivalên
ia num 
onjunto A,

tem-se

�1 _ �2 = �1 [ (�1 Æ �2) [ (�1 Æ �2 Æ �1) [ (�1 Æ �2 Æ �1 Æ �2) [ : : : :
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De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra de tipo (O; �) e � uma relação de

equivalên
ia em A. Diz-se que � é uma 
ongruên
ia em A se � satisfaz

a propriedade de substituição, i.e., se para quaisquer n 2 �(O), f 2 O

n

e (a1; : : : ; an), (b1; : : : ; bn) 2 A

n

,

(8i 2 f1; : : : ; ng; a
i

� b

i

)) f

A(a1; : : : ; an) � f
A(b1; : : : ; bn):
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Exemplo

(1) Considere o anel (Z; +; �;�; 0). Para 
ada q 2 Z, seja �

q

a relação

de equivalên
ia de�nida em Z por

r �

q

s sse r � s = qk; para algum k 2 Z:

Fa
ilmente se veri�
a que:

(a) �

q

é uma 
ongruên
ia neste anel, para todo q 2 Z.

(b) �0 é a 
ongruên
ia identidade.

(
) �1 é a 
ongruên
ia universal.
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

(2) Dado um grupo G = (G; �;�1; 1), podemos estabele
er uma relação

entre as 
ongruên
ias de G e os subgrupos invariantes de G:

(a) se � é uma 
ongruên
ia em G, então [1]
�

é o universo de um subgrupo

invariante de G e, dados a; b 2 G, tem-se a � b se e só se a � b

�1
2 [1]

�

;

(b) se N = (N; �;�1; 1) é um subgrupo invariante de G, a relação binária

� de�nida em N por

a � b sse a � b

�1
2 N

é uma 
ongruên
ia em G e tem-se [1]
�

= N.

A apli
ação � 7! [1]
�

é uma bijeção entre o 
onjunto das 
ongruên
ias de

G e o 
onjunto dos subgrupos invariantes de G.
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

(3) Seja A = (fa; b; 
; dg; f A) a álgebra de tipo (1), onde f A é a

operação unária de�nida por

x a b 
 d

f

A(x) b a d 


Para determinar todas as 
ongruên
ias de A pode-se 
omeçar por

determinar todas as partições de fa; b; 
; dg e seguidamente pro
urar as

partições nas quais a imagem de uma 
lasse é ainda uma 
lasse.

Relativamente à álgebra A, 
on
lui-se que as relações de 
ongruên
ia são

as relações de equivalên
ia asso
iadas às seguintes partições

ffag; fbg; f
; dgg; ffa; bg; f
g; fdgg; ffa; bg; f
; dgg;

ffa; 
g; fb; dgg; ffa; dg; fb; 
gg:
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

(4) Se R = (R;^;_) é um reti
ulado, então � 2 Eq(R) é uma


ongruên
ia em R se e só se:

(a) 
ada 
lasse de � é um subrreti
ulado;

(b) 
ada 
lasse de � é um sub
onjunto 
onvexo de R

(i.e., a � b e a � 
 � b ) a � 
);

(
) as 
lasses de equivalên
ia de � são fe
hadas para quadriláteros

(i.e. sempre que a; b; 
; d são elementos de R distintos e tais que

a < b, 
 < d e

(a _ d = b e a ^ d = 
) ou (b _ 
 = d e b ^ 
 = a);

então a � b sse 
 � d):
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Elementos de álgebra universal

O 
onjunto de todas as 
ongruên
ias da álgebra A é denotado por ConA.

A relação identidade 4

A

= f(a; a) 2 A

2
j a 2 Ag e a relação universal

r

A

= A

2
são elementos de ConA.

O 
onjunto de 
ongruên
ias de uma álgebra, quando ordenado pela

relação de in
lusão de 
onjuntos, de�ne um reti
ulado. O estudo das

propriedades deste reti
ulado forne
e informação relevante no estudo da

álgebra.
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Elementos de álgebra universal

Lema

Sejam A uma álgebra. Se �1, �2 são 
ongruên
ias em A, então:

(1) �1 \ �2 2 ConA.

(2) f(x; y) 2 A

2
j 9 n 2 N; 9 z0 ; z1; : : : ; zn 2 A : x = z0; y = z

n

e 81 � k � n; z

k�1 �1 zk ou z

k�1 �2 zkg 2 ConA:

Teorema

Sejam A uma álgebra. Então (ConA;�) é um reti
ulado, tendo-se, para

quaisquer �1; �2 2 ConA,

�1 ^ �2 = �1 \ �2 e

�1 _ �2 = f(x; y) 2 A

2
j 9 n 2 N; 9 z0 ; z1; : : : ; zn 2 A : x = z0; y = z

n

e 81 � k � n; z

k�1 �1 zk ou z

k�1 �2 zkg:
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A uma álgebra. Ao reti
ulado ConA = (ConA;�) dá-se a

designação de reti
ulado das 
ongruên
ias de A.

Lema

Sejam A uma álgebra e f�

i

g

i2I

uma família de 
ongruên
ias em A.

Então

T

i2I

�

i

é uma 
ongruên
ia em A.

Teorema

Seja A uma álgebra. Então ConA é um reti
ulado 
ompleto, tendo-se,

para 
ada família f�

i

g

i2I

de 
ongruên
ias em A,

^

i2I

�

i

=
\

i2I

�

i

e

_

i2I

�

i

=
\

f� 2 ConA j
[

i2I

�

i

� �g:
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Para qualquer álgebra A = (A;F ) de tipo (O; �), existe um operador de

fe
ho algébri
o em A� A tal que os sub
onjuntos fe
hados de A� A são

pre
isamente as 
ongruên
ias de A. Assim, ConA é um reti
ulado

algébri
o.
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Elementos de álgebra universal

Dada uma álgebra A = (A;F ) e X � A� A, existe pelo menos uma


ongruên
ia em A que 
ontém X, mais pre
isamente, a 
ongruên
ia

universal r

A

.

Assim, a família de 
ongruên
ias f� 2 ConA jX � �g é não vazia e

re
orrendo a esta família 
onstroi-se a menor 
ongruên
ia em A que


ontém X.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e X � A� A. Então

T

f� 2 ConA jX � �g 2 ConA e esta é a menor 
ongruên
ia em A que


ontém X.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra, X � A� A e a; b 2 A. Designa-se por


ongruên
ia gerada por X em A, e representa-se por Θ(X), a


ongruên
ia

T

f� 2 ConA jX � �g.

Se X = f(a
i

; a

j

) 2 A� A : 1 � i ; j � ng, representa-se Θ(X) por

Θ(a1; : : : ; an). Em parti
ular, se X = f(a; b)g, designa-se por


ongruên
ia prin
ipal gerada por a; b em A, e representa-se por

Θ(a; b), a 
ongruên
ia

T

f� 2 ConA j a � bg.

Dada uma álgebra A = (A;F ), os elementos 
ompa
tos do reti
ulado

ConA são as 
ongruên
ias �nitamente geradas

Θ((a1; b1); : : : ; (an; bn)):
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Elementos de álgebra universal

Alguns fa
tos úteis a respeito de 
ongruên
ias são estabele
idos no

resultado seguinte.

Teorema

Sejam A uma álgebra, a1; b1; : : : ; an; bn 2 A e � 2 ConA. Então

(a) Θ(a1; b1) = Θ(b1; a1).

(b) Θ((a1; b1); : : : (an; bn)) = Θ(a1; b1) _ : : : _Θ(a
n

; b

n

).

(
) Θ(a1; : : : ; an) = Θ(a1; a2) _Θ(a2; a3) _ : : : _Θ(a
n�1; an).

(d) � =
S

fΘ(a; b) j (a; b) 2 �g =
W

fΘ(a; b) j (a; b) 2 �g.

(e) � =
S

fΘ((a1; b1); : : : ; (an; bn)) j (ai ; bi ) 2 �; n � 1g.
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Elementos de álgebra universal

Os reti
ulados de 
ongruên
ias de 
ertas 
lasses de álgebras satisfazem

propriedades adi
ionais que têm 
onsequên
ias nas propriedades das

respetivas álgebras.

De�nição

Sejam A uma álgebra e �1; �2 2 ConA. Diz-se que �1 e �2 são

permutáveis se �1 Æ �2 = �2 Æ �1. Diz-se que a álgebra A é:

� 
ongruente-permutável se qualquer par de 
ongruên
ias em A é

permutável;

� 
ongruente-distributiva (
ongruente-modular) se ConA é

distributivo (modular).

Uma 
lasse K de álgebras diz-se 
ongruente-permutavel,


ongruente-distributiva, 
ongruente-modular se 
ada álgebra da


lasse satisfaz a respetiva propriedade.
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Elementos de álgebra universal

Nos resultados seguintes apresentam-se algumas propriedades a respeito

de 
ongruên
ias 
ongruente-permutáveis.

Teorema

Sejam A uma álgebra e �1; �2 2 ConA. Então as a�rmações seguintes

são equivalentes:

(a) �1 Æ �2 = �2 Æ �1,

(b) �1 _ �2 = �1 Æ �2,

(
) �2 Æ �1 � �1 Æ �2.

Teorema

Seja A uma álgebra. Se A é 
ongruente-permutável, então A é


ongruente-modular.
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Elementos de álgebra universal

Sejam A = (A;F ) uma álgebra de tipo (O; �) e � uma 
ongruên
ia em A.

Atendendo à propriedade de substituição satisfeita pela 
ongruên
ia �,

para 
ada f 2 O

n

, n 2 �(O), a 
orrespondên
ia de (A=�)n em A=� que a


ada elemento ([a1]�; : : : ; [an]�) de (A=�)n asso
ia o elemento

[f A(a1; : : : ; an)]� é independente dos representantes a1; : : : ; an que se

es
olhem para as 
lasses [a1]�, ..., [an]�, pelo que esta 
orrespondên
ia é

uma operação n-ária em A=�.

Assim, é possível asso
iar ao 
onjunto quo
iente A=� a estrutura de uma

álgebra do mesmo tipo da álgebra A.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra de tipo (O; �) e � uma 
ongruên
ia em

A. Chama-se álgebra quo
iente de A, e representa-se por A=�, a

álgebra do mesmo tipo da álgebra A, 
om universo A=� e tal que, para


ada n 2 �(O) e 
ada símbolo opera
ional f 2 O

n

,

f

A=�([a1]�; : : : ; [an]�) = [f A(a1; : : : ; an)]�; 8(a1; : : : ; an) 2 A

n

:
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Elementos de álgebra universal

Homomor�smos

No estudo de apli
ações entre álgebras do mesmo tipo são relevantes as

que são 
ompatíveis 
om as operações das álgebras: os homomor�smos.

De�nição

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo (O; �) e

� : A! B uma função. Diz-se que � é um homomor�smo de A em B,

e es
reve-se � : A ! B, se, para quaisquer n 2 �(O) e f 2 O

n

, � é


ompatível 
om f , i.e., se

�(f A(a1; : : : ; an)) = f

B(�(a1); : : : ; �(an));

para qualquer (a1; : : : ; an) 2 A

n

.
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

Os homomor�smos de grupos, de anéis e de reti
ulados são 
asos

parti
ulares da de�nição anterior.

Dadas álgebras A = (A;F ) e B = (B;G) do mesmo tipo, representa-se

por Hom(A;B) o 
onjunto dos homomor�smos de A em B.

Seja � 2 Hom(A;B).

- Se � é uma apli
ação sobrejetiva diz-se que � é um epimor�smo.

- O homomor�smo � diz-se um monomor�smo ou um mergulho de A

em B se � é injetivo. Caso exista um mergulho de A em B diz-se que a

álgebra A pode ser mergulhada na álgebra B.
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Elementos de álgebra universal

- A um homomor�smo que seja bijetivo dá-se a designação de

isomor�smo. Diz-se que a álgebra A é isomorfa à álgebra B se existe

um isomor�smo de A em B. Caso exista um isomor�smo de A em B,

também existe um isomor�smo de B em A, pelo que, 
aso exista um

isomor�smo de uma álgebra na outra, diz-se apenas que as álgebras A e

B são isomorfas e es
reve-se A

�= B.

- A um homomor�smo de A em A dá-se a designação de endomor�smo.

Um endomor�smo que seja bijetivo diz-se um automor�smo.

- O 
onjunto de endomor�smos de A representa-se por EndA e o


onjunto dos automor�smos de A representa-se por AutA.
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Elementos de álgebra universal

- A apli
ação identidade id
A

perten
e quer a EndA quer a AutA.

- Cada um dos 
onjuntos EndA e AutA é fe
hado para a 
omposição de

apli
ações.

Teorema

Sejam A;B; C álgebras do mesmo tipo. Se � : A ! B e � : B ! C são

homomor�smos (respetivamente, isomor�smos), então � Æ � é um

homomor�smo (respetivamente, isomor�smo) de A em C.

- Do resultado anterior segue que, para 
ada álgebra A,

EndA = (EndA; Æ; id
A

) é um monóide e a estrutura algébri
a

AutA = (AutA; Æ;�1; id
A

), onde �1 representa a operação unária que a


ada automor�smo de AutA asso
ia a sua apli
ação inversa, é um grupo.
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Elementos de álgebra universal

Um isomor�smo é uma 
orrespondên
ia bijetiva entre os elementos de

duas álgebras do mesmo tipo que respeita a interpretação de 
ada

símbolo opera
ional.

Assim, há 
ertas propriedades, ditas �propriedades algébri
as�, que sendo

satisfeitas por uma dada álgebra são satisfeitas por qualquer álgebra que

lhe seja isomorfa, o que torna as álgebras indistinguíveis a respeito destas

propriedades.

Embora duas álgebras isomorfas possam ser 
ompletamente diferentes,

em parti
ular no que respeita aos seus elementos, é usual dizer que �as

álgebras são a mesma, a menos de isomor�smo�.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo. Se a álgebra A

é gerada por um 
onjunto X (X � A) e �; � : A ! B são

homomor�smos tais que, para todo x 2 X, �(x) = �(x), então � = �.

Demonstração.

Se a álgebra A é gerada pelo 
onjunto X, então A =
S

i2N0
X

i

, onde X

i

são os 
onjuntos de�nidos re
ursivamente por

X0 = X;

X

i+1 = X

i

[ ff (x) j f é operação n-ária em A e x 2 (X
i

)n; n 2 N0g:

Por indução em i prova-se que, para todo i 2 N0 , �(x) = �(x), para

qualquer x 2 X

i

. Por 
onseguinte, para todo x 2 A, �(x) = �(x) e,

portanto, � = �.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam A = (A;F ), B = (B;G) álgebras do mesmo tipo e

� : A ! B um homomor�smo.

(i) Se A1 é um subuniverso de A, então �(A1) é um subuniverso de B.

(ii) Se B1 é um subuniverso de B, então �

 (B1) é um subuniverso de

A.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam A = (A;F ), B = (B;G) álgebras de tipo (O; �) e

� : A ! B um homomor�smo. Então:

(i) Se A1 = (A1;F1) é uma subálgebra de A, então o par

(�(A1); (f
�(A1))

f 2O

);

onde, para quaisquer n 2 �(O) e f 2 O

n

, f

�(A1)
é a função de

�(A1)
n

em �(A1) de�nida por

f

�(A1)(�(a1); : : : ; �(an)) = f

B(�(a1); : : : ; �(an));

para qualquer (a1; : : : ; an) 2 (A1)
n

; é uma subálgebra de B.
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Elementos de álgebra universal

(ii) Se B1 = (B1; G1) é uma subálgebra de B e �

 (B1) 6= ;, então o par

(� (B1); (f
�

 (B1))
f 2O

);

onde, para quaisquer n 2 �(O) e f 2 O

n

, f

�

 (B1)
é a


orrespondên
ia de (� (B1))
n

em �

 (B1) de�nida por

f

�

 (B1)(a1; : : : ; an) = f

A(a1; : : : ; an);

para qualquer (a1; : : : ; an) 2 (� (B1))
n

; é uma subálgebra de A.

(iii) Para qualquer X � A, Sg

B(�(X)) = �(SgA(X)).
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Elementos de álgebra universal

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) são álgebras do mesmo tipo (O; �),

� : A ! B um homomor�smo, A1 = (A1;F1) uma subálgebra de A e

B1 = (B1;G1) uma subálgebra de B tal que �

 (B1) 6= ;. Dá-se a

designação de:

- imagem homomorfa de A1 à álgebra

�(A1) = (�(A1); (f
�(A1))

f 2O

);

- pré-imagem de B1 à álgebra

�

 (B1) = (� (B1); (f
�

 (B1))
f 2O

):

Observe-se que a álgebra B é uma imagem homomorfa de A se e só se

existe um epimor�smo de A em B.
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Elementos de álgebra universal

Dado um homomor�smo � entre álgebras A = (A;F ) e B = (B;G), a

apli
ação � : A! B não é, em geral, injetiva. Sendo assim, tem

interesse estudar a relação binária induzida por �, ou seja, a que rela
iona

elementos que tenham a mesma imagem através da apli
ação �.

De�nição

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo e

� : A ! B um homomor�smo. Designa-se por kernel de �, e

representa-se por ker �, a relação binária em A de�nida por

ker � = f(a; b) 2 A

2 : �(a) = �(b)g:
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo e

� : A ! B um homomor�smo. Então a relação ker � é uma 
ongruên
ia

em A.

Demonstração.

É imediato que ker � é uma relação de equivalên
ia em A. Além disso,

para quaisquer n 2 �(O) e f 2 O

n

, se (a
i

; b

i

) 2 ker �, 1 � i � n, então

�(f A(a1; : : : ; an)) = f

B(�(a1); : : : ; �(an))

= f

B(�(b1); : : : ; �(bn))

= �(f A(b1; : : : ; bn))

e, portanto, (f A(a1; : : : ; an); f
A(b1; : : : ; bn)) 2 ker �. Logo ker � é uma


ongruên
ia em A.
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Elementos de álgebra universal

Desta forma, a 
ada homomor�smo é possivel asso
iar uma 
ongruên
ia.

Re
ipro
amente, a 
ada 
ongruên
ia também é possível asso
iar um

homomor�smo.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e � uma 
ongruên
ia em A. A


orrespondên
ia �

�

de A em A=�, de�nida por �

�

(a) = [a]
�

, para todo

a 2 A, é uma apli
ação.

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e � uma 
ongruên
ia em A. A apli
ação

�

�

: A! A=�, de�nida por �

�

(a) = [a]
�

, é designada por apli
ação

natural de A em A=�.

59



Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e � uma 
ongruên
ia em A. Então a

apli
ação �

�

: A! A=�, de�nida por �

�

(a) = [a]
�

, para todo a 2 A, é

um epimor�smo de A em A=�.

Demonstração.

Sejam � 2 ConA e �

�

: A! A=� a apli
ação de�nida por �

�

(a) = [a]
�

,

para todo a 2 A. Então, para quaisquer n 2 �(O), f 2 O

n

e

(a1; : : : ; an) 2 A

n

, tem-se

�

�

(f A(a1; : : : ; an)) = [f A(a1; : : : ; an)]�
= f

A=�([a1]�; : : : ; [an]�)

= f

A=�(�
�

(a1); : : : ; ��(an));

pelo que �

�

é um homomor�smo. Claramente, �

�

é sobrejetiva.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e � uma 
ongruên
ia em A. O

epimor�smo �

�

: A ! A=�, de�nido por �

�

(a) = [a]
�

, para todo a 2 A, é

designado por homomor�smo natural de A em A=�.

Observe que dos dois teoremas anteriores resulta que as 
ongruên
ias

numa álgebra A são exatamente os kernels dos homomor�smos 
om

domínio A.
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Elementos de álgebra universal

Sendo A e B álgebras do mesmo tipo, � : A ! B um epimor�smo e

� = ker�, pode estabele
er-se um isomor�smo entre A=� e B.

Teorema (Teorema do Homomor�smo)

Sejam A = (A;F ) e B = (B;G) álgebras do mesmo tipo, � : A ! B um

homomor�smo, � = ker � e �

�

: A ! A=� o homomor�smo natural.

Então a 
orrespondên
ia � de A=� para B, de�nida por

�([a]
�

) = �(a), para todo [a]
�

2 A=�, é um monomor�smo de A=� em B

e tem-se � Æ �

�

= �. Caso � seja um epimor�smo, então � é um

isomor�smo.

A=�

A B

�

�

�

�
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Elementos de álgebra universal

Demonstração

A 
orrespondên
ia � é uma apli
ação. Com efeito, para todo [a]
�

2 A=�,

tem-se �([a]
�

) 2 B e, para quaisquer [a]
�

; [b]
�

2 A=�,

[a]
�

= [b]
�

) a � b ) �(a) = �(b)) �([a]
�

) = �([b]
�

):

Fa
ilmente também se prova que � é injetiva, pois, para quaisquer

[a]
�

; [b]
�

2 A=�,

�([a]
�

) = �([b]
�

)) �(a) = �(b)) a � b ) [a]
�

= [b]
�

:

A apli
ação � é um homomor�smo, uma vez que, para qualquer símbolo

de operação n-ário f e para qualquer (a1; : : : ; an) 2 A

n

,

�(f A=�([a1]�; : : : ; [an]�)) = �([f A(a1; : : : ; an)]�)

= �(f A(a1; : : : ; an))

= f

B(�(a1); : : : ; �(an))

= f

B(�([a1]�); : : : ; �([an]�)):
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

Assim, � é um monomor�smo.

A prova da igualdade � Æ �

�

= � é imediata, pois � Æ �

�

e � são ambas

apli
ações de A em B e, para qualquer a 2 A,

(� Æ �
�

)(a) = �(�
�

(a)) = �([a]
�

) = �(a):

Caso � seja um epimor�smo é simples 
on
luir que � é um isomor�smo.

De fa
to, se � é sobrejetiva, então, para todo b 2 B, existe a 2 A tal que

b = �(a) e, por 
onseguinte, b = �([a]
�

); logo � também é

sobrejetiva.
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Elementos de álgebra universal

O Teorema do Homomor�smo é também 
onhe
ido por Primeiro

Teorema do Isomor�smo.

Do Teorema do Homomor�smo segue que uma álgebra é imagem

homomorfa de outra álgebra se e só se é isomorfa a uma álgebra

quo
iente de A. Assim, o problema da determinação das imagens

homomorfas de A reduz-se ao problema da determinação das


ongruen
ias de A.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e �; � 2 ConA tais que � � �. De�ne-se

a relação �=� em A=� por

�=� = f([a]
�

; [b]
�

) 2 (A=�)2 j (a; b) 2 �g:

Lema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e �; � 2 ConA tais que � � �. Então �=�

é uma 
ongruên
ia em A=�.
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Elementos de álgebra universal

Teorema (Teorema da Correspondên
ia)

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e � 2 ConA. Então o subrreti
ulado

[�;r
A

] de ConA e o reti
ulado ConA=� são isomorfos. Mais

pre
isamente, a 
orrespondên
ia � de [�;r
A

] para ConA=�, de�nida por

�(�) = �=�, é um isomor�smo de reti
ulados de [�;r
A

] em ConA=�.
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Elementos de álgebra universal

Produtos diretos

e álgebras diretamente inde
omponíveis

Nas se
ções anteriores estudámos três formas de 
onstruir novas álgebras

a partir de álgebras dadas: por formação de subálgebras, álgebras

quo
iente e imagens homomorfas.

Nesta se
ção abordamos um outro pro
esso de 
onstrução de álgebras: a

formação de produtos diretos de álgebras.

Note-se que 
om a formação de subálgebras ou de imagens homomorfas

de uma dada álgebra não é possível obter álgebras 
om uma


ardinalidade superior à 
ardinalidade da álgebra ini
ial, mas 
om a

formação de produtos diretos tal já é possível.

68



Elementos de álgebra universal

Sejam I um 
onjunto e (A
i

)
i2I

uma família de 
onjuntos.

Designa-se por produto 
artesiano da família (A
i

)
i2I

, e representa-se

por

Q

i2I

A

i

, o 
onjunto de todas as funções f de I em

S

i2I

A

i

tais que,

para todo i 2 I, f (i) 2 A

i

, i.e.,

Y

i2I

A

i

=
�

f : I !
[

i2I

A

i

j f (i) 2 A

i

;8i 2 I

	

:

Cada 
onjunto A

i

designa-se por fator do produto 
artesiano.

Se A

i

= ;, para algum i 2 I, tem-se

Q

i2I

A

i

= ;.

No 
aso em que I = ;, o 
onjunto

Q

i2I

A

i

tem exatamente um

elemento, a função vazia; i.e.,

Q

i2I

A

i

= f;g.
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Elementos de álgebra universal

Se A

i

= A, para todo i 2 I, representa-se

Q

i2I

A

i

por A

I

. Se

I = fi1; : : : ; ikg, k 2 N, es
reve-se Ai1 � : : :� A

i

k

para representar o


onjunto

Q

i2I

A

i

.

Para 
ada j 2 I, designa-se por projeção-j a apli
ação p

j

:
Q

i2I

A

i

! A

j

tal que p

j

(f ) = f (j), para todo f 2

Q

i2I

A

i

.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam I um 
onjunto e (A
i

)
i2I

= ((A
i

;F
i

))
i2I

uma família de álgebras

do mesmo tipo (O; �). Designa-se por produto direto da famíla (A
i

)
i2I

,

e representa-se por

Q

i2I

A

i

, a álgebra de tipo (O; �) 
om universo

Q

i2I

A

i

e tal que, para todo o símbolo de operação f 2 O

n

e para

quaisquer f1; : : : ; fn 2
Q

i2I

A

i

, se tem

f

Q

i2I

A

i (f1; : : : ; fn)(i) = f

A

i (f1(i); : : : ; fn(i)); para todo i 2 I:
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Elementos de álgebra universal

Se I = fi1; : : : ; ikg, o produto direto

Q

i2I

A

i

é representado por

A

i1 � : : :�A

i

k

.

No 
aso em que A

i

= A, para todo i 2 I,

Q

i2I

A

i

é representado por A

I

e diz-se uma potên
ia direta de A.

Se I = ;,

Q

i2I

A

i

é a álgebra trivial 
om universo f;g.
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Elementos de álgebra universal

Para todo j 2 I, a projeção p

j

:
Q

i2I

A

i

! A

j

é um epimor�smo de

Q

i2I

A

i

em A

j

. Assim, 
ada uma das álgebras A

j

, j 2 I, é imagem

homomorfa de

Q

i2I

A

i

.

Teorema

Se A1, A2, A3 são álgebras do mesmo tipo, então:

(i) A1 �A2
�= A2 �A1.

(ii) A1 � (A2 �A3) �= (A1 �A2)�A3.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam (A
i

)
i2I

= ((A
i

;F
i

))
i2I

uma família de álgebras do mesmo tipo e

A = (A;F ) uma subálgebra de

Q

i2I

A

i

. Então

T

i2I

(ker p
i

)
jA

=4

A

.

Demonstração.

Seja (a; b) 2
T

i2I

(ker p
i

)
jA

. Então a; b 2 A �

Q

i2I

A

i

e, para todo

i 2 I, p

i

(a) = p

i

(b). Logo a = b e, portanto, (a; b) 2 4
A

.

Re
ipro
amente, é óbvio que 4

A

� (ker p
i

)
jA

, para todo i 2 I.
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Elementos de álgebra universal

Lema

Sejam A1 = (A1;F1) e A2 = (A2;F2) álgebras do mesmo tipo,

A = A1 �A2 e p

i

: A1 � A2 ! A

i

a projeção-i , i 2 f1; 2g. Em ConA,

tem-se:

(i) ker p1 \ ker p2 = 4

A1�A2 .

(ii) ker p1 Æ ker p2 = ker p2 Æ ker p1.

(iii) ker p1 _ ker p2 = r

A1�A2 .
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

(i) Imediato a partir da proposição anterior.

(ii), (iii) Dados (a1; a2); (b1; b2) 2 A1 � A2, tem-se

((a1; a2); (b1; a2)) 2 ker p2 e ((b1; a2); (b1; b2)) 2 ker p1:

Logo ker p1 Æ ker p2 = r

A1�A2 . De modo análogo prova-se que

ker p2 Æ ker p1 = r

A1�A2 . Assim, ker p1 e ker p2 são permutáveis e,

portanto, ker p1 _ ker p2 = r

A1�A2 .
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e �1 2 ConA. Diz-se que �1 é uma


ongruên
ia fator se existe uma 
ongruên
ia �2 em A tal que

�1 \ �2 = 4

A

, �1 _ �2 = r

A

e �1 e �2 são permutáveis. O par (�1; �2)

diz-se um par de 
ongruên
ias fator em A.
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Do lema anterior sabe-se que a álgebra resultante do produto direto de

duas álgebras tem sempre duas 
ongruên
ias fatores. Re
ipro
amente, o

próximo resultado estabele
e que se uma álgebra tem um par de


ongruên
ias fator, então esta álgebra é isomorfa a um produto direto de

duas álgebras.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e (�1; �2) um par de 
ongruên
ias fator

em A. Então a 
orrespondên
ia ' : A! A=�1 � A=�2, de�nida por

'(a) = ([a]
�1 ; [a]�2), para todo a 2 A, é um isomor�smo de A em

A=�1 �A=�2.
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Elementos de álgebra universal

Demonstração

Claramente, ' é uma apli
ação.

De forma simples veri�
a-se que a apli
ação ' é injetiva: dados a; b 2 A

tais que '(a) = '(b), tem-se [a]
�1 = [b]

�1 e [a]
�2 = [b]

�2 . Logo

(a; b) 2 �1 e (a; b) 2 �2, donde a = b.

A apli
ação ' também é sobrejetiva. De fa
to, dados a; b 2 A, existe


 2 A tal que (a; 
) 2 �1 e (
; b) 2 �2. Então

([a]
�1 ; [b]�2) = ([
]

�1 ; [
]�2) = '(
).
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

Por último, prova-se que ' é um homomor�smo, uma vez que, para todo

o símbolo opera
ional f que seja n-ário e para quaisquer a1; : : : ; an 2 A,

tem-se

'(f A(a1; : : : ; an)) = ([f A(a1; : : : ; an)]�1 ; [f
A(a1; : : : ; an)]�2)

= (f A=�1([a1]�1 ; : : : ; [an]�1); f
A=�2([a1]�2 ; : : : ; [an]�2))

= f

A=�1�A=�2(([a1]�1 ; [a1]�2); : : : ; ([an]�1 ; [an]�2))

= f

A=�1�A=�2('(a1); : : : ; '(an)):

80



Elementos de álgebra universal

O resultado anterior mostra que é possível re
orrer a 
ertas 
ongruên
ias

de uma álgebra para expressá-la 
omo um produto direto de álgebras

possívelmente mais pequenas. Porém, em 
ertos 
asos só é possível

expressar uma álgebra 
omo um produto direto de álgebras se um dos

fatores do produto direto for a própria álgebra.

De�nição

Seja A uma álgebra. Diz-se que A é diretamente inde
omponível se

sempre que A

�= A1 �A2, então A1 é a álgebra trivial ou A2 é a álgebra

trivial.

Exemplo

Toda a álgebra �nita 
om um número primo de elementos é diretamente

inde
omponível.
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Elementos de álgebra universal

Corolário

Seja A uma álgebra. Então A é diretamente inde
omponível se e só se as

úni
as 
ongruên
ias fator de A são 4

A

e r

A

.

O resultado seguinte estabele
e que as álgebras diretamente

inde
omponíveis fun
ionam 
omo �blo
os de 
onstrução� de 
ertas

álgebras.

Teorema

Toda a álgebra �nita é isomorfa a um produto direto de álgebras

diretamente inde
omponíveis.
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Demonstração

Seja A = (A;F ) uma álgebra �nita. A prova segue por indução forte no

número de elementos de A.

Se jAj = 1, ou seja, se A é trivial, o resultado é imediato, uma vez que A

é diretamente inde
omponível.

Se A não é trivial, admita-se, por hipótese de indução, que toda álgebra

B = (B;G) tal que jBj < jAj é isomorfa a um produto direto de álgebras

diretamente inde
omponíveis.

Se A é diretamente inde
omponível, a prova termina.
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

Se A não é diretamente inde
omponível, então existem álgebras não

triviais A1 e A2 tais que A

�= A1 �A2. Uma vez que jA1j; jA2j < jAj

segue, por hipótese de indução, que

A1
�= B1 � : : :� B

m

A2
�= C1 � : : :� C

n

;

onde B1; : : : ;Bm; C1; : : : ; Cn são álgebras diretamente inde
omponíveis.

Consequentemente,

A

�= B1 � : : :� B

m

� C1 � : : :� C

n

:
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Elementos de álgebra universal

Utilizando produtos diretos, existem dois pro
essos de obter um

homomor�smo a partir de uma família de homomor�smos.

Teorema

Sejam A uma álgebra, (A
i

)
i2I

e (B
i

)
i2I

famílias de álgebras do mesmo

tipo de A e (h
i

: A ! B

i

)
i2I

e (g
i

: A
i

! B

i

)
i2I

famílias de

homomor�smos. Então

(i) A apli
ação h : A!
Q

i2I

B

i

, de�nida por (h(a))(i) = h

i

(a), para

todo a 2 A e para todo i 2 I, é um homomor�smo de A em

Q

i2I

B

i

.

(ii) A apli
ação g :
Q

i2I

A

i

!

Q

i2I

B

i

, de�nida por

(g(a))(i) = g

i

(a(i)), para todo a 2

Q

i2I

A

i

e para todo i 2 I, é um

homomor�smo de

Q

i2I

A

i

em

Q

i2I

B

i

.
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Produtos subdiretos

e álgebras subdiretamente irredutíveis

Embora toda a álgebra �nita seja isomorfa a um produto direto de

álgebras diretamente inde
omponíveis, o mesmo não a
onte
e para

álgebras in�nitas em geral; por exemplo, as álgebras de Boole numeráveis

in�nitas não são isomorfas a produtos diretos de álgebras de Boole

diretamente inde
omponíveis. Assim, as álgebras diretamente

inde
omponíveis não podem ser 
onsideradas 
omo �blo
os de


onstrução� de toda a álgebra. A ne
essidade de obter �blo
os de


onstrução� gerais, levou Birkho� a 
onsiderar um tipo de produto de

álgebras diferente do produto direto.
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De�nição

Sejam A uma álgebra e (A
i

)
i2I

uma família de álgebras do mesmo tipo.

Diz-se que a álgebra A é um produto subdireto da família (A
i

)
i2I

se:

(i) A é uma subálgebra de

Q

i2I

A

i

,

(ii) para 
ada i 2 I, p

i

(A) = A

i

.

Note-se que se I = ;, então A é produto subdireto de (A
i

)
i2I

se e só se

A é a álgebra trivial.
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Exemplo

1) Sejam (A
i

)
i2I

uma família de álgebras do mesmo tipo. O produto

direto

Q

i2I

A

i

é um produto subdireto de (A
i

)
i2I

.

2) Para qualquer álgebra A = (A;F ) que não tenha operações nulárias,

veri�
a-se fa
ilmente que o 
onjunto 4

A

= f(a; a) j a 2 Ag é um sub-

universo de A�A; representemos por 4

A

a subálgebra de A�A 
om

universo 4

A

. Uma vez que p1(4A

) = p2(4A

) = A, então 4

A

é um

produto subdireto de (A
i

)
i2f1;2g, onde A1 = A2 = A.
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

3) Considerando os reti
ulados 2 e 3, i.e., as 
adeias 
om dois e três

elementos,

b
a

b
b

b
u

b
v

b
w

2 3

o seu produto direto é o reti
ulado representado pelo diagrama

b (a; u)

b(b; u) b (a; v)

b(b; v) b (a; w)

b (b; w)
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Exemplo

O subrreti
ulado de 2� 3 representado por

b (a; u)

b (a; v)

b(b; v) b (a; w)

b (b; w)

é um produto subdireto de 2 e 3.

90



Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam A uma álgebra e (A
i

)
i2I

uma família de álgebras do mesmo tipo.

A um monomor�smo � : A !

Q

i2I

A

i

tal que �(A) é um produto

subdireto de (A
i

)
i2I

dá-se a designação de mergulho subdireto.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e (�
i

)
i2I

uma família de 
ongruên
ias em

A tal que

T

i2I

�

i

=4

A

. Então a 
orrespondên
ia � : A!
Q

i2I

A=�

i

,

dada por (�(a))(i) = [a]
�

i

, para todo a 2 A, é um mergulho subdireto.
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

De um teorema anterior sabe-se que a 
orrespondên
ia � é um

homomor�smo de A em

Q

i2I

A=�

i

.

A apli
ação � também é injetiva, pois, para quaisquer a; b 2 A,

�(a) = �(b) ) (8i 2 I; [a]
�

i

= [b]
�

i

)

) (8i 2 I; (a; b) 2 �

i

)

) (a; b) 2
T

i2I

�

i

= 4

A

) a = b:

Então � é um monomor�smo.

A respeito de �(A) veri�
a-se fa
ilmente que esta álgebra é um produto

subdireto de (A=�
i

)
i2I

, uma vez que �(A) �
Q

i2I

(A=�
i

)
i2I

e é óbvio

que p

i

(�(A)) = A=�

i

, para todo i 2 I.
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À semelhança do que su
ede 
om o produto direto, prova-se que toda a

álgebra é isomorfa a um produto subdireto de álgebras.

Teorema

Sejam A = (A;F ) uma álgebra e (�
i

)
i2I

uma família de 
ongruên
ias em

A tal que

T

i2I

�

i

=4

A

. Então A é isomorfa a um produto subdireto da

família de álgebras (A=�
i

)
i2I

.

Demonstração.

Pelo teorema anterior sabe-se que a apli
ação � : A!
Q

i2I

A=�

i

,

de�nida por (�(a))(i) = [a]
�

i

, para todo a 2 A, é um monomor�smo.

Logo A

�= �(A). Pelo mesmo teorema sabe-se que �(A) é um produto

subdireto da família de álgebras (A=�
i

)
i2I

.
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Em analogia 
om a de�nição de álgebras diretamente inde
omponíveis,

pretendemos 
onsiderar álgebras que não possam ser expressas 
omo

produto subdireto de álgebras mais pequenas, 
om ex
epção dos 
asos

triviais.

De�nição

Uma álgebra A diz-se subdiretamente irredutível se, para qualquer

família (A)
i2I

de álgebras do mesmo tipo de A e para qualquer mergulho

subdireto � : A !

Q

i2I

A

i

, existe i 2 I tal que p

i

Æ � é um isomor�smo.
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Exemplo

A 
adeia 
om três elementos 3 não é subdiretamente irredutível. De

fa
to, 
onsiderando o monomor�smo � de 3 em 2� 2 de�nido da forma

seguinte

b
1

b
2

b
3

b (0; 0)

b (0; 1) b (1; 0)

b (1; 1)

�

�

�

3 2� 2

veri�
a-se que este monomor�smo é um mergulho subdireto, pois a sua

imagem f(0; 0); (0; 1); (1; 1)g é um produto subdireto de (A
i

)
i2f1;2g,

onde A1 = A2 = 2, mas nem p1 Æ � nem p2 Æ � é um monomor�smo.
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Uma 
ara
terização útil das álgebras subdiretamente irredutíveis e que é

geralmente usada para identi�
ar estas álgebras é dada pelo resultado

seguinte.

Teorema

Uma álgebra A é subdiretamente irredutível se e só se A é trivial ou

ConA n f4

A

g tem elemento mínimo. No segundo 
aso, o elemento

mínimo de ConA n f4

A

g é

T

(ConA n f4

A

g) e é uma 
ongruên
ia

prin
ipal.
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Uma álgebra diretamente inde
omponível nem sempre é uma álgebra

subdiretamente irredutivel (basta 
onsiderar 
omo exemplo as 
adeias


om exatamente três elementos), mas o re
ípro
o veri�
a-se

ne
essariamente.

Teorema

Toda a álgebra subdiretamente irredutível é diretamente inde
omponível.

Demonstração.

Do teorema anterior segue que as úni
as 
ongruên
ias fator de uma

álgebra subdiretamente irredutível A = (A;F ) são as 
ongruên
ias 4

A

e

r

A

. Logo A é diretamente inde
omponível.
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Elementos de álgebra universal

Teorema (Birkho�)

Toda a álgebra é isomorfa a um produto subdireto de álgebras

subdiretamente irredutíveis.
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Elementos de álgebra universal

No que se segue 
onsideramos um tipo espe
ial de álgebras subdireta-

mente irredutíveis.

De�nição

Uma álgebra A diz-se simples se ConA = f4

A

;r

A

g. Uma 
ongruên
ia

� de A é maximal se o intervalo [�;r
A

] tem exatamente dois elementos.

Teorema

Sejam A uma álgebra e � 2 ConA. Então a álgebra A=� é simples se e

só se � é uma 
ongruên
ia maximal em A ou � = r

A

.
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Elementos de álgebra universal

Operadores e variedades

Um tema importante em álgebra universal é o estudo de 
lasses de

álgebras do mesmo tipo que sejam fe
hadas para a formação de

subálgebras, imagens homomorfas e produtos diretos.

A uma função que asso
ia a uma 
lasse de álgebras (todas do mesmo

tipo) uma 
lasse de álgebras (do mesmo tipo) damos a designação de

operador.
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Elementos de álgebra universal

Dados operadores O1 e O2, es
reve-se O1 � O2 se O1(K) � O2(K), para

qualquer 
lasse K de álgebras.

Os operadores podem ser 
ompostos dando origem a novos operadores.

Dados operadores O1 e O2 e uma 
lasse K de álgebras, es
reve-se

O1O2(K) em vez de O1(O2(K)) e O1
2(K) em vez de O1(O1(K)).

Um operador O diz-se idempotente se O

2 = O.
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Elementos de álgebra universal

Dada uma 
lasse K de álgebras do mesmo tipo, representamos por:

� S(K) a 
lasse de todas as subálgebras de elementos de K;

� H(K) a 
lasse de todas as imagens homomorfas de elementos de K;

� I(K) a 
lasse de todas as imagens isomorfas de elementos de K;

� P (K) a 
lasse de todos os produtos diretos de elementos de K;

� P

S

(K) a 
lasse de todos os produtos subdiretos de elementos de K.
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Elementos de álgebra universal

Observe-se que, para 
ada um dos operadores O de�nidos anteriormente:

- K � O(K), para qualquer 
lasse K de álgebras do mesmo tipo;

- se K1 e K2 são 
lasses de álgebras do mesmo tipo tais que K1 � K2,

então O(K1) � O(K2).
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Para qualquer operador O 2 fH; S; Ig, tem-se OI = IO.

Teorema

Seja K uma 
lasse de álgebras. Então:

(i) SH(K) � HS(K); (ii) PS(K) � SP (K); (iii) PH(K) � HP (K);

(iv) H

2(K) = H(K); (v) I

2(K) = I(K); (v i) S

2(K) = S(K);

(vii) (IP )2(K) = IP (K): :
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Elementos de álgebra universal

Demonstração:

(i) Seja A = (A;F ) 2 SH(K).

Então existe B 2 K e um epimor�mo � : B ! C tal que A � C.

Como � é sobrejetivo, então �

 (A) é não vazio.

Seja �

 (A) a álgebra pré-imagem de A.

Uma vez que �

 (A) � B e �(� (A)) = A, então A 2 HS(K).
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

(ii) Seja A = (A;F ) 2 PS(K). Então A =
Q

i2I

A

i

, onde A

i

� B

i

, para

algum B

i

2 K. Uma vez que

Q

i2I

A

i

�

Q

i2I

B

i

, então A 2 SP (K).

(iii) Seja A = (A;F ) 2 PH(K). Então existem álgebras B

i

2 K e

epimor�smos �

i

: B
i

! A

i

tais que A =
Q

i2I

A

i

. Fa
ilmente se veri�
a

que a apli
ação � :
Q

i2I

B

i

!

Q

i2I

A

i

de�nida por (�(a))(i) = �

i

(b(i))

é um epimor�smo. Logo A 2 HP (K).
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Elementos de álgebra universal

Uma 
lasse K de álgebras do mesmo tipo diz-se fe
hada para um

operador O se O(K) � K.

Teorema

Seja K uma 
lasse de álgebras. Se a 
lasse K é fe
hada para um

operador O 2 fS;H; I; P; P

S

g, então O(K) = K.

De�nição

Seja K uma 
lasse não vazia de álgebras do mesmo tipo. Diz-se que K é

uma variedade se é fe
hada para a formação de imagens homomorfas,

subálgebras e produtos diretos.
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Elementos de álgebra universal

Uma vez que a interseção de uma familia não vazia de variedades de

álgebras do mesmo tipo é uma variedade e atendendo a que a 
lasse

formada por todas as álgebras do mesmo tipo é uma variedade,


on
lui-se que para qualquer 
lasse K de álgebras do mesmo tipo existe a

menor variedade que 
ontém K.

De�nição

Seja K uma 
lasse de álgebras do mesmo tipo. Designa-se por variedade

gerada por K, e representa-se por V (K), a menor variedade que 
ontém

K.

Teorema (Teorema de Tarski)

Seja K uma 
lasse de álgebras do mesmo tipo. Então V (K) = HSP (K).
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Elementos de álgebra universal

Demonstração.

Por um lado, 
omo K � V (K) e V (K) é uma variedade, tem-se

HSP (K) � HSP (V (K)) = HS(V (K)) = HV (K) = V (K):

Por outro lado, tem-se

HHSP (K) = HSP (K)

SHSP (K) � HSSP (K) = HSP (K);

PHSP (K) � HPSP (K) � HSPP (K) � HSIPIP (K)

� HSIP (K) � HSHP (K) � HHSP (K) = HSP (K).

Logo HSP (K) é uma variedade. Por 
onseguinte, atendendo a que

K � HSP (K), tem-se V (K) � HSP (K).
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Elementos de álgebra universal

O resultado seguinte é bastante útil no estudo de variedades.

Teorema

Seja K uma variedade. Então toda a álgebra de K é isomorfa a um

produto subdireto de álgebras subdiretamente irredutíveis de K.

Como 
onsequên
ia imediata deste teorema tem-se o resultado seguinte.

Corolário

Toda a variedade é gerada pelas suas álgebras subdiretamente

irredutíveis.
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Elementos de álgebra universal

Termos, álgebras livres

Nas se
ções anteriores foram abordados alguns pro
essos algébri
os para

a 
onstrução de álgebras e foi dada espe
ial atenção ao estudo de 
lasses

de álgebras que são fe
hadas para alguns desses pro
essos de 
onstrução,

mais espe
i�
amente, estudaram-se 
lasses fe
hadas para a formação de

subálgebras, para a formação de imagens homomorfas e para a formação

de produtos diretos. Note-se, porém, que a maioria das álgebras que se

estudam são de�nidas por operações que satisfazem determinadas

identidades. Sendo assim, é importante averiguar se os pro
essos de


onstrução referidos anteriormente também preservam as identidades que

são satisfeitas pelas álgebras de uma determinada 
lasse.
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Elementos de álgebra universal

No sentido de fazer tal estudo, nesta se
ção 
omeçamos por introduzir os


on
eitos de termo e de álgebras livres, 
on
eitos estes que serão

posteriormente utilizados para de�nir identidades e estabele
er a ligação

existente entre a abordagem algébri
a e a abordagem equa
ional adotada

no estudo das álgebras.

De�nição

Sejam (O; �) um tipo algébri
o e X um 
onjunto. O 
onjunto T (X) dos

termos de tipo (O; �) sobre X é o menor 
onjunto tal que:

(i) X [ O0 � T (X).

(ii) Se t1; : : : ; tn 2 T (X) e f 2 O

n

, então f (t1; : : : ; tn) 2 T (X).
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Elementos de álgebra universal

Note-se que T (X) 6= ; se e só se X [ O0 6= ;.

Para um símbolo de operação binário � é usual adotar a notação t1 � t2,

em vez de �(t1; t2).

Dado t 2 T (X), es
reve-se t(x1; : : : ; xn) para indi
ar que as variáveis que

o
orrem no termo t perten
em a fx1; : : : ; xng.

Um termo t diz-se n-ário se o número de variáveis que o
orrem em t é

menor ou igual a n.
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Elementos de álgebra universal

Exemplo

(1) Sejam X = fx; y ; zg e (O; �) um tipo algébri
o, onde O é 
onstituído

por dois símbolos de operação binários � e +. Então

x; y ; z; x � (y + z); (x � y) + (x � z)

são alguns dos termos sobre X.

(2) Os polinómios reais são termos de tipo (O; �), onde O é 
onstituído

por três símbolos de operação binários +, �, � e por um símbolo de

operação nulário r , para 
ada r 2 R.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Dado um termo t(x1; : : : ; xn) de tipo (O; �) sobre um 
onjunto X e dada

uma álgebra A = (A;F ) de tipo (O; �), de�ne-se a função t

A : An

! A

da seguinte forma:

(1) se t é uma variável x

i

, então t

A(a1; : : : ; an) = a

i

; para a1; : : : ; an 2 A.

(2) se t é da forma f (t1(x1; : : : ; xn); : : : ; tk(x1; : : : ; xn)), onde f 2 O

k

,

então

t

A(a1; : : : ; an) = f

A(t1
A(a1; : : : ; an); : : : ; tk

A(a1; : : : ; an));

para quaisquer a1; : : : ; an 2 A.

A função t

A

designa-se por função termo em A induzida por t.
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Elementos de álgebra universal

O resultado seguinte estabele
e algumas propriedades importantes

relativas a funções termo, mais espe
i�
amente, estabele
e que as

funções termo se 
omportam de forma análoga às operações

fundamentais de uma álgebra no que respeita a 
ongruên
ias e a

homomor�smos.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Para qualquer tipo algébri
o (O; �) e para quaisquer álgebras A = (A;F ),

B = (B;G) de tipo (O; �), tem-se o seguinte:

(i) Se t é um termo n-ário de tipo (O; �), � 2 ConA e (a
i

; b

i

) 2 �, para

qualquer i 2 f1; : : : ; ng, então

t

A(a1; : : : ; an) � t
A(b1; : : : ; bn):

(ii) Se t é um termo n-ário de tipo (O; �) e � : A ! B é um

homomor�smo, então

�(tA(a1; : : : ; an)) = t

B(�(a1); : : : ; �(an));

para quaisquer a1; : : : ; an 2 A.

(iii) Seja S um sub
onjunto de A. Então

Sg

A(S) = ft

A(a1; : : : ; an) : t é um termo n-ário de tipo (O; �);

n 2 N0 ; a1; : : : ; an 2 Sg:
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Elementos de álgebra universal

Dado um tipo algébri
o (O; �) e um 
onjunto X, de�ne-se de forma

natural uma álgebra de tipo (O; �) que tem 
omo universo o 
onjunto de

termos T (X).

De�nição

Sejam (O; �) um tipo algébri
o e X um 
onjunto tal que T (X) 6= ;.

Designa-se por álgebra dos termos de tipo (O; �) sobre X, e

representa-se por T (X), a álgebra T (X) = (T (X); (f T (X))
f 2O

) tal que,

para 
ada

f 2 O

n

, f

T (X) : T (X)n ! T (X) é a operação de�nida por

f

T (X)(t1; : : : ; tn) = f (t1; : : : ; tn);

para quaisquer t1; : : : ; tn 2 T (X).

Claramente, a álgebra T (X) é gerada por X.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam K uma 
lasse de álgebras de tipo (O; �), U = (U;F ) uma álgebra

de tipo (O; �) e X um sub
onjunto de U. Diz-se que a álgebra U é livre

para K sobre X se:

(i) U é gerada por X;

(ii) para 
ada álgebra A 2 K e para 
ada apli
ação � : X ! A; existe

um homomor�smo � : U ! A que estende � (i.e., �(x) = �(x),

para todo x 2 X).
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Elementos de álgebra universal

Lema

Sejam K uma 
lasse de álgebras de tipo (O; �), U = (U;F ) uma álgebra

de tipo (O; �) e X um sub
onjunto de U. Se a álgebra U é livre para K

sobre X, então, para qualquer álgebra A = (A;G) 2 K e para qualquer

apli
ação � : X ! A, existe um úni
o homomor�smo � : U ! A que

estende �.
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Elementos de álgebra universal

Teorema

Sejam (O; �) um tipo algébri
o, K a 
lasse de todas as álgebras de tipo

(O; �) e X um 
onjunto tal que X [ O0 6= ;. Então a álgebra T (X) é

livre para K sobre X.

Demonstração.

Já foi observado anteriormente que X gera T (X). Também se prova que,

para 
ada álgebra A = (A;F ) 2 K e para 
ada função � : X ! A, existe

um homomor�smo � : T (X)! A que estende �. De fa
to, é simples

veri�
ar que a apli
ação � : T (X)! A de�nida re
ursivamente por

(i) �(x) = �(x); para todo x 2 X,

(ii) �(f (t1; : : : ; tn)) = f

A(�(t1); : : : ; �(tn)); para quaisquer

t1; : : : ; tn 2 T (X) e f 2 O

n

,

é um homomor�smo de T (X) em A que estende �.
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Elementos de álgebra universal

Identidades, Teorema de Birkho�

Um dos mais 
onhe
idos teoremas de Birkho� estabele
e que as 
lasses

de álgebras de�nidas por identidades são pre
isamente as 
lasses de

álgebras que são fe
hadas para a formação de imagens homomorfas,

subálgebras e produtos diretos. Nesta se
ção estudamos identidades e a

sua relação 
om álgebras livres, no sentido de se estabele
er o referido

teorema.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Sejam (O; �) um tipo algébri
o e X um 
onjunto de variáveis. Uma

identidade de tipo (O; �) sobre X é uma expressão da forma

p � q;

onde p; q 2 T (X). Representa-se por Id(X) o 
onjunto de todas as

identidades de tipo (O; �) sobre X.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Dada uma álgebra A de tipo (O; �), diz-se que a álgebra A satisfaz a

identidade

p(x1; : : : ; xn) � q(x1; : : : ; xn)

se, para quaisquer a1; : : : ; an 2 A,

p

A(a1; : : : ; an) = q

A(a1; : : : ; an):

Neste 
aso, diz-se que a identidade é verdadeira em A ou que se

veri�
a em A, e es
reve-se

A j= p(x1; : : : ; xn) � q(x1; : : : ; xn)

ou, mais abreviadamente,

A j= p � q:
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Se Σ é um 
onjunto de identidades, diz-se que A satisfaz Σ, e es
reve-se

A j= Σ;

se A j= p � q, para qualquer p � q 2 Σ.

Uma 
lasse de álgebras K satisfaz uma identidade p � q, e es
reve-se

K j= p � q;

se 
ada uma das álgebras de K satisfaz p � q. Diz-se que K satisfaz um


onjunto de identidades Σ, e es
reve-se

K j= Σ;

se K satisfaz 
ada uma das identidades de Σ.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

O 
onjunto de todas as identidades de tipo (O; �) sobre X que são

satisfeitas por K é representado por Id
K

(X); i.e.,

Id
K

(X) = fp � q 2 Id(X) : K j= p � qg:
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Elementos de álgebra universal

Lema

Para qualquer 
lasse K de álgebras de tipo (O; �), as 
lasses K, I(K),

S(K), H(K), P (K) e HSP (K) satisfazem as mesmas identidades sobre

qualquer 
onjunto de variáveis X.
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Elementos de álgebra universal

De�nição

Dado um 
onjunto Σ de identidades de tipo (O; �), de�ne-se M(Σ) 
omo

sendo a 
lasse de todas as álgebras de tipo (O; �) que satisfazem Σ.

Uma 
lasse K de álgebras de tipo (O; �) diz-se uma 
lasse equa
ional

se existe um 
onjunto de identidades Σ tal que K = M(Σ). Neste 
aso,

diz-se que a 
lasse K é de�nida ou axiomatizada por Σ.

Teorema (Birkho�)

Seja K uma 
lasse de álgebras de tipo (O; �). Então K é uma 
lasse

equa
ional se e só se K é uma variedade.
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Exemplo

(1) Grupos: A 
lasse G dos grupos vistos 
omo álgebras de tipo (2,1,0) é

uma variedade:

G j= fa(b
) � (ab)
; a1 � 1a � a; aa

�1
� a

�1
a � 1g:

A 
lasse dos grupos vistos 
omo álgebras do tipo (2) não é uma

variedade.

(2) Semigrupos: A 
lasse S dos semigrupos é uma variedade:

S j= fa(b
) � (ab)
g:

(3) Reti
ulados: A 
lasse R dos reti
ulados é uma variedade

R j= fa ^ b � b ^ a; a _ b � b _ a;

a ^ (b ^ 
) � (a ^ b) ^ 
; a _ (b _ 
) � (a _ b) _ 
;

a _ (a ^ b) � a; a ^ (a _ b) � ag:
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