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Reticulados



Reticulados

Os reticulados podem ser definidos de duas formas equivalentes: como
conjuntos parcialmente ordenados e como estruturas algébricas.

No sentido de se definir reticulados enquanto conjuntos parcialmente
ordenados, relembram-se algumas nocdes basicas relacionadas com o
conceito de ordem parcial.



Reticulados

Relacodes de ordem

Definicao

Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos relacdo binaria de A em B a
qualquer subconjunto p do produto cartesiano A x B. Quando A = B,
dizemos que p é uma relacdo binaria em A.

Se (a, b) € p, entdo dizemos que a esta relacionado com b por p e
escrevemos ap b. Se (a, b) & p, escrevemos a p b e dizemos que a ndo
esta relacionado com b por p.



Reticulados

Uma vez que as relacdes binérias sdo conjuntos, faz sentido aplicar a
estas relacdes as operacdes de unido, intersecdo e complementac3o.

Além destas operacdes, existem outros processos que permitem a
construcdo de novas relacdes binarias a partir de relacbes binarias dadas.

Definicao
Sejam A, B conjuntos e p uma relacdo binaria de A em B. Chama-se
=0

relacdo inversa de p, e representa-se por p~*, a relacdo de B em A

definida por
p~t={(b,a) € Bx A|(a b)€ p}.



Reticulados

Definicao

Sejam A, B, C, D conjuntos, p uma relacdo bindria de A em B e ¢ uma
relacdo binaria de C em D. Chama-se relacdo composta de ¢ com p, e
representa-se por g o p, a relacdo bindria de A em D definida por

gop=H(x,y) EAx D |Tegnc ((x,2) EpA(z,y) € o)}



Reticulados

Definicao

Sejam P um conjunto e p uma relacdo binaria em P. Diz-se que p é uma

relacdo de ordem parcial em P se sdo satisfeitas as seguintes condicées:
(i) para todo a € P, (a,a) € p.

(i) para quaisquer a,b € P, (a,b) e pe (b a)€ep=a=hb.

(iii) para quaisquer a,b,c € P, (a,b) € pe(b,c) € p= (a,c) € p.

Se adicionalmente, para quaisquer a, b € P,
(iv) (a,b) € p ou(b,a) € p,

a relacdo p diz-se uma relacdo de ordem total. Se P é um conjunto no
vazio e p é uma relacdo de ordem parcial em P, ao par (P, p) di-se a
designacdo de conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.); se p é uma
relacdo de ordem total em P, o par (P, p) designa-se por conjunto
totalmente ordenado ou por cadeia.
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Exemplo
1) Sendo A um dos conjuntos N, Z, Q ou R e < a relacdo “menor ou
igual” usual em A, o par (A, <) é um c.p.o..

2) Sendo | a relacdo divide em N, (N, |) é um c.p.o..
3) Dado um conjunto A, (P(A),C) é um c.p.o..

4) Os c.p.o.s (N, <), (Z,<), (Q,<) e (R, <) sdo cadeias.



Reticulados

Em geral, representamos uma ordem parcial definida num conjunto P por
< e o respetivo c.p.o. por (P, <).

Dado um c.p.o. (P, <) e dados elementos a, b € P, escrevemos:

- a< b, elemos “a é menor ou igual a b’, para representar
(a,b) €

- a£ b, elemos “a ndo é menor ou igual a b", para representar
(ab)g<;

- a< b, elemos “a é menor do que b’,se a < be a# b,

- a< b, elemos"b é sucessor de a’ (ou b cobre a ou a é coberto
por b),sea<be~-(dce P a<c<bh).



Reticulados

Dados a, b € P, diz-se que a e b sdo comparaveis se a < b ou b < a;
caso contrario, ou seja, se a £ be b £ a, diz-se que a e b sdo
incomparaveis e escreve-se a|| b.

Um subconjunto A de P diz-se:
- uma cadeia em (P, <) ou um conjunto totalmente ordenado em
(P, <) se, para quaisquer a, b € A, a e b sdo comparaveis;

- uma anticadeia em (P, <) se, para quaisquer a, b € A tais que
a#b, al|b.



Reticulados

O intervalo fechado |a, b] representa o conjunto
{cePla<c<b}
e o intervalo aberto (a, b) representa o conjunto
{ceP|la<c<b}.
Os intervalos (a, b] e [a, b) representam, respetivamente, os conjuntos
{cePla<c<b}le{ceP|la<c<b}
Dado um subconjunto A de P, diz-se que A &€ um subconjunto convexo
de P se, para quaisquer a,b€ Ae c € P,
a<c<b=ceA

Claramente, para quaisquer a, b € P, o intervalo [a, b] & um subconjunto
convexo de P.
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Dados um c.p.o. (P, <) e A um suconjunto de P, podem existir
elementos com propriedades especiais relativamente a A.

Dados um subconjunto A de P e m € P, diz-se que m é:

- um maximal de Ase me Ae =(Fac A, m<a);
- um minimal de Ase me Ae~(3a€ A a< m);
- um majorante de A se, para todo a € A, a < m,
- um minorante de A se, paratodoac A, m< g;

- um supremo de A se m é um majorante de Ae m < m’, para
qualquer majorante m’ de A;

- um infimo de A se m & um minorante de A e m' < m, para qualquer
minorante m' de A;

- um maximo de A se m & um majorante de Ae m € A;

- um minimo de A se m é um minorante de A e m € A.
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Reticulados

O conjunto dos majorantes de A e o conjunto dos minorantes de A sdo
representados por Maj(A) e Min(A), respetivamente.

Caso exista, o supremo (infimo, méaximo, minimo) de um subconjunto A
de P é Gnico e representa-se por supA ou \/ A (respetivamente, infA ou
A A, max A, min A).

Se A= {a, b} é usual escrever aV b e aA b para representar \/ Ae A A,
respetivamente.

Caso exista, o elemento maximo (minimo) de P é usualmente
representado por 1 (respetivamente, 0).

Um c.p.o. (P, <) tal que P tem elemento maximo e elemento minimo
diz-se um conjunto parcialmente ordenado limitado.
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Proposicdao
Num c.p.o. (P, <) sdo equivalentes as seguintes afirmacdes, para
quaisquer a, b € P:
(i) a<b;
(ii) sup{a, b} = b;
(iii) inf{a, b} = a.

12



Reticulados

Teorema

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e sejam a, b, ¢, d
elementos de P tais que a < b e ¢ < d. Ent3o:

(1) Se existem inf{a, c} e inf{b, d}, entdo inf{a, c} <inf{b, d}.
(2) Se existem sup{a, c} e sup{b, d}, entdo sup{a, c} < sup{b, d}.
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Diagramas de Hasse

Os conjuntos parcialmente ordenados finitos podem ser representados por
meio de diagramas, designados por diagramas de Hasse.

Dado um conjunto parcialmente ordenado finito P, cada elemento de P é
representado por um ponto do plano. Se a e b sdo elementos de P tais
que a < b, o ponto associado ao elemento b é representado acima do
ponto associado ao elemento a e unem-se os dois pontos por meio de um
segmento de reta.
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Exemplo

S 0
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Construcao de conjuntos parcialmente ordenados

Dado um c.p.o. (P, <), definem-se a partir da relacdo < outras relacdes
de ordem parcial.

Se (P, <) éum c.p.o. e A & um suconjunto ndo vazio de P, a relacdo <|,
definida, para quaisquer a, b € A, por

a<l|,bseesésea<b

€ uma relagdo de ordem parcial em A. A relagdo <|, designa-se por
ordem parcial induzida por < em A.
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Sendo (P, <) um c.p.o., define-se a partir da relacio < uma outra
relacdo de ordem parcial em P. A relacdo <4 definida em P por

a<gbseeséose b<a

é também uma relacdo de ordem parcial em P. A relacdo <4 designa-se
por relacdo de ordem dual de < e o c.p.o. (P, <,4) designa-se por
c.p.o. dual de (P, <).

E simples perceber que (<4)g =< e que o c.p.o. dual de (P, <4) &
(P, <). Os c.p.os (P, <) e (P, <g) dizem-se c.p.o.s duais.

17



Reticulados

Se ® é uma afirmacdo sobre conjuntos parcialmente ordenados, a
afirmacdo ¢4, obtida de ® substituindo toda a ocorréncia de < por <y,
designa-se por afirmacao dual de ®. Note-se que se ® é uma afirmacdo
verdadeira em (P, <), entdo ®4 é verdadeira em (P, <4), pelo que é
valido o seguinte principio.

Principio de dualidade para c.p.o.s Uma afirmacio é verdadeira em
qualquer c.p.o. sse 0 mesmo acontece com a respetiva afirmac3o dual.
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Observe-se que os conceitos de majorante, supremo, elemento maximo,
elemento maximal s3o, respetivamente, duais dos conceitos de minorante,
infimo, elemento minimo, elemento minimal.

Se ® & uma afirmac3do sobre c.p.o.s envolvendo algum destes conceitos, a
afirmacdo ®4 é obtida substituindo cada um destes conceitos pelo
conceito dual e substituindo toda a ocorréncia de < por <.

19
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Dados dois conjuntos parcialmente ordenados (P, <1) e (@, <3), existem
diferentes processos para construir novos c.p.o.s a partir dos c.p.o.s
dados.

Por exemplo, a relacdo binaria < definida em P x Q por
(a1, 82) < (b1, b2) seesbése a; <1 by e a» <o by

é uma relacdo de ordem parcial e, por conseguinte, (P x @, <) é um
conjunto parcialmente ordenado, designado por produto de (P,<;) e
(Q, <2) e representado por P x Q.
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A construcdo anterior pode ser generalizada a um namero finito de
conjuntos parcialmente ordenados: se (P, <1), ..., (P, <p), com n € N,
sdo conjuntos parcialmente ordenados, entdo (P; X -+ x P,, <), onde <
é a relacdo definida em P, x --- x P, por

(a1,...,ap) < (b1,...,by) seesoésea; <y by, ...,a, <p by,
é um conjunto parcialmente ordenado.

Se PA=P,=... =P, =Pe <;=<p=...=%,, representa-se o c.p.o.
(P x -+ x Py, <) por P

21
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Exemplo

Considerando as cadeias 2 e 3 a seguir representadas

w

b 1%
Ia u
2 3

o c.p.o. (2 x 3,<) pode ser representado pelo diagrama seguinte

(b.w)
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Reticulados

AplicacGes entre conjuntos parcialmente ordenados

No estudo de aplicacdes entre conjuntos parcialmente ordenados tém
particular interesse aquelas que preservam a ordem.

Definicao
Sejam (P1, <1) e (Pa, <2) dois conjuntos parcialmente ordenados e
a: Pp — P, uma aplicacdo. Diz-se que:

- a aplicacdo o preserva a ordem ou que o é isétona se, para
quaisquer a, b € Py,

a<i b= aa) <2 ab).
- a aplicacdo o é antitona se, para quaisquer a, b € Py,
a<ib= Oé(b) <5 a(a).
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Definicao
- a é um mergulho de ordem se, para quaisquer a, b € Py,
a<ibe a(a) <5 Oé(b)

- o é um isomorfismo de c.p.o.s se a é um mergulho de ordem e é
uma aplicacdo sobrejetiva.

Caso exista um isomorfismo de c.p.o.s de (P, <1) em (P>, <»), diz-se
que o c.p.o. (Py, <y) é isomorfo ao c.p.o. (P2, <5).

24
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Um isomorfismo de c.p.o.s é uma aplica¢do bijetiva.

Se a & um isomorfismo de um c.p.o. (Pi, <1) num c.p.o. (P, <), entdo
a~!: P, — P também & um isomorfismo de (P2, <») em (P, <1).

(Pz, Sz) diz-se

Caso exista um isomorfismo entre os c.p.o.s (P, <;1) e
> (P, <2).

que os c.p.o.s sdo isomorfos e escreve-se (P, <1)

Note-se que, embora um isomorfismo de c.p.o.s seja uma aplicacio
isétona e bijetiva, uma aplicacdo bijetiva e isétona ndo é necessariamente
um isomorfismo de c.p.o.s.

25
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Por exemplo, sendo (P1, <1) e (P, <) os c.p.o.s com os diagramas de
Hasse a seguir apresentados

dpg ———— ¢ 4
b 3
Cpg ————> ¢ 2
a 1
(P, <1) (P, <2)
Figura 1

a aplicagdo a definida de P, em P, por a(a) =1, a(b) =3, a(c) =2 e
a(d) = 4, é isétona e bijetiva, mas ndo & um isomorfismo de c.p.o.s.

26
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Definicao

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Uma aplicacio

f : P — P diz-se um operador de fecho em (P, <) se, para quaisquer
x,y € P, sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

F1: x < f(x);

F2: f2(x) < f(x);

F3: x <y = f(x) < f(y).

Dado um operador de fecho f : P — P e dado p € P, designa-se o
elemento f(p) por fecho de p. O elemento p diz-se fechado para f se

p = f(p). O conjunto dos elementos de P fechados para f é
representado por Fce(P).

27
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Dado um conjunto A, ja observamos anteriormente que (P(A), C) &€ um
conjunto parcialmente ordenado.

Um operador de fecho f em (P(A), C) é usualmente designado por
operador de fecho em A.

Dados um subconjunto X de A que seja fechado para f e um
subconjunto Y de A, diz-se que Y é um conjunto gerador de X se
f(Y) = X; caso exista um conjunto gerador de X que seja finito, o
conjunto X diz-se finitamente gerado.

Um operador de fecho f em (P(A), C) diz-se um operador de fecho
algébrico se, para qualquer X C A,

F4: f(X)=U{f(Y):Y C X eV éfinito }.

28
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Reticulados

Muitas das propriedades de um conjunto parcialmente ordenado (P, <)
sdo expressas atendendo a existéncia de supremo e infimo de certos
subconjuntos de P. Uma classe de conjuntos parcialmente ordenados
expressos deste modo é a classe dos reticulados.

29
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Duas definicoes de reticulados

Os reticulados podem ser definidos de duas formas equivalentes: como
conjuntos parcialmente ordenados e como estruturas algébricas. Nesta
seccdo apresentamos estas definicdes e verificamos a equivaléncia das

duas.

Definicao

Um conjunto parcialmente ordenado (R, <) diz-se um reticulado se,
para quaisquer a, b € R, existem inf{a, b} e sup{a, b}.

30
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Exemplo

1) Todas as cadeias séo reticulados.

2) Dado um conjunto A, o c.p.o. (P(A), C) é um reticulado, tendo-se,
para quaisquer X,Y C A,

inf{X,Y}=XNY esup{X,Y}=XUY.

31



Reticulados

Exemplo
3) Sendo Subg(G) o conjunto dos subgrupos de um grupo G e C a
relacdo de inclusdo usual, o par (Subg(G), C) é um reticulado, tendo-se,

para quaisquer Gy, Go € Subg(G),

inf{Gl, G2} =GiNGy e sup{Gl, G2} =< G UGy >.

32
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Se (R, <) & um reticulado, entdo o seu c.p.o. dual (R, <4) é também um
reticulado. Sendo assim, é valido o principio seguinte.

Principio de Dualidade para Reticulados Uma afirmacdo é verdadeira
em qualquer reticulado se e s6 se 0 mesmo acontece com a respetiva
afirmac3do dual.
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Apresenta-se de seguida a definicdo de reticulado como estrutura
algébrica.

Definicao

Um triplo R = (R; A\, V), onde R é um conjunto ngo vazio e A e V sdo
operacées bindrias em R, diz-se um reticulado se, para quaisquer
xX,¥,Z € R,

Rl: xAy=yAx, xVy=yVx

(leis comutativas);
R2: xA(yAz)=(xAy)ANz, xV(yVz)=(xVy)Vz

(leis associativas);
R3: xAx=x, xVx=x

(leis de idempoténcia);

R4: xA(xVy)=x, xV(xAy)=x

(leis de absorcéo).
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Exemplo

(1) Considerando que P representa o conjunto das proposicées, que N
representa o conetivo conjuncdo e \V representa o conetivo disjuncgo,
(P; A, V) é um reticulado.

(2) Sendo m.d.c. a operacdo maximo divisor comum em N e m.m.c. a
operacdo minimo maltiplo comum, (N, m.d.c., m.m.c.) é um reticulado.
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Teorema

Se R = (R; A, V) é um reticulado, entdo a relacdo < definida em R por
a<b se a=aAb

é uma relacdo de ordem parcial tal que, para quaisquer a, b € R, existem
inf{a, b} esup{a, b} e

inf{a,b} = aA b esup{a, b} =aVb.

Se (R, <) é um conjunto parcialmente ordenado tal que, para quaisquer
a, b € R, existem inf{a, b} e sup{a, b}, entdo R = (R; A, V), onde

aAb=inf{a b} eaV b=sup{a, b},
é um reticulado e, para quaisquer a, b € R,

a<bsa=aAbs b=avhb.
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Do resultado anterior segue que os reticulados podem ser completamente
caracterizados em termos das operacdes supremo e infimo.

Se ® é uma afirmacdo sobre reticulados expressa em termos de A e V, a
afirmacdo dual de ® é obtida trocando as ocorréncias de A e V,
respetivamente, por V e A.

Caso @ seja uma afirmacio verdadeira para todos os reticulados, entdo
®, também é verdadeira para todos os reticulados.

Se (R; A, V) & um reticulado, ent3o o seu reticulado dual & (R;V, A).
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Descricdo de reticulados

Para ilustrar certos resultados ou para refutar conjeturas a respeito de
reticulados pode ser conveniente descrever exemplos de reticulados.

Atendendo a que os reticulados sdo casos particulares de conjuntos
parcialmente ordenados, a descricdo de reticulados finitos pode ser feita
por meio de diagramas de Hasse.

Alternativamente, considerando um reticulado como uma &lgebra
(R; A, V), um reticulado pode ser descrito recorrendo as tabelas das
operacdes A e V.
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Exemplo

As duas tabelas seguintes

~ T L o>
S O O oo
L OV OV
T T QO QT
N O L Q|
~ o L ol
N~ T L OO
~ o~ L LD
N O~ O|Oo
NN N NN

descrevem o reticulado representado pelo diagrama de Hasse

1
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Subrreticulados

Definicao

Sejam R = (R; A, V) um reticulado e R' um subconjunto ndo vazio de R.
Diz-se que R' = (R'; ', V') é um subrreticulado de R se \' e V' sdo
operacées bindrias em R' tais que, para quaisquer a, b € R,

aNb=aAb e aV b=aVhb.

Note-se que se < é a relacdo de ordem parcial associada a um reticulado
R =(R;A,V) e R' & um subconjunto ndo vazio de R, ndo é suficiente
que (R',<|,.,) seja um reticulado para que seja um subrreticulado de
(R.<).
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O exemplo seguinte ilustra este tipo de situacdo: considerando o
reticulado ({a, b, ¢, d, e}, <) a seguir representado e sendo
R"={a,c,d e}, entdo (R', <|,,) € um reticulado, mas nao é
subreticulado do reticulado indicado.

Dados um reticulado (R, <) e um subconjunto ndo vazio R’ de R, um
c.p.o. (R, <') & um subrreticulado de (R, <) se <'=<_,, (R, <)) &
um reticulado e, para quaisquer a, b € R, o supremo e o infimo de {a, b}

em (R’, <|,.,) coincidem o supremo e o infimo de {a, b} em (R, <).
41
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Produtos

A partir de reticulados Ry = (R1; AR,, VR,) € Ra = (R2; AR,. VR,)
define-se naturalmente um reticulado que tem como conjunto suporte o
conjunto R1 X R».

Teorema

Sejam R1 = (R1; Ar,, VR, ), R2 = (R2; Ar,, VR,) reticulados e sejam
AR, xR, € VR, xR, as operacdes bindrias definidas em Ry x Ry por

(a1, @2) AR, xR, (b1, b2) = (a1 AR, b1, a2 Ar, b2),
(a1, a2) VR, xR, (b1, b2) = (a1 VR, b1, a2 Vr, b).

Entdo (R X Ra; AR, xRys VR xR,) € um reticulado.
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Definicao
Sejam Ry = (R1; Ar,, VR, ), R2 = (R2; Ar,, VR,) reticulados e sejam
AR, xR, € VR, xR, @S operacdes bindrias definidas em Ry x Ry por

(a1, @2) AR, xR, (b1, b2) = (a1 AR, b1, a2 AR, b2),
(a1, @) VR, xR, (b1, b2) = (a1 VR, b1, a2 Vr, b2).

Designa-se por reticulado produto de R, e R,, e representa-se por
R1 X Ry, o reticulado (Rl X Rjy; ARy xRor VR1><R2)'

43



Reticulados

Sejam Ri= (Rl; AR1'VR1) e Rr = (R2; ARy, VRZ) reticulados, <1e5
as relacbes de ordem associadas, respetivamente, a R; e R; e seja < a
relacdo de ordem definida em Ry x R, por

(a1,a2) < (b1, by) se e s6 se a1 <1 by e ap <o by.
Entdo (R X Rz, <) é um reticulado. Além disso,
(a1, @) AR xR, (b1, b2) = (a1,22) & aAR, bi=a1eaAr,bh=a
& aalibea<ob
< (a1, a) < (b1, bo).
Por conseguinte, o reticulado produto

R1 x R2 = (R1 X R2; AR, xR, VRIxR,)

coincide com o reticulado (R1 X Rz, <).
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Reticulados

Homomorfismos, isomorfismos

Definicao
Sejam R1 = (R1; Ar,, VR,) € R2 = (R2; ARr,, VR,) reticulados e
a: Ry — Ry uma aplicacdo. Diz-se que:

- a é um homomorfismo de R1 em R, se, para quaisquer a,b € Ry,
a(aAr, b) = a(a) Ar, a(b) e a(a Vg, b) = a(a) Vg, a(b);

- a é um isomorfismo de R1 em R, se a é bijetiva e é um

homomorfismo.

Caso exista um isomorfismo de reticulados de R1 em R», o reticulado
R1 diz-se isomorfo ao reticulado R,.
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Reticulados

Note-se que se o € um isomorfismo de um reticulado Ry para um
reticulado R, entdo o~ é um isomorfismo de R, para R;.

Assim, caso exista um isomorfismo de um reticulado noutro, diz-se
somente que os reticulados sdo isomorfos.
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Reticulados

A nocio de isomorfismo entre reticulados pode ser estabelecida
recorrendo as relacdes de ordem associadas aos mesmos reticulados.

Teorema

Sejam R1 = (R1; Ar,, VR,) € R2 = (R2; ARr,, VR,) reticulados e <; e
<, as relacbes de ordem definidas, respetivamente, em Ry e Ry por

a<j bssea=aAr, b, para quaisquer a,b € Ry,

a<, bssea=aAr, b, para quaisquer a,b € R;.

Ent3o os reticulados R1 = (R1; Ar,, VR,) € R2 = (R2; ARr,, VR,) sdo
isomorfos se e s6 se os c.p.o.s (R1, <1) e (Ra, <2) sdo isomorfos.
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Reticulados completos, reticulados algébricos

Apresentam-se seguidamente duas classes de reticulados que
desempenham um papel relevante no estudo de algebra universal.

Definicao
Um reticulado (R, <) diz-se um reticulado completo se, para qualquer
subconjunto S de R, existem \S e/ S.

48



Reticulados

Exemplo

1) O reticulado (R, <) ndo é completo.

2) O reticulado (R U {—o0, 00}, <) é completo.

3) O reticulado ({x € R : |x]| < 1} U {-2,2}, <) é completo.
4) Dado um conjunto A, (P(A), C) é um reticulado completo.
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Teorema

Seja (R, <) um reticulado tal que existe \| S para qualquer subconjunto
S de R ou tal que existe \ S para qualquer subconjunto S de R. Entio
(R, <) é um reticulado completo.

Observe-se que se (R, <) é um reticulado completo, entdo R tem
elemento maximo 1 e elemento minimo 0 e tem-se \/@ =0e A0 = 1.

Note-se também que o teorema anterior pode ser formulado de forma
equivalente dos seguintes modos: (i) um reticulado (R, <) é completo se
R tem elemento maximo e existe infimo de qualquer subconjunto nio
vazio de R; (i) um reticulado (R, <) & completo se R tem elemento
minimo e existe supremo de qualquer subconjunto ndo vazio de R.
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Um reticulado completo pode ter subrreticulados que ndo sdo completos;
por exemplo, (R, <) & um subrreticulado de (R U {—o0, o0}, <).

E também possivel acontecer que o subrreticulado de um reticulado
completo seja um reticulado completo e que os supremos e infimos de
certos subconjuntos quando determinados no subrreticulado n3o
coincidam com os supremos e os infimos no reticulado - & o caso de
{x e R:|x| <1} U{-2,2}, <) subrreticulado de (R U {—00, o0}, <).

Definicao

Um subrreticulado R’ de um reticulado (R, <) diz-se um subrreticulado
completo de R se, para qualquer subconjunto S de R', \/ S e A\ S,
como definidos em R, pertencem a R'.
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Definicao

Seja (R, <) um reticulado. Um elemento a € R diz-se compacto se
sempre que existe \| A e a < \/ A, para algum A C R, entdo a < \/ B,
para algum conjunto finito B C A.

Um reticulado R diz-se compactamente gerado se, para todo a € R,
a=\S, onde S é um subconjunto de R formado por elementos
compactos de R.

Um reticulado R diz-se um reticulado algébrico se é um reticulado
completo e compactamente gerado.
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Exemplo

1) Todos os elementos de um reticulado finito sdo compactos.

2) Dado um conjunto A, o reticulado (P(A), C) é algébrico; os elementos
compactos deste reticulado sdo os subconjuntos finitos de A.

3) O reticulado (Subg(G), C), dos subgrupos de um grupo G, é algébrico;
os elementos compactos deste reticulado sdo os subgrupos de G
finitamente gerados.
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Teorema
Sejam A um conjunto e f um operador de fecho em (P(A), C). Entdo

(Fer(P(A)), C) é um reticulado completo, onde, para qualquer familia
ndo vazia {Ai}ic1 de subconjuntos de A,

NfA) =f(A) e \/f(A,-)—f(UA,->.

iel i€l i€l iel
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Reciprocamente prova-se que todo o reticulado completo pode ser visto
como o reticulado dos subconjuntos fechados de algum conjunto com um
operador de fecho.

Teorema

Seja (R, <) um reticulado completo. Entdo (R, <) é isomorfo ao
reticulado dos subconjuntos fechados de algum conjunto A com um
operador de fecho f.
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Teorema

Seja A um conjunto. Se f é um operador de fecho algébrico em
(P(A), ©), entdo (Fce(P(A)), C) é um reticulado algébrico e os
elementos compactos de (Fce(P(A)), C) sdo os conjuntos fechados
f(X), onde X é um subconjunto finito de A.

Corolario

Seja f um operador de fecho algébrico em (P(A), C), para algum
conjunto A. Entdo os subconjuntos de A finitamente gerados sdo
precisamente os elementos compactos de (F c¢(P(A)), C).
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Teorema

Todo o reticulado algébrico é isomorfo ao reticulado dos subconjuntos
fechados de algum conjunto A com um operador de fecho algébrico.
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Reticulados distributivos e reticulados modulares

As classes de reticulados mais estudadas s3o as classes de reticulados
distributivos e as classes de reticulados modulares.

Definicao
Um reticulado R = (R; A, V) diz-se um reticulado distributivo se
satisfaz uma das seguintes condicées:

Dl: xA(yVz)=(xAy)V(xAz),Vx,y,z€R,
D2: xV(yAz)=(xVy)A(xVz),Vx,y z€ER.

As condicdes D1 e D2 referidas na definicdo anterior, designadas por leis
distributivas, sdo equivalentes.
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Teorema

Seja R = (R; A, V) um reticulado. Entido R satisfaz D1 se e s6 se R
satisfaz D2.

Demonstracao.

Admitamos que D1 se verifica. Entdo

xV(yAnz) = (xV(xAz)V(yAz) (por R4)
= xV((xAz)V(yAz) (por R2)

= xV((zAx)V(zAy)) (por R1)

= xV(zA(xVy)) (por D1)

= xV((xVy)Az) (por R1)

= (xA(xVy)VI((xVy)Az) (porR4)

= (xvy)Ax)V((xVy)Az) (porR1)
(xVy)A(xVz) (por D1)

A prova de que D2 implica D1 é analoga. O
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Note-se que qualquer reticulado satisfaz as desigualdades
(xAy)V(xAz)<xA(yVz)exV(yAz)<(xVy)A(xVz).

Assim, para mostrar que determinado reticulado é distributivo basta
verificar uma das desigualdades

xA(yVz)<(xAy)V(xAz)ou (xVy)A(xVz)<xV(yAz).
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Definicao
Um reticulado R = (R; A, V) diz-se um reticulado modular se, para
quaisquer x,y,z € R,

x<y=xV({yAz)=yA(xVz).

A condicdo da definicdo anterior, designada por lei modular, é
equivalente a

(xAY)V(yAz) =y A((xAy)V 2)),
uma vez que x < y se e s6 se x = x A y. Também é simples verificar que
todo o reticulado satisfaz a condicdo

x<y=xV((yAz)<yA(xVz),

pelo que, para mostrar que um reticulado é modular basta verificar que,
para quaisquer x,y,z € R,

x<y=>yAKxVz)<xV(yAz). 61
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Anteriormente vimos que pela formac3o de subrreticulados, produtos e
imagens homomorfas podem ser construidos novos reticulados a partir de
reticulados dados. A modularidade e a distributividade sdo preservadas
por estas construcdes.

Teorema

Sejam R e S reticulados. Ent3o:
(1) Se R é distributivo (modular), entdo qualquer subrreticulado de R é
distributivo (modular).

(2) Se R e S sdo distributivos (modulares), entdo R x S é distributivo
(modular).

(3) Se R é distributivo (modular) e S é uma imagem homomorfa de R,
ie., se S = a(R) para algum homomorfismo o : R — S, entdo S é
distributivo (modular).
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Os dois préximos teoremas ddo-nos uma caracterizacdo dos reticulados
distributivos e dos reticulados modulares recorrendo aos reticulados Ms e
Ns a seguir apresentados

M5 N5
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Observe-se que nenhum dos reticulados anteriores é distributivo, pois em
nenhum dos casos se tem aV (bAc) = (aV b)A(aVc).

No que respeita @ modularidade, o reticulado Ms é modular, mas no
reticulado N5 tem-se a< be aV (bAc)# bA(aVc), pelo que Ns ndo é
modular.

Teorema

Seja R = (R; A, V) um reticulado. Entdo R é modular se e sé se ndo
tem qualquer subrreticulado isomorfo a Ns.
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Demonstracao.

Se R tem um subrreticulado isomorfo a N5, entdo R n3o é modular.

Reciprocamente, se admitirmos que R ndo é modular, entdo existem
a,bceRtaisquea<beaV(bAc)<bA(aVec).

Sejam ay =aV (bAc)e by =bA(aVc) Entdo

cAbi = cA(bA(aVc))
= [cA(cVva)]Ab (porRleR2)
= cAb (por R4),
cVar = cV(aVv(bAc))
= [cV(bACc)]Va (porRleR2)
cVa (por R4),

cAb<cAag<cAby=cAb,
cNai=cAby=cAb.

De modo analogo, tem-se cV by =cVa; =cV a. 65
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Demonstracao.

Os elementos ¢ A b, a1, ¢, b1, ¢ V a sdo distintos dois a dois.

Logo, o reticulado a seguir apresentado

cVa
by
C
ai
cADb
€ um subrreticulado de R e é isomorfo a Ns. O
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Teorema

Seja R = (R; A, V) um reticulado. Entdo R é distributivo se e s6 se ndo
tem qualquer subrreticulado isomorfo a N5 ou a Ms.
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