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Retiulados



Retiulados

Os retiulados podem ser de�nidos de duas formas equivalentes: omo

onjuntos parialmente ordenados e omo estruturas algébrias.

No sentido de se de�nir retiulados enquanto onjuntos parialmente

ordenados, relembram-se algumas noções básias relaionadas om o

oneito de ordem parial.

1



Retiulados

Relações de ordem

De�nição

Sejam A e B dois onjuntos. Chamamos relação binária de A em B a

qualquer subonjunto � do produto artesiano A� B. Quando A = B,

dizemos que � é uma relação binária em A.

Se (a; b) 2 �, então dizemos que a está relaionado om b por � e

esrevemos a � b. Se (a; b) 62 �, esrevemos a �= b e dizemos que a não

está relaionado om b por �.
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Retiulados

Uma vez que as relações binárias são onjuntos, faz sentido apliar a

estas relações as operações de união, interseção e omplementação.

Além destas operações, existem outros proessos que permitem a

onstrução de novas relações binárias a partir de relações binárias dadas.

De�nição

Sejam A;B onjuntos e � uma relação binária de A em B. Chama-se

relação inversa de �, e representa-se por �

�1
, a relação de B em A

de�nida por

�

�1 = f(b; a) 2 B � A j (a; b) 2 �g:
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De�nição

Sejam A, B, C, D onjuntos, � uma relação binária de A em B e % uma

relação binária de C em D. Chama-se relação omposta de % om �, e

representa-se por % Æ �, a relação binária de A em D de�nida por

% Æ � = f(x; y) 2 A�D j 9

z2B\C

((x; z) 2 � ^ (z; y) 2 %)g:
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Retiulados

De�nição

Sejam P um onjunto e � uma relação binária em P . Diz-se que � é uma

relação de ordem parial em P se são satisfeitas as seguintes ondições:

(i) para todo a 2 P , (a; a) 2 �.

(ii) para quaisquer a; b 2 P , (a; b) 2 � e (b; a) 2 �) a = b.

(iii) para quaisquer a; b;  2 P , (a; b) 2 � e (b; ) 2 �) (a; ) 2 �.

Se adiionalmente, para quaisquer a; b 2 P ,

(iv) (a; b) 2 � ou (b; a) 2 �,

a relação � diz-se uma relação de ordem total. Se P é um onjunto não

vazio e � é uma relação de ordem parial em P , ao par (P; �) dá-se a

designação de onjunto parialmente ordenado (.p.o.); se � é uma

relação de ordem total em P , o par (P; �) designa-se por onjunto

totalmente ordenado ou por adeia.
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Retiulados

Exemplo

1) Sendo A um dos onjuntos N, Z, Q ou R e � a relação �menor ou

igual� usual em A, o par (A;�) é um .p.o..

2) Sendo j a relação divide em N, (N; j) é um .p.o..

3) Dado um onjunto A, (P(A);�) é um .p.o..

4) Os .p.o.s (N;�), (Z;�), (Q;�) e (R;�) são adeias.
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Retiulados

Em geral, representamos uma ordem parial de�nida num onjunto P por

� e o respetivo .p.o. por (P;�).

Dado um .p.o. (P;�) e dados elementos a; b 2 P , esrevemos:

- a � b, e lemos �a é menor ou igual a b�, para representar

(a; b) 2�;

- a 6� b, e lemos �a não é menor ou igual a b�, para representar

(a; b) 62 �;

- a < b, e lemos �a é menor do que b�, se a � b e a 6= b;

- a � b, e lemos �b é suessor de a� (ou b obre a ou a é oberto

por b), se a < b e :(9  2 P; a �  � b).
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Retiulados

Dados a; b 2 P , diz-se que a e b são omparáveis se a � b ou b � a;

aso ontrário, ou seja, se a 6� b e b 6� a, diz-se que a e b são

inomparáveis e esreve-se a k b.

Um subonjunto A de P diz-se:

- uma adeia em (P;�) ou um onjunto totalmente ordenado em

(P;�) se, para quaisquer a; b 2 A, a e b são omparáveis;

- uma antiadeia em (P;�) se, para quaisquer a; b 2 A tais que

a 6= b, a k b.
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O intervalo fehado [a; b] representa o onjunto

f 2 P j a �  � bg

e o intervalo aberto (a; b) representa o onjunto

f 2 P j a <  < bg:

Os intervalos (a; b] e [a; b) representam, respetivamente, os onjuntos

f 2 P j a <  � bg e f 2 P j a �  < bg:

Dado um subonjunto A de P , diz-se que A é um subonjunto onvexo

de P se, para quaisquer a; b 2 A e  2 P ,

a �  � b )  2 A:

Claramente, para quaisquer a; b 2 P , o intervalo [a; b] é um subonjunto

onvexo de P .
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Retiulados

Dados um .p.o. (P;�) e A um suonjunto de P , podem existir

elementos om propriedades espeiais relativamente a A.

Dados um subonjunto A de P e m 2 P , diz-se que m é:

- um maximal de A se m 2 A e :(9 a 2 A;m < a);

- um minimal de A se m 2 A e :(9 a 2 A; a < m);

- um majorante de A se, para todo a 2 A, a � m;

- um minorante de A se, para todo a 2 A, m � a;

- um supremo de A se m é um majorante de A e m � m

0

, para

qualquer majorante m

0

de A;

- um ín�mo de A se m é um minorante de A e m

0

� m, para qualquer

minorante m

0

de A;

- um máximo de A se m é um majorante de A e m 2 A;

- um mínimo de A se m é um minorante de A e m 2 A.
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Retiulados

O onjunto dos majorantes de A e o onjunto dos minorantes de A são

representados por Maj(A) e Min(A), respetivamente.

Caso exista, o supremo (ín�mo, máximo, mínimo) de um subonjunto A

de P é únio e representa-se por supA ou

W

A (respetivamente, infA ou

V

A, maxA, minA).

Se A = fa; bg é usual esrever a _ b e a ^ b para representar

W

A e

V

A,

respetivamente.

Caso exista, o elemento máximo (mínimo) de P é usualmente

representado por 1 (respetivamente, 0).

Um .p.o. (P;�) tal que P tem elemento máximo e elemento mínimo

diz-se um onjunto parialmente ordenado limitado.
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Proposição

Num .p.o. (P;�) são equivalentes as seguintes a�rmações, para

quaisquer a; b 2 P :

(i) a � b;

(ii) supfa; bg = b;

(iii) inffa; bg = a.
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Teorema

Seja (P;�) um onjunto parialmente ordenado e sejam a; b; ; d

elementos de P tais que a � b e  � d . Então:

(1) Se existem inffa; g e inffb; dg, então inffa; g � inffb; dg.

(2) Se existem supfa; g e supfb; dg, então supfa; g � supfb; dg.
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Retiulados

Diagramas de Hasse

Os onjuntos parialmente ordenados �nitos podem ser representados por

meio de diagramas, designados por diagramas de Hasse.

Dado um onjunto parialmente ordenado �nito P , ada elemento de P é

representado por um ponto do plano. Se a e b são elementos de P tais

que a � b, o ponto assoiado ao elemento b é representado aima do

ponto assoiado ao elemento a e unem-se os dois pontos por meio de um

segmento de reta.
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Exemplo

b
(a)

b

b
(b)

b

b

b
()

b b

b

b
(d)

b b

b b

b

b
(e)

b b

b

b

b
(f)

b

b

b

b

15



Retiulados

Construção de onjuntos parialmente ordenados

Dado um .p.o. (P;�), de�nem-se a partir da relação � outras relações

de ordem parial.

Se (P;�) é um .p.o. e A é um suonjunto não vazio de P , a relação �

j

A

de�nida, para quaisquer a; b 2 A, por

a �

j

A

b se e só se a � b

é uma relação de ordem parial em A. A relação �

j

A

designa-se por

ordem parial induzida por � em A.
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Sendo (P;�) um .p.o., de�ne-se a partir da relação � uma outra

relação de ordem parial em P . A relação �

d

de�nida em P por

a �

d

b se e só se b � a

é também uma relação de ordem parial em P . A relação �

d

designa-se

por relação de ordem dual de � e o .p.o. (P;�
d

) designa-se por

.p.o. dual de (P;�).

É simples pereber que (�
d

)
d

=� e que o .p.o. dual de (P;�
d

) é

(P;�). Os .p.o.s (P;�) e (P;�
d

) dizem-se .p.o.s duais.

17



Retiulados

Se Φ é uma a�rmação sobre onjuntos parialmente ordenados, a

a�rmação Φ
d

, obtida de Φ substituindo toda a oorrênia de � por �

d

,

designa-se por a�rmação dual de Φ. Note-se que se Φ é uma a�rmação

verdadeira em (P;�), então Φ
d

é verdadeira em (P;�
d

), pelo que é

válido o seguinte prinípio.

Prinípio de dualidade para .p.o.s Uma a�rmação é verdadeira em

qualquer .p.o. sse o mesmo aontee om a respetiva a�rmação dual.
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Observe-se que os oneitos de majorante, supremo, elemento máximo,

elemento maximal são, respetivamente, duais dos oneitos de minorante,

ín�mo, elemento mínimo, elemento minimal.

Se Φ é uma a�rmação sobre .p.o.s envolvendo algum destes oneitos, a

a�rmação Φ
d

é obtida substituíndo ada um destes oneitos pelo

oneito dual e substituíndo toda a oorrênia de � por �

d

.
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Dados dois onjuntos parialmente ordenados (P;�1) e (Q;�2), existem

diferentes proessos para onstruir novos .p.o.s a partir dos .p.o.s

dados.

Por exemplo, a relação binária � de�nida em P �Q por

(a1; a2) � (b1; b2) se e só se a1 �1 b1 e a2 �2 b2

é uma relação de ordem parial e, por onseguinte, (P �Q;�) é um

onjunto parialmente ordenado, designado por produto de (P;�1) e

(Q;�2) e representado por P �Q.
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Retiulados

A onstrução anterior pode ser generalizada a um número �nito de

onjuntos parialmente ordenados: se (P1;�1), : : :, (Pn;�n

), om n 2 N,

são onjuntos parialmente ordenados, então (P1 � � � � � P

n

;�), onde �

é a relação de�nida em P1 � � � � � P

n

por

(a1; : : : ; an) � (b1; : : : ; bn) se e só se a1 �1 b1; : : : ; an �n

b

n

;

é um onjunto parialmente ordenado.

Se P1 = P2 = : : : = P

n

= P e �1=�2= : : : =�
n

, representa-se o .p.o.

(P1 � � � � � P

n

;�) por P n

.
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Exemplo

Considerando as adeias 2 e 3 a seguir representadas

b
a

b
b

b
u

b
v

b
w

2 3

o .p.o. (2� 3;�) pode ser representado pelo diagrama seguinte

b (a; u)

b(b; u) b (a; v)

b(b; v) b (a; w)

b (b; w)

2� 3
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Apliações entre onjuntos parialmente ordenados

No estudo de apliações entre onjuntos parialmente ordenados têm

partiular interesse aquelas que preservam a ordem.

De�nição

Sejam (P1;�1) e (P2;�2) dois onjuntos parialmente ordenados e

� : P1 ! P2 uma apliação. Diz-se que:

- a apliação � preserva a ordem ou que � é isótona se, para

quaisquer a; b 2 P1,

a �1 b ) �(a) �2 �(b):

- a apliação � é antítona se, para quaisquer a; b 2 P1,

a �1 b ) �(b) �2 �(a):
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De�nição

- � é um mergulho de ordem se, para quaisquer a; b 2 P1,

a �1 b , �(a) �2 �(b):

- � é um isomor�smo de .p.o.s se � é um mergulho de ordem e é

uma apliação sobrejetiva.

Caso exista um isomor�smo de .p.o.s de (P1;�1) em (P2;�2), diz-se

que o .p.o. (P1;�1) é isomorfo ao .p.o. (P2;�2).
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Um isomor�smo de .p.o.s é uma apliação bijetiva.

Se � é um isomor�smo de um .p.o. (P1;�1) num .p.o. (P2;�2), então

�

�1 : P2 ! P1 também é um isomor�smo de (P2;�2) em (P1;�1).

Caso exista um isomor�smo entre os .p.o.s (P1;�1) e (P2;�2) diz-se

que os .p.o.s são isomorfos e esreve-se (P1;�1) �= (P2;�2).

Note-se que, embora um isomor�smo de .p.o.s seja uma apliação

isótona e bijetiva, uma apliação bijetiva e isótona não é neessariamente

um isomor�smo de .p.o.s.
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Por exemplo, sendo (P1;�1) e (P2;�2) os .p.o.s om os diagramas de

Hasse a seguir apresentados

(P1;�1) (P2;�2)

b
a

b
b

b


b
d

b
1

b
2

b
3

b
4

Figura 1

a apliação � de�nida de P1 em P2 por �(a) = 1, �(b) = 3, �() = 2 e

�(d) = 4, é isótona e bijetiva, mas não é um isomor�smo de .p.o.s.
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Retiulados

De�nição

Seja (P;�) um onjunto parialmente ordenado. Uma apliação

f : P ! P diz-se um operador de feho em (P;�) se, para quaisquer

x; y 2 P , são satisfeitas as seguintes ondições:

F1: x � f (x);

F2: f

2(x) � f (x);

F3: x � y ) f (x) � f (y).

Dado um operador de feho f : P ! P e dado p 2 P , designa-se o

elemento f (p) por feho de p. O elemento p diz-se fehado para f se

p = f (p). O onjunto dos elementos de P fehados para f é

representado por F

f

(P ).
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Dado um onjunto A, já observámos anteriormente que (P(A);�) é um

onjunto parialmente ordenado.

Um operador de feho f em (P(A);�) é usualmente designado por

operador de feho em A.

Dados um subonjunto X de A que seja fehado para f e um

subonjunto Y de A, diz-se que Y é um onjunto gerador de X se

f (Y ) = X; aso exista um onjunto gerador de X que seja �nito, o

onjunto X diz-se �nitamente gerado.

Um operador de feho f em (P(A);�) diz-se um operador de feho

algébrio se, para qualquer X � A,

F4: f (X) =
S

ff (Y ) : Y � X e Y é �nito g.
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Retiulados

Muitas das propriedades de um onjunto parialmente ordenado (P;�)

são expressas atendendo à existênia de supremo e ín�mo de ertos

subonjuntos de P . Uma lasse de onjuntos parialmente ordenados

expressos deste modo é a lasse dos retiulados.
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Duas de�nições de retiulados

Os retiulados podem ser de�nidos de duas formas equivalentes: omo

onjuntos parialmente ordenados e omo estruturas algébrias. Nesta

seção apresentamos estas de�nições e veri�amos a equivalênia das

duas.

De�nição

Um onjunto parialmente ordenado (R;�) diz-se um retiulado se,

para quaisquer a; b 2 R, existem inffa; bg e supfa; bg.

30



Retiulados

Exemplo

1) Todas as adeias são retiulados.

2) Dado um onjunto A, o .p.o. (P(A);�) é um retiulado, tendo-se,

para quaisquer X; Y � A,

inffX; Y g = X \ Y e supfX; Y g = X [ Y:
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Exemplo

3) Sendo Subg(G) o onjunto dos subgrupos de um grupo G e � a

relação de inlusão usual, o par (Subg(G);�) é um retiulado, tendo-se,

para quaisquer G1; G2 2 Subg(G),

inffG1; G2g = G1 \ G2 e supfG1; G2g =< G1 [ G2 > :
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Se (R;�) é um retiulado, então o seu .p.o. dual (R;�
d

) é também um

retiulado. Sendo assim, é válido o prinípio seguinte.

Prinípio de Dualidade para Retiulados Uma a�rmação é verdadeira

em qualquer retiulado se e só se o mesmo aontee om a respetiva

a�rmação dual.

33



Retiulados

Apresenta-se de seguida a de�nição de retiulado omo estrutura

algébria.

De�nição

Um triplo R = (R;^;_), onde R é um onjunto não vazio e ^ e _ são

operações binárias em R, diz-se um retiulado se, para quaisquer

x; y ; z 2 R,

R1: x ^ y = y ^ x , x _ y = y _ x

(leis omutativas);

R2: x ^ (y ^ z) = (x ^ y) ^ z , x _ (y _ z) = (x _ y) _ z

(leis assoiativas);

R3: x ^ x = x , x _ x = x

(leis de idempotênia);

R4: x ^ (x _ y) = x , x _ (x ^ y) = x

(leis de absorção).
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Exemplo

(1) Considerando que P representa o onjunto das proposições, que ^

representa o onetivo onjunção e _ representa o onetivo disjunção,

(P ;^;_) é um retiulado.

(2) Sendo m:d:: a operação máximo divisor omum em N e m:m:: a

operação mínimo múltiplo omum, (N; m:d::; m:m::) é um retiulado.
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Teorema

Se R = (R;^;_) é um retiulado, então a relação � de�nida em R por

a � b se a = a ^ b

é uma relação de ordem parial tal que, para quaisquer a; b 2 R, existem

inffa; bg e supfa; bg e

inffa; bg = a ^ b e supfa; bg = a _ b:

Se (R;�) é um onjunto parialmente ordenado tal que, para quaisquer

a; b 2 R, existem inffa; bg e supfa; bg, então R = (R;^;_), onde

a ^ b = inffa; bg e a _ b = supfa; bg;

é um retiulado e, para quaisquer a; b 2 R,

a � b , a = a ^ b , b = a _ b:
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Do resultado anterior segue que os retiulados podem ser ompletamente

araterizados em termos das operações supremo e ín�mo.

Se Φ é uma a�rmação sobre retiulados expressa em termos de ^ e _, a

a�rmação dual de Φ é obtida troando as oorrênias de ^ e _,

respetivamente, por _ e ^.

Caso Φ seja uma a�rmação verdadeira para todos os retiulados, então

Φ
d

também é verdadeira para todos os retiulados.

Se (R;^;_) é um retiulado, então o seu retiulado dual é (R;_;^).
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Desrição de retiulados

Para ilustrar ertos resultados ou para refutar onjeturas a respeito de

retiulados pode ser onveniente desrever exemplos de retiulados.

Atendendo a que os retiulados são asos partiulares de onjuntos

parialmente ordenados, a desrição de retiulados �nitos pode ser feita

por meio de diagramas de Hasse.

Alternativamente, onsiderando um retiulado omo uma álgebra

(R;^;_), um retiulado pode ser desrito reorrendo às tabelas das

operações ^ e _.
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Exemplo

As duas tabelas seguintes

^ 0 a b 1

0 0 0 0 0

a 0 a 0 a

b 0 0 b b

1 0 a b 1

_ 0 a b 1

0 0 a b 1

a a a 1 1

b b 1 b 1

1 1 1 1 1

desrevem o retiulado representado pelo diagrama de Hasse

b

0

b
a

b
b

b1
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Subrretiulados

De�nição

Sejam R = (R;^;_) um retiulado e R

0

um subonjunto não vazio de R.

Diz-se que R

0 = (R0;^0;_0) é um subrretiulado de R se ^

0

e _

0

são

operações binárias em R

0

tais que, para quaisquer a; b 2 R

0

,

a ^

0

b = a ^ b e a _

0

b = a _ b:

Note-se que se � é a relação de ordem parial assoiada a um retiulado

R = (R;^;_) e R0 é um subonjunto não vazio de R, não é su�iente

que (R0;�
j

R

0

) seja um retiulado para que seja um subrretiulado de

(R;�).
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O exemplo seguinte ilustra este tipo de situação: onsiderando o

retiulado (fa; b; ; d; eg;�) a seguir representado e sendo

R

0 = fa; ; d; eg, então (R0;�
j

R

0

) é um retiulado, mas não é

subretiulado do retiulado indiado.

b
e

b
d

b


b
b

b
a

Dados um retiulado (R;�) e um subonjunto não vazio R

0

de R, um

.p.o. (R0;�0) é um subrretiulado de (R;�) se �0=�
j

R

0

, (R0;�
j

R

0

) é

um retiulado e, para quaisquer a; b 2 R

0

, o supremo e o infímo de fa; bg

em (R0;�
j

R

0

) oinidem o supremo e o infímo de fa; bg em (R;�).
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Produtos

A partir de retiulados R1 = (R1;^R1
;_

R1
) e R2 = (R2;^R2

;_

R2
)

de�ne-se naturalmente um retiulado que tem omo onjunto suporte o

onjunto R1 � R2.

Teorema

Sejam R1 = (R1;^R1
;_

R1
), R2 = (R2;^R2

;_

R2
) retiulados e sejam

^

R1�R2
e _

R1�R2
as operações binárias de�nidas em R1 � R2 por

(a1; a2) ^R1�R2
(b1; b2) = (a1 ^R1

b1; a2 ^R2
b2);

(a1; a2) _R1�R2
(b1; b2) = (a1 _R1

b1; a2 _R2
b2):

Então (R1 � R2;^R1�R2
;_

R1�R2
) é um retiulado.
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De�nição

Sejam R1 = (R1;^R1
;_

R1
), R2 = (R2;^R2

;_

R2
) retiulados e sejam

^

R1�R2
e _

R1�R2
as operações binárias de�nidas em R1 � R2 por

(a1; a2) ^R1�R2
(b1; b2) = (a1 ^R1

b1; a2 ^R2
b2);

(a1; a2) _R1�R2
(b1; b2) = (a1 _R1

b1; a2 _R2
b2):

Designa-se por retiulado produto de R1 e R2, e representa-se por

R1 �R2, o retiulado (R1 � R2;^R1�R2
;_

R1�R2
).
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Sejam R1 = (R1;^R1
;_

R1
) e R2 = (R2;^R2

;_

R2
) retiulados, �1 e �2

as relações de ordem assoiadas, respetivamente, a R1 e R2 e seja � a

relação de ordem de�nida em R1 � R2 por

(a1; a2) � (b1; b2) se e só se a1 �1 b1 e a2 �2 b2:

Então (R1 � R2;�) é um retiulado. Além disso,

(a1; a2) ^R1�R2
(b1; b2) = (a1; a2) , a1 ^R1

b1 = a1 e a2 ^R2
b2 = a2

, a1 �1 b1 e a2 �2 b2

, (a1; a2) � (b1; b2):

Por onseguinte, o retiulado produto

R1 �R2 = (R1 � R2;^R1�R2
;_

R1�R2
)

oinide om o retiulado (R1 � R2;�).
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Homomor�smos, isomor�smos

De�nição

Sejam R1 = (R1;^R1
;_

R1
) e R2 = (R2;^R2

;_

R2
) retiulados e

� : R1 ! R2 uma apliação. Diz-se que:

- � é um homomor�smo de R1 em R2 se, para quaisquer a; b 2 R1,

�(a ^
R1

b) = �(a) ^
R2

�(b) e �(a _
R1

b) = �(a) _
R2

�(b);

- � é um isomor�smo de R1 em R2 se � é bijetiva e é um

homomor�smo.

Caso exista um isomor�smo de retiulados de R1 em R2, o retiulado

R1 diz-se isomorfo ao retiulado R2.
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Retiulados

Note-se que se � é um isomor�smo de um retiulado R1 para um

retiulado R2, então �
�1

é um isomor�smo de R2 para R1.

Assim, aso exista um isomor�smo de um retiulado noutro, diz-se

somente que os retiulados são isomorfos.
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Retiulados

A noção de isomor�smo entre retiulados pode ser estabeleida

reorrendo às relações de ordem assoiadas aos mesmos retiulados.

Teorema

Sejam R1 = (R1;^R1
;_

R1
) e R2 = (R2;^R2

;_

R2
) retiulados e �1 e

�2 as relações de ordem de�nidas, respetivamente, em R1 e R2 por

a �1 b sse a = a ^

R1
b; para quaisquer a; b 2 R1;

a �2 b sse a = a ^

R2
b; para quaisquer a; b 2 R2:

Então os retiulados R1 = (R1;^R1
;_

R1
) e R2 = (R2;^R2

;_

R2
) são

isomorfos se e só se os .p.o.s (R1;�1) e (R2;�2) são isomorfos.
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Retiulados ompletos, retiulados algébrios

Apresentam-se seguidamente duas lasses de retiulados que

desempenham um papel relevante no estudo de álgebra universal.

De�nição

Um retiulado (R;�) diz-se um retiulado ompleto se, para qualquer

subonjunto S de R, existem

V

S e

W

S.

48



Retiulados

Exemplo

1) O retiulado (R;�) não é ompleto.

2) O retiulado (R [ f�1;1g;�) é ompleto.

3) O retiulado (fx 2 R : jx j < 1g [ f�2; 2g;�) é ompleto.

4) Dado um onjunto A, (P(A);�) é um retiulado ompleto.
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Teorema

Seja (R;�) um retiulado tal que existe

W

S para qualquer subonjunto

S de R ou tal que existe

V

S para qualquer subonjunto S de R. Então

(R;�) é um retiulado ompleto.

Observe-se que se (R;�) é um retiulado ompleto, então R tem

elemento máximo 1 e elemento mínimo 0 e tem-se

W

; = 0 e

V

; = 1.

Note-se também que o teorema anterior pode ser formulado de forma

equivalente dos seguintes modos: (i) um retiulado (R;�) é ompleto se

R tem elemento máximo e existe ín�mo de qualquer subonjunto não

vazio de R; (ii) um retiulado (R;�) é ompleto se R tem elemento

mínimo e existe supremo de qualquer subonjunto não vazio de R.
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Um retiulado ompleto pode ter subrretiulados que não são ompletos;

por exemplo, (R;�) é um subrretiulado de (R [ f�1;1g;�).

É também possível aonteer que o subrretiulado de um retiulado

ompleto seja um retiulado ompleto e que os supremos e ín�mos de

ertos subonjuntos quando determinados no subrretiulado não

oinidam om os supremos e os ín�mos no retiulado - é o aso de

(fx 2 R : jx j < 1g [ f�2; 2g;�) subrretiulado de (R [ f�1;1g;�).

De�nição

Um subrretiulado R

0

de um retiulado (R;�) diz-se um subrretiulado

ompleto de R se, para qualquer subonjunto S de R

0

,

W

S e

V

S,

omo de�nidos em R, pertenem a R

0

.
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De�nição

Seja (R;�) um retiulado. Um elemento a 2 R diz-se ompato se

sempre que existe

W

A e a �

W

A, para algum A � R, então a �

W

B,

para algum onjunto �nito B � A.

Um retiulado R diz-se ompatamente gerado se, para todo a 2 R,

a =
W

S, onde S é um subonjunto de R formado por elementos

ompatos de R.

Um retiulado R diz-se um retiulado algébrio se é um retiulado

ompleto e ompatamente gerado.
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Exemplo

1) Todos os elementos de um retiulado �nito são ompatos.

2) Dado um onjunto A, o retiulado (P(A);�) é algébrio; os elementos

ompatos deste retiulado são os subonjuntos �nitos de A.

3) O retiulado (Subg(G);�), dos subgrupos de um grupo G, é algébrio;

os elementos ompatos deste retiulado são os subgrupos de G

�nitamente gerados.
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Teorema

Sejam A um onjunto e f um operador de feho em (P(A);�). Então

(F
f

(P(A));�) é um retiulado ompleto, onde, para qualquer família

não vazia fA

i

g

i2I

de subonjuntos de A,

^

i2I

f (A
i

) =
\

i2I

f (A
i

) e

_

i2I

f (A
i

) = f

 

[

i2I

A

i

!

:
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Retiulados

Reiproamente prova-se que todo o retiulado ompleto pode ser visto

omo o retiulado dos subonjuntos fehados de algum onjunto om um

operador de feho.

Teorema

Seja (R;�) um retiulado ompleto. Então (R;�) é isomorfo ao

retiulado dos subonjuntos fehados de algum onjunto A om um

operador de feho f .
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Retiulados

Teorema

Seja A um onjunto. Se f é um operador de feho algébrio em

(P(A);�), então (F
f

(P(A));�) é um retiulado algébrio e os

elementos ompatos de (F
f

(P(A));�) são os onjuntos fehados

f (X), onde X é um subonjunto �nito de A.

Corolário

Seja f um operador de feho algébrio em (P(A);�), para algum

onjunto A. Então os subonjuntos de A �nitamente gerados são

preisamente os elementos ompatos de (F
f

(P(A));�).
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Teorema

Todo o retiulado algébrio é isomorfo ao retiulado dos subonjuntos

fehados de algum onjunto A om um operador de feho algébrio.

57



Retiulados

Retiulados distributivos e retiulados modulares

As lasses de retiulados mais estudadas são as lasses de retiulados

distributivos e as lasses de retiulados modulares.

De�nição

Um retiulado R = (R;^;_) diz-se um retiulado distributivo se

satisfaz uma das seguintes ondições:

D1: x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z); 8 x; y ; z 2 R,

D2: x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z); 8 x; y ; z 2 R.

As ondições D1 e D2 referidas na de�nição anterior, designadas por leis

distributivas, são equivalentes.
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Teorema

Seja R = (R;^;_) um retiulado. Então R satisfaz D1 se e só se R

satisfaz D2.

Demonstração.

Admitamos que D1 se veri�a. Então

x _ (y ^ z) = (x _ (x ^ z)) _ (y ^ z) (por R4)

= x _ ((x ^ z) _ (y ^ z)) (por R2)

= x _ ((z ^ x) _ (z ^ y)) (por R1)

= x _ (z ^ (x _ y)) (por D1)

= x _ ((x _ y) ^ z) (por R1)

= (x ^ (x _ y)) _ ((x _ y) ^ z) (por R4)

= ((x _ y) ^ x) _ ((x _ y) ^ z) (por R1)

= (x _ y) ^ (x _ z): (por D1)

A prova de que D2 implia D1 é análoga.
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Note-se que qualquer retiulado satisfaz as desigualdades

(x ^ y) _ (x ^ z) � x ^ (y _ z) e x _ (y ^ z) � (x _ y) ^ (x _ z):

Assim, para mostrar que determinado retiulado é distributivo basta

veri�ar uma das desigualdades

x ^ (y _ z) � (x ^ y) _ (x ^ z) ou (x _ y) ^ (x _ z) � x _ (y ^ z):
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De�nição

Um retiulado R = (R;^;_) diz-se um retiulado modular se, para

quaisquer x; y ; z 2 R,

x � y ) x _ (y ^ z) = y ^ (x _ z):

A ondição da de�nição anterior, designada por lei modular, é

equivalente a

(x ^ y) _ (y ^ z) = y ^ ((x ^ y) _ z));

uma vez que x � y se e só se x = x ^ y . Também é simples veri�ar que

todo o retiulado satisfaz a ondição

x � y ) x _ (y ^ z) � y ^ (x _ z);

pelo que, para mostrar que um retiulado é modular basta veri�ar que,

para quaisquer x; y ; z 2 R,

x � y ) y ^ (x _ z) � x _ (y ^ z):
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Retiulados

Anteriormente vimos que pela formação de subrretiulados, produtos e

imagens homomorfas podem ser onstruídos novos retiulados a partir de

retiulados dados. A modularidade e a distributividade são preservadas

por estas onstruções.

Teorema

Sejam R e S retiulados. Então:

(1) Se R é distributivo (modular), então qualquer subrretiulado de R é

distributivo (modular).

(2) Se R e S são distributivos (modulares), então R� S é distributivo

(modular).

(3) Se R é distributivo (modular) e S é uma imagem homomorfa de R,

i.e., se S = �(R) para algum homomor�smo � : R! S, então S é

distributivo (modular).
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Retiulados

Os dois próximos teoremas dão-nos uma araterização dos retiulados

distributivos e dos retiulados modulares reorrendo aos retiulados M5 e

N5 a seguir apresentados

M5 b

b
a

b


b

b
b

N5 b

b
a

b


b
b

b
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Observe-se que nenhum dos retiulados anteriores é distributivo, pois em

nenhum dos asos se tem a _ (b ^ ) = (a _ b) ^ (a _ ).

No que respeita à modularidade, o retiulado M5 é modular, mas no

retiulado N5 tem-se a � b e a _ (b ^ ) 6= b ^ (a _ ), pelo que N5 não é

modular.

Teorema

Seja R = (R;^;_) um retiulado. Então R é modular se e só se não

tem qualquer subrretiulado isomorfo a N5.
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Demonstração.

Se R tem um subrretiulado isomorfo a N5, então R não é modular.

Reiproamente, se admitirmos que R não é modular, então existem

a; b;  2 R tais que a � b e a _ (b ^ ) < b ^ (a _ ).

Sejam a1 = a _ (b ^ ) e b1 = b ^ (a _ ). Então

 ^ b1 =  ^ (b ^ (a _ ))

= [ ^ ( _ a)] ^ b (por R1 e R2)

=  ^ b (por R4);

 _ a1 =  _ (a _ (b ^ ))

= [ _ (b ^ )] _ a (por R1 e R2)

=  _ a (por R4);

 ^ b �  ^ a1 �  ^ b1 =  ^ b;

 ^ a1 =  ^ b1 =  ^ b:

De modo análogo, tem-se  _ b1 =  _ a1 =  _ a.
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Demonstração.

Os elementos  ^ b; a1; ; b1;  _ a são distintos dois a dois.

Logo, o retiulado a seguir apresentado

b
 ^ b

b
a1

b


b
b1

b
 _ a

é um subrretiulado de R e é isomorfo a N5.
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Teorema

Seja R = (R;^;_) um retiulado. Então R é distributivo se e só se não

tem qualquer subrretiulado isomorfo a N5 ou a M5.
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