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Algebra Universal e Categorias

Exercicios - Folha 6

36. Sejam A = ({1,2,3,4,5}; 4, c*) e B = ({1,2}; %5, ) as dlgebras de tipo (2,0) cujas operacdes nularias
sdo dadas por ¢* =2, B =1 e cujas operacdes bindrias s3o definidas por

A1 2 3 4 5
1 [2 2 2 5 2 Bl o
2 |2 3 3 2 2 o5
3 /2 32 2 2 N
4 |5 2 2 4 2
5 (2 2 2 2 2

Seja a: {1,2} — {1,2,3,4,5} a aplicagdo definida por (1) = 2 e «(2) = 3. Mostre que a aplicagio « é
um monomorfismo de B em A. Justifique que B é isomorfa a uma subdlgebra de A.

37. Sejam A, B e C algebras do mesmo tipo. Mostre que se « € Hom(A,B) e 8 € Hom(B,C), entdo
Boa € Hom(A,C).

38. Sejam A e B dlgebras do mesmo tipo. Mostre que se a : A — B é um isomorfismo, entdo o~ é um
isomorfismo de B em A.

39. Sejam A = (A; F), B = (B;G) algebras do mesmo tipo e a € Hom(.A, B). Mostre que:
(a) Se A; é um subuniverso de A, entdo a(A1) é um subuniverso de B.
(b) Se By é um subuniverso de B, entdo a* (B;) é um subuniverso de A.
40. Sejam A e B élgebras do mesmo tipo e «, 8 € Hom(A, B). Mostre que
Ea(a, 8) = {a € 4| a(a) = B(a)}
€ um subuniverso de A. A este subuniverso chama-se equalizador de o e 5.
41. Sejam A = (A; F) uma algebra e 6, ¢ relacdes bindrias em A.
(a) Mostre que 6 satisfaz a propriedade de substituicio em A se e s6 se 6 é um subuniverso de A x A.
(b) Mostre que se 8 e 1) sdo subuniversos de A x A, entdo 6 o 1) é um subuniverso de A x A.
42. Sejam A, B algebras do mesmo tipo e &« € Hom(A, B). Mostre que « é injetiva se e s6 se kera = A 4.
43. Sejam A uma algebra e 6, p € ConA.
(a) Mostre que a aplicagdo o : A — A/6 x A/p definida por a(a) = ([aly, [a],) é um homomorfismo.
(b) Mostre que ker o« = 6 N p. Conclua que « é injetivase e sése 0 Np = Ay4.

(c) Mostre que « é sobrejetiva se e s6 se o p =V 4.

44. Sejam A = (A;(fYjeo). B = (B;(fB)eco) e C = (C;(f)seco) algebras de tipo (O,7),
a1 € Hom(A, B) e as € Hom(A,C). Seja o : A — B x C a aplicagio definida por a(a) = (a1(a), az(a)),
para todo a € A.

(a) Mostre que a é um homomorfismo de A em B x C.
(b) Mostre que ker a = ker vy N ker avo.

(c) Mostre que se « é um epimorfismo, entdo oy e oy sdo epimorfismos e
A/(ker ag Nker ag) =2 A/ ker a; x A/ ker as.

45. Sejam A uma &lgebra, 6 € Con(A) e [0,Va] = {p € Con(A) | 8 C p}. Para ¢ € Con(A) tal que § C ¢,
define-se a congruéncia ¢/ em A/6 por

¢/0 = {([alo. [blo) € (A/6) | (a,b) € 6}
(a) Determine a congruéncia ¢/6 quando:
L 6=Va il 6=0.
(b) Mostre que os reticulados ([0, V 4], C) e (Con(A/0), C) sdo isomorfos.
(Sugestdo: prove que a aplica¢do « : [0, V 4] — Con(.A/0) definida por a(¢) = ¢/6 é um isomorfismo
de reticulados.)



