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4. Automatos de Pilha Introducéo

Os automatos de pilha (ou autématos empilhadores) constituem um
modelo de computacao, mais complexo que os autématos finitos, mas
também mais expressivo, que permite reconhecer as linguagens
independentes de contexto.

Contrariamente aos autématos finitos, os autématos de pilha dispdem
de:

® memoria (a pilha);
® uma cabeca de leitura/escrita para consultar e alterar o conteddo
da pilha (apenas o simbolo do topo da pilha).

Os automatos de pilha dispdéem ainda de uma fita de leitura, munida
de um cursor, que percorre a fita da esquerda para a direita, lendo
uma letra de cada vez, assemelhando-se neste aspeto aos autdématos
finitos, que reconhecem uma palavra processando uma letra de cada
vez, da esquerda para a direita.
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4. Automatos de Pilha Definicao de autémato de pilha

Definigao

Um autémato de pilha (ou automato empilhador) é um septeto
g — (QvA7X757 i,Z, F)
onde

Kl Q € um conjunto finito ndo vazio, chamado o conjunto de estados
de ¢&;

H A é um alfabeto finito, chamado o alfabeto (de entrada) de &;
H X é um alfabeto finito, dito o alfabeto da pilha;

A J:Qx(AU{e}) x X = P5n(Q x X*) é uma funcéo, designada a
funcao transigao de €.

Cada quintuplo (p, a, x,q,a),emque p,gc Q,ac AU{e}, x € X e
a € X* sao tais que (q, a) € i(p, a, x), diz-se uma transicao de &;

H / € Q, sendo chamado o estado inicial de &;
A z € X, sendo chamado o simbolo inicial da pilha;
F C Q é o conjunto de estados finais (ou de aceitagao) de €.
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4. Automatos de Pilha Definicao de autémato de pilha

Exemplo

Osepteto ¢ _ ({1,2,3},{a,b,c},{z,ab},5,1,2,{3})
€ um automato de pilha com

trés estados (1, 2 e 3);

alfabeto de entrada {a, b, c};

alfabeto da pilha {z, a, b};

1 como estado inicial;

3 como Unico estado final;

onde § é afungao de {1,2,3} x {a,b,c,e} x {z,a,b} em
Pin({1,2,3} x {z, a, b}*), cujas imagens nao vazias sao dadas por:

6(1,a,z) = {(1,az)}, 6(1,a,a) = {(1,aa)}, 6(1,a,b) = {(1,ab)},
5(1,b,2) = {(1,b2)},  6(1,b,a) = {(1,ba)},  6(1,b,b) = {(1,bb)},
6(1’072) = {(3’2)}’ 5(1507 a) - {(276)}’ (1 C, b) - {(27b)}a
52,a8) = {(2,)},  2bb) = {2},  §262) = {(3,2)}
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4. Automatos de Pilha Configuragoes de um autémato de pilha
Definigcao

Seja & =(Q, A X,4,i,z, F) um autdbmato de pilha (AP).

Uma configuragao de £ € um triplo (g, w,0) € Q x A* x X*, tal que:

Kl g € Q e representara o estado atual do autémato;

H w € A* e representara a palavra que esta escrita na fita para a
direita do cursor;

H o € X* e representara a palavra que esta escrita na pilha (de cima
para baixo).

Uma configuragao permitira, assim, representar a situagao do
automato £ num dado instante, nomeadamente, o estado, o contetdo
da fita e da pilha e a posicao do cursor na fita.
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4. Automatos de Pilha Configuragoes de um autémato de pilha

Por exemplo, a configuragao (1, acabb, bbz) poderia representar uma
situacdo do AP &; do exemplo anterior num dado instante. Tal
configuragao pode ser visualizada da seguinte forma

fita de leitura
(blblafclalb[b] |

/]\
1

N|T|T |

pilha

Note-se que em &; tem-se §(1, a, b) = {(1, ab)}. Entdo, diremos que
se pode passar da configuracao (1, acabb, bbz) para a configuracao
(1, cabb, abbz).
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4. Automatos de Pilha Computacées num autémato de pilha

Definicao

Seja & =(Q, A X,0,i,z, F) um autdomato de pilha.
A relacao de computacgao direta (em configuracdes) é notada por —
e,paraac AU {e} e x € X, tem-se

(p, aw, xo) v (q,w,ac) quando (q,«) € d(p, a, x),
dizendo-se, entao, que o par (ordenado) € uma computagao direta da
24 configuracao a partir da 12 configuracao.

Quando duas configuracdes (g1, wy,01) € (go, Wa, 02) S&0 iguais ou a
segunda pode ser obtida da primeira através de uma sequéncia finita
de computacodes diretas, escrevemos

(g1, wy,01) ? (q2, w2, 02)
chamando computacgao de (g, wa, 02) a partir de (gy,w1,01) a tal
sequéncia de computacdes diretas.
A relacgao binaria ? € chamada a relacao de computacao (em
configuragoes).
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4. Automatos de Pilha Computacées num autémato de pilha
Exemplo

Seja & = ({1,2,3},{a,b,c},{z,a,b},0,1,z,{3}) o autémato de pilha
do exemplo do slide 4, em que

6(1,a,z) = {(1,az)}, 6(1,a,a) = {(1,aa)}, 6(1,a,b) = {(1,ab)},
o(1,b,2) = {(1,b2)}, o(1,b,8) = {(1,ba)}, 6(1,b,b) = {(1,bb)},
6(1,¢,2) = {(8,2)}, 6(1,c,a) = {(2,9)}, 6(1,¢,b) = {(2,b)},
4(2,a,a) = {(2,¢)}, 6(2,b,b) = {(2,¢)}, 4(2,¢,2) = {(8,2)}.

Um exemplo de uma computacao a partir da configuragao
(1,abcba, z) €
(1, abcba, z) - (1, bcba, az) - (1, cba, baz)
— (2,ba baz) — (2,8,8z) — (2,¢,2) — (3,¢,2)
De facto, as configuragées que ocorrem na computagao anterior

constituem a totalidade das configuracées computaveis a partir da
configuragao (1, abcba, z).
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP
Definicao

Seja & =(Q, A X,9,i,z, F) um autdbmato de pilha.
Kl A configuragao inicial associada a uma palavra u € A* é (i, u, z).

B Uma configuragao (f,e,0) em que f € F, € chamada uma
configuracao final (ou uma configuracao de aceitacao).

H Uma palavra u € A* é reconhecida (ou aceite) por £ quando para
alguma configuragao de aceitagao (f, e, o) se tem

(i u,2) = (f.e,0),
ou seja, quando existe uma computagao (dita bem sucedida) de

uma configuragao final a partir da configuragao inicial associada a
palavra u.
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP

Exemplo

Consideremos de novo o AP &; dos slides anteriores.

Por exemplo, a configuragao inicial associada a palavra abcba é

(1, abcba, z).

Um exemplo de uma configuragéao final é (3, ¢, z).

No slide 8 contruimos uma computagao de (3, ¢, z) a partir de

(1, abcba, z). Assim, podemos dizer que tal computagao se trata de

uma computagao bem sucedida e concluir que a palavra abcba é
reconhecida por &;.

Definicao

Seja & =(Q, A X,9,i,z, F) um autébmato de pilha. A linguagem
reconhecida por &, representada por L(£), € o conjunto das palavras
reconhecidas por £; ou seja,

LE)={ue A :3f e FAoe X", (i.u,2) > (f,e,0)}.
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP
Exemplo

O AP & = ({1,2,3},{a,b,c},{z,a b},5,1,2,{3}) considerado em
slides anteriores, reconhece a linguagem

Ly = {wew’ : w e {a, b}*}.
A estratégia do automato € explicada a seguir. Partindo da
configuragao inicial de uma palavra u € {a, b, c}*,

® &, comega por ler a palavra u até chegar a primeira ocorréncia da letra c,
caso c ocorra em u, ou até ao fim, caso contrario. A medida que vai lendo
a palavra, &; vai fazendo uma cépia na pilha;

® se u nao tem ocorréncias da letra ¢, entdo &4 para numa configuragido nao
final e portanto nao aceita a palavra u. Caso contrario, u é da forma
u = uicup com uy € {a, b}*. Neste caso, quando a primeira ocorréncia de
c em u é atingida, o prefixo u; de u acabou de ser copiado para a pilha;

® depois de passar a primeira ocorréncia de ¢, £&; compara o prefixo uy
(lendo-o pela ordem inversa, na pilha) com o sufixo u, de u. Portanto, a
palavra é aceite se e s6 se uj = u».
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP

Exemplo (continuagao)

A estratégia do automato £; é concretizada da seguinte forma:

0(1,a,z) ={(1,az)}
5(1,b,z) ={(1,bz2)} } transicdes a partir da configuracao inicial
5(1,¢,2) ={(3,2)}
6(1,a,a) ={(1,aa)}
gg g [a); Z }8 Zgg transiges até a posicao central
(1, b,b) = {(1,bb)}
gg 7 g’ Zg z Eg’ Z;}}: } transi¢coes na posicao central
5(2,a a) = {(2,€)} - . -
52 b.b) = {(2.)} } transicoes apds a posicao central
§(2,¢,z) = {(3,2)} } transigao para uma configuragao final.
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP

Teorema

Toda a linguagem regular é reconhecida por algum autémato de pilha.

Demonstracao: Suponhamos que L = L(.A), onde
A=(Q,A6IF)
€ um automato finito. Seja £ o autdémato de pilha
E=(Q,A {z},¢,i,z,F)

, 0 se d(q,a) =10
omawe,(0.8.29) = { Yp.2). pe sta.a)) soiq o) 20
paracadaqge Qe a.ea/14. Entgzo um caminhoakn)em sucedido arbitrario

I'—q1 —> Q2---Qn—1 —> Qn
em A pode ser imitado por uma computagao bem sucedida
(i,a18p---an,z) = (qi,82---@n,2) = (Q, 83~ @n, 2) —
- = (Qn=1.an, 2) = (G, €, 2)
em £. Por outro lado, as Unicas computagoes bem sucedidas em £
sdo deste tipo, donde L(A) = L(E).
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4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP

Exemplo

Neste exemplo apresentamos um automato de pilha ndo determinista
&> que reconhece a linguagem
Ly = {ww! : w € {a,b}*}
das palavras capicua de comprimento par sobre o alfabeto {a, b}.
O AP &, é dado por
& = ({1,2,3},{a,b},{z,a b},6,1,2,{3})
onde as imagens nao vazias de ¢ sao definidas por

0(1,a,z) = {(1,az2)}, 0(1,a,b) = {(1,ab)},
6(1,b,2) = {(1,b2)}, 6(1,b,a) = {(1,ba)},
d(1,a,a) = {(1,aa),(2,¢)}, o(1,b,b) = {(1,bb),(2,¢)},
6(2,a,a) = {(2,6)}, 6(2,b,b) = {(2,€)},
i(1,e,2) = {(2,2)}, 4(2,¢,2) = {(3,2)}.

Em &> tem-se, por exemplo, a seguinte computacao bem sucedida
(1,8b%8%,z) — (1,ab’a?, az) — (1,ba%, &8z) — (1, ba®, ba’z)
—(2,8%,8%2) — (2,a,az) — (2,¢,2) = (3,¢,2).

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 14/23



4. Automatos de Pilha Linguagem reconhecida por um AP

Exemplo (continuagao)

As explicagoes seguintes ajudam a compreender a estratégia do
autémato &s:

5(1,¢,2) = {(2,2)} } transicao para que a palavra vazia seja aceite
(1,8 2) = {(1,az)}
gg ’ g’ Z; z }8 ’ gzg antes da posigao central
6(1,b,a) = {(1,ba)}
5(1,a,a) = {(1,aa),(2,¢)} | antes da posigao central ou
6(1,b,b) = {(1,bb),(2,¢)} [ na posi¢ao central
fsg z’ Zi Z {{% ?)}}: } apds a posicao central
§(2,¢,z) = {(3,2)} } transicao para uma configuracao final.
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4. Automatos de Pilha Reconhecimento por pilha vazia

Observacao

‘

O modelo de autémato de pilha que introduzimos admite algumas
variantes, mas que nao alteram a classe de linguagens que
reconhecem.

Uma dessas variantes modifica o critério de aceitacao: em vez de se
aceitar uma palavra u para a qual existe uma computacao

(lbu,z) = — (f,e,0)
em que f € um estado final, pode aceitar-se u quando existe uma
computagao

(7, u, Z) (g,¢,¢€)

que acaba numa configuracdo em que a pilha esta vazia.

O primeiro critério de aceitagao € chamado critério dos estados finais
e 0 segundo é chamado critério da pilha vazia.
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4. Automatos de Pilha Reconhecimento por pilha vazia
Definigao

Seja £ um autdomato de pilha. A linguagem reconhecida por £ pelo

critério da pilha vazia, é

LPV(E) = {U EA™: EIq € Qa (17 u, Z) ?} (qv €, 6)}

Os dois tipos de reconhecimento sdo equivalentes:

Teorema

Seja A um alfabeto finito e seja L uma linguagem sobre A.
E Se £ é um autémato de pilha tal que L = L(&), entdo existe um
automato de pilha &’ tal que L = Ly, (&').

A Se £’ é um autdmato de pilha tal que L = Ly (E’), entdo existe um
autémato de pilha € tal que L = L(&).
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4. Automatos de Pilha Reconhecimento por pilha vazia
Exemplo

Como vimos atras, a linguagem L, = {ww’ : w € {a,b}*} é
reconhecida pelo AP &, seguinte, usando o critério dos estados finais.

£2=({1,23}.{ab},{z,ab},5,1,2,{3}) &=({1,2 {ab} {z,a,b},5',1,2,0)

6(1,6,2) = {(2,2)} §'(1,¢,2) = {(2,2)}
0(1,a,z) = {(1,az)} 0'(1,a,z) = {(1,az)}
o(1,b,2) = {(1,b2)} o'(1,b,2) = {(1,b2)}
d(1,a,b) = {(1,ab)} d'(1,ab) = {(1,ab)}
o(1,b,a) = {(1, ba)} d'(1,b,a) = {(1,ba)}
i(1,aa) = {(1,aa),(2,¢)} d'(1,a,a) = {(1,aa),(2,¢)}
5(1,b,b) = {(1,bb). (2, )} 5'(1,b,b) = {(1.bb), (2. )}
6(2,a,a) = {(2,¢)} §'(2,a,a) = {(2,¢)}
6(2,b,b) = {(2,¢)} §'(2,b,b) = {(2,€)}
6(2,¢,2) = {(3,2)} §'(2,6,2) = {(2,€)}

O AP &) reconhece L, pelo critério da pilha vazia.
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4. Automatos de Pilha AP’s vs GIC’s

O préximo objetivo é estabelecer:

Teorema

Uma linguagem € independente de contexto se e sO se é reconhecida
por um automato de pilha.

Ou seja, pretende-se estabelecer a correspondéncia entre gramaticas
independentes de contexto e autdmatos de pilha:

e para cada GIC G, define-se um AP & tal que Ly (&) = L(9);
® para cada AP &, define-se uma GIC G tal que L(G) = Lpv(&).

Tal sera atingido adiante, com as duas proposigées que concluem
estes slides.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 19/23



Como obter um AP que reconheca a linguagem gerada por uma GIC?

Seja g = (V,A, S, P)uma GIC que gera uma linguagem L.

Pretende-se construir um autémato de pilha £ cujas computagoes
simulem derivacdes em . Para isso, bastara um Unico estado i e
devem ser possiveis dois tipos de computagoes:

El tirar um simbolo terminal do topo da pilha e se for igual ao simbolo
lido na fita de leitura, avangar na fita de leitura.

(i,au, a) — (i,u,e);

H tirar uma variavel 3 do topo da pilha e, se existir uma producao do
tipo B — «, substituir por «;, sem avangar na fita de leitura,

(i,au, B) - (i, au, ).
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4. Automatos de Pilha AP’s vs GIC’s
Exemplo

Sejag = ({S,B,C,D},{0,...,9,(,),+, x},S, P)a GIC com producoes
S > (S)|S+B|B
B —-BxC|C
C —-D
D—=0|1]...]9

A seguinte derivagao em ¢,
S:>(S):g>(B) (BxC)= (CxC):g>(D><C):g>(3><C)
(3 X D) (3 x 8)

pode ser S|mulada pela seguinte computagao em &,
(1,(3 x 8),8) - (i, (3 x 8),(S9)) - (1,3 x 8),5)) - (1,3 x 8),B))
— (1,3 x 8),B x C)) — (1,3 x 8),C x C)) — (1,3 x 8),D x C))
— (1,3 x 8),3 x()) — (i, x8), xC)) — (1,8),0)) — (i,8),D))
- (1,8),8)) - (1,),)) - (i, €,€).
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4. Automatos de Pilha AP’s vs GIC’s

Proposigcao

Seja G = (V, A, S, P) uma GIC. Entao existe um autdomato de pilha &
tal que Lpv(€) = L(G).

Demonstracao: Seja & = ({i},A, VUA,,i,S,0) o AP cuja fungao
transicao é dada por:

o(i,e,B) ={(i,a) : B—a € P} paraqualquer 5 < V
d(i,a,a) ={(i,e)} para qualquer a€ A
S(i,a,x) =10 nos restantes casos.

Para quaisquer B € V e u € A*, prova-se que,
B:;su seesose (i,u,B) %(i,ge).
Em particular,
+ 2 i + (]
S? u seesbése (i,u,S) - (I,e,€),

ou seja, Lpy (&) = L(9).
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Proposicao

Seja & =(Q, A X,4,i,2z,0) um autobmato de pilha. Entdao existe uma
GIC G tal que L(G) = Lpv(E).

Demonstracao: Seja § = (V, A, S, P) a gramatica em que:
El S é um novo simbolo;
B V={Stu{lp.x.q]: pgeq, xeX}
El P é constituido pelas producgoes:
S —1i,z,ql, para todo q € Q;

[p.x,q] — a, paratodo (q,e)€d(p,a,x)
(comp,q € Q,x € X,ac AU{e});

[p7 X, pm+1] - a[qv X1, P2][P2~, X2, p3] T [pmv Xm; pm+1]7
para todo (q, x1 ... xm) €4(p, a, X)
(comm > 1, ac AU{e}, x1,.. . xmeX,p,q €Q),
para todo po, ..., pmi1 € Q.
A demonstracao ficaria concluida com a verificagao de que G gera a
linguagem reconhecida pelo autémato €.
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