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3. Gramaticas Independentes de Contexto Introducéo

Uma gramatica € um modelo matematico, que permite descrever uma
linguagem, através de um mecanismo gerador dos elementos da
linguagem, semelhante a definigdo indutiva de um conjunto.

Noam Chomsky introduziu na década de 1950 quatro tipos de
gramaticas, que dao origem a uma hierarquia de quatro classes de
linguagens, conhecida como Hierarquia de Chomsky:

Hierarquia de Chomsky Linguagem | Reconhecedor
Tipo 0 Recursivamente Méaquina
(gramatica irrestrita) enumeravel de Turing
Tipo 1 Dependente Automato
(graméatica dependente de contexto) de contexto linear limitado
Tipo 2 Independente Automato
(gramética independente de contexto) de contexto de pilha
Ti Autémato
3 !po 3 Regular U, .
(gramatica regular) finito
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Definicao de Gramatica
Definigcao

Uma gramatica € um quadruplo
G=(V,AS,P)
onde

El V é um alfabeto finito, dito ndo terminal, cujos elementos sao
chamados variaveis (ou simbolos nao terminais);

H A é um alfabeto finito, dito terminal, cujos elementos sao chamados
letras (ou simbolos terminais), tal que VN A = 0);

E S é um elemento de V, chamado o simbolo inicial;

A P é um subconjunto finito de ((V U A)*V(V U A)*) x (V U A)*.
Os elementos («, ) de P s@o chamados producdes (ou regras
gramaticais) e, habitualmente, representam-se por a — 3.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Definicao de Gramatica

Exemplo

O quadruplo 5 _ ({8}, {a,b},S, {(S,e),(S,aSb)})

€ uma gramatica com uma Unica variavel S, duas letras a e b, e duas
produgcdes S — c e S — aSh, que, simplificadamente, podem ser
representadas simplesmente por

S — elaSb.

As produgdes de uma gramatica permitem transformar palavras de
(V U A)* noutras palavras de (V U A)*.

Por exemplo, na gramatica acima, a palavra aSbhaa € {S, a, b}* pode
ser transformada em:
® agaSbbaa pela produgcao S — aSb;

® abaa pela produgao S — e.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Definicao de Gramatica

Considerendo novamente a gramatica do exemplo anterior,
partindo do seu simbolo inicial S, podemos obter sucessivamente:

El aSb, usando a produgao S — asb;

K aaSbb, usando novamente a produgao S — asb;

B aacbb, utilizando S — e.

Diz-se, entdo, que a gramatica G gera a palavra aabb de {a, b}*.

A cada gramatica G = (V, A, S, P) associaremos uma linguagem L(G)
sobre o alfabeto A, dita a linguagem gerada por G.

Por exemplo, a linguagem gerada pela gramatica do exemplo anterior
é:
{a"b" : n e Nog}.

Para definir rigorosamente o conceito de linguagem gerada por uma
gramatica, precisamos de formalizar previamente o conceito de
derivacao.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Derivacoes

Definigao

Sejam G = (V, A, S, P) uma gramatica e o1, 02 € (V U A)*. Diz-se que:
El o> deriva directamente de o, € escreve-se o4 3 02, quando

o1 = yad, oo = B0 € a — [ € uma produgao de G.
H o, deriva em k € N passos de o1, € escreve-se o+ % 02, quando

/ / / / /
01 :0'03 0'1:g> 0'2"'0'1(7~|:g> Uk:UZ

para alguns oy, 0, ...,0, € (VUA)*.

E o» deriva de o1, € escreve-se o4 =g> o2, quando
Kk
01 = 09 OU 04 3 oo para algum k € N.

A uma sequéncia de passos elementares (derivacoes diretas) que

permite deduzir o+ ? oo chama-se uma derivagao de o, a partir de

1.
Quando nao ha duvida sobre qual a gramatica G que se esta a
considerar, simplifica-se a notacao de 3 , :;> e 3 , omitindo a letra G.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Derivacoes

Seja G4 = ({S,B,C}, {a,b},S, P) a gramatica com produgoes

S — aS|bB
B — bB|aC
C — ac|bC|e.

Em G, tem-se a seguinte derivagao
S = aS = aaS = aabB = aabaC = aababC = aabab.

Podemos entao escrever, por exemplo,

S2 aabB, S aabB, aS > aababC, aaS > aabaC, S>> aabab.
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Definigcao
Sejam G = (V, A, S, P) uma gramatica e « € (V U A)*.

E O conjunto das palavras de (V U A)* que derivam de « € notado por
D(a), i.e.:

D(a) = {8 € (VUA)* :a:;> B}.
A O conjunto das palavras de A* que derivam de « € notado por L(«),
i.e.:
L(o) = {ue A :04=;> u} = D(a) N A*.
H A linguagem gerada pela gramatica G é

L(G) = {ueA*:S=;> u} = L(S).

Definicao
Duas gramaticas G e G’ dizem-se equivalentes quando L(G) = L(G).
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Linguagem gerada por uma gramatica
Exemplo

Consideremos a gramatica G; = ({S,B,C},{a, b}, S, P) do exemplo
anterior, de produgoes S — aS|bB
B — bB|aC
C — aC|bC |e,
e determinemos a linguagem gerada por G¢. Tem-se L(G{) = L(S) e
L(S) = aL(S) U bL(B)
{ L(B) = bL(B) U aL(C)
L(C) ={a, b}L(C) U {e}
Estas igualdades podem ser vistas como um sistema de equacoes

lineares a direita nas incégnitas L(S), L(B) e L(C). Resolvendo o
sistema obtém-se L(S) = a bb*a(a+ b)*

L(B) = b*a(a+ b)*
o)~

Conclui-se assim que L(G1 (bb* ga + b)* = (a+ b)*ba(a+ b)*.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Linguagem gerada por uma gramatica
Exemplo

Seja G» = ({S, A, B},{a, b}, S, P) a gramatica com produgdes
S — AB
A — aAb|e
B — bBal|e.

Em G, pode-se realizar, por exemplo, a seguinte derivagao
S = AB = aAbB = aaAbbB = aacbbB = aabbbBa = aabbbea
donde &b3a € L(G,). Pelo contrario, abab, ab’a® ¢ L(G,). Tem-se

L(G2) = L(S) = L(AB)=L(A)L(B)

L(A) = al(A)bU{e} = a(al(A)bu {e})bU {c} = &L(A)b? U {ab, e}
= atL(ADFTU{abk, ... ab,e} paratodoo k € N
— {a"P":me No}

L(B) = ---={b"a":neNy}

Conclui-se assim que
L(Go) = {a™" : me No}{b"a" : ne No} = {a"b™"a" : m,n € No}.
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Definigcao
Uma gramatica G = (V, A, S, P) diz-se:
Kl regular quando é
linear a direita, ou seja, quando cada producéo é da forma
B X —>uYouX —uondeX,YeVeuecA,;

ou linear a esquerda, isto é, quando cada producao € da forma
B X —>)YuouX —u,onde X, YeVeuecA".

A independente de contexto (GIC) quando cada producao é da forma
BX—aoondeXeVeac (VUA™

H dependente de contexto (GDC) quando cada produgao é da forma
B aXf — acf,onde X € Vea,B,0 € (VUA)*como #¢,0u
B S — ¢ se S nao ocorre no membro direito de outra produgao.

El Um gramatica regular € uma GIC.

H Estes trés tipos de gramatica sao precisamente os que definem os
Tipos 1, 2 e 3 da Hierarquia de Chomsky.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Classificacdo de gramaticas
Exemplo

Kl A gramatica Gy = ({S,B,C},{a, b}, S, P) com producdes
S — aS|bB, B— bB|aC, C — aC|bC |,

€ uma gramatica linear a direita e portanto regular, que gera a
linguagem regular
(a+ b)*ba(a+ b)*.

A A gramética G» = ({S, A, B},{a, b}, S, P) com produgdes
S — AB, A — aAb|e, B — bBale,

€ uma GIC, que gera a linguagem independente de contexto

{a"b™"a" : m,n € No}.

Note-se que esta linguagem nao é regular.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Classificacdo de gramaticas

Exemplo (continuagao)

B A gramética Gs = ({S,B,C},{a. b, c}, S, P) com produgdes

S — aSBC|aBC
CB — BC
aB — ab
bB — bb
bC — bc
cC — cc

gera a linguagem {a"b"c" : n € N}.

Prova-se (usando um Lema de lteracao para linguagens
independentes de contexto, analogo ao Lema de lteracao para
linguagens regulares) que esta linguagem nao € independente de
contexto.

A gramatica Gz nao é uma GDC. (Porqué?)
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

O proximo objectivo é provar o teorema seguinte:

Teorema

Uma linguagem é regular se e s6 se é gerada por uma gramatica
regular.

A demonstracao deste teorema utiliza conceitos e resultados
auxiliares.

Definicao

Uma gramatica G = (V, A, S, P) diz-se hiper-regular quando é
hiper-linear a direita, ou seja, quando cada producgao € da forma
B X —a),ondeX,YeVeacA ou
B X —eonde X eV,

ou hiper-linear a esquerda, isto é, quando cada producao € da forma
B X~ YaondeX,YeVeacA ou
BX —eondeXelV.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

Como ¢é evidente, toda a gramatica hiper-linear a direita € uma
gramatica linear a direita. Reciprocamente, tem-se o seguinte lema.

Lema

Toda a gramatica linear a direita admite uma gramatica hiper-linear a
direita equivalente.

Demonstragao: Seja § = (V, A, S, P) uma gramatica linear a direita.
Definiremos uma gramatica hiper-linear a direita g’ = (V', A, S, P') tal
que L(G) = L(G'). Cada producao de G é daforma X — uou X — u),
onde X,Y € Veuc A"

El Cada producao X — aja» - - - ap € substituida pelas producdes
X — aj A4
.A1 — ag.Az
An_1 _> anAn
.An — £
onde A4, A, ..., A, s30 novas variaveis.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

A Cada produgao X — ajao - - - ap) € substituida pelas produgoes
X — a1By, By = aB2,..., Bp_2 — an_1Bn_1, Ba—1 — any
onde B4, Bo, ..., Bs,_1 sd0 novas variaveis.

H Elimina-se cada produgdo X — ) em que a variavel ) ndo ocorre
no membro esquerdo de nenhuma produgao de G.

A SeX —~Ye)Y— ai|- - |a,sao producdes de G, entao
consideram-se produgdes X — a1 | --- | ap € @ cada uma destas
aplica-se o processo descrito nos pontos anteriores.

Assim, define-se a gramatica ¢’ = (V', A, S, P') em que:

e V'’ éigual a uniao de V com o conjunto das novas variaveis
introduzidas;

® P’ ¢ o conjunto de produgdes que foram obtidas a partir de P pelas
substituicdes descritas acima.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

Proposicao

Toda a linguagem regular € gerada por uma gramatica hiper-linear a

direita.

Demonstracao: Se L C A* é regular, entdo existe um automato
determinista A = (Q, A, 4,1, F) que reconhece L. Considere-se a
gramatica hiper-linear a direita G 4 = (Q, A, i, P) com produgdes

p — aq, para cada q € j(p, a),e producdes q — ¢ ,para cada ge F.
Tem-se, por um lado:

sse

sse

u=ay---ap€el

existem qy,...,gn—1 € Q, gy € F e um caminho em A

i g gt 2 an

existem q1,...,9n_1 € Q, qn € F e uma derivagao em G4

I = a1q1 = a1&@ Qe = -+ = a8 ---anQn = aids---anpc
Ga Ga g Ga Ga

A
ue L(QA)

Por outro lado: e € Lsseic Fssei = esseec e L(Ga).
Portanto L = L(G 4). Ga
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

O seguinte automato determinista A

reconhece a linguagem regular L = a*b(ab)*. Entao, a gramatica
hiper-linear a direita G 4 = ({B1, B2, B3}, {a, b}, B1, P) com produgoes
By — ab; |ng
By — aBs| e
B3 — ng

gera a linguagem L.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

Proposicao

Cada gramatica linear a direita gera uma linguagem regular.

Demonstracao: Seja G = (V, A, S, P) uma gramatica linear a direita.
Pelo ultimo lema podemos supdr que G é hiper-linear a direita. Entao
0 autémato finito Ag = (V,A,0,S,F)onde F={X eV . X -ec€ P}
e, para cada par (X, a) € V x A,
§(x,a)={Y:x > ayeP},
reconhece L(G). De facto,
L(G) = {ueA* . S:;> u}
={uecA* :(u=en S:g>e)v
dneN3day,...,apc AdAy,..., ApeV,
S=aA1==a---apdApn=a--an=
gadig o za nAn= ai n=u}
={ueA* : §S,u)eF}
= L(Ag).
Deduz-se assim que L(G) € uma linguagem regular.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas regulares vs Linguagens regulares

Como consequéncia das proposi¢des anteriores, obtém-se:

Proposicao

Uma linguagem é regular se e s6 se é gerada por uma gramatica
linear a direita.

Dualmente, pode provar-se:

Proposigcao

Uma linguagem é regular se e s6 se é gerada por uma gramatica
linear a esquerda.

.z

Concluiu-se desta forma a demonstracdo do seguinte teorema (ja
antes enunciado):

Teorema

Uma linguagem é regular se e s6 se é gerada por uma gramatica
regular.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto GIC: arvores de derivacao

Definicao

Seja G = (V, A, S, P) uma gramatica independente de contexto.

Cada derivagao de uma palavra de L(G) determina uma arvore de

derivacao formada do seguinte modo:

® araiz tem como etiqueta o simbolo inicial S da gramatica;

® por cada passo da derivagao em que uma variavel B é reescrita
através de uma produgdo B — Xi Xo--- X, (com X; € VUAU {e}), é
criado um nodo etiquetado por B, com filhos etiquetados, da
esquerda para a direita, por X1, Xo, ..., Xp:

TN\

® um nodo com etiqueta em AU {¢} é sempre uma folha da arvore, e
nao tem filhos.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto GIC: arvores de derivacao
Exemplo

Seja g = ({S,8B,C},{a, b,c},S, P) em que P é constituido por:
S— BC B—abb|e C—bCc|e

S :g> BC S

= aBbC / \
:g>aaBbbC e 2

: / I\ / I\
=aaebbC a B b b C fo}

;z»aabbch / | \ |

?aabbbec a B b ¢

€

Uma outra derivagao da palavra aabbbc a partir de S é
S= BC= BbCc=- Bbec= aBBbbc= aaBbbbc=- aacbbbc= aabbbc
mas, a arvore de derivagao determinada € igual a anterior.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto GIC: arvores de derivacao
Exemplo

Seja G, = ({S,8B,C, X}, {a, b}, S, P) em que P é constituido por:

S—a¥ X —-B|C B—=bBle C—aClb
S = ax

S S
Y /N S /N
g a X a

2 =aC X
?abB ‘ iiab ‘
?abe B Ga C

: /\ |

b B b
|
€

Note-se que as duas arvores de derivagao sao distintas.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas ambiguas e linguagens ambiguas

Definicao

Derivagdes que determinam a mesma arvore de derivagao dizem-se
essencialmente iguais.

Exemplo

As derivagdes do slide anterior nao sao essencialmente iguais.

Ja as duas derivagdes do slide 22 sao essencialmente iguais.

Definicao
EF Uma GIC G = (V,A,S, P) diz-se ambigua quando alguma palavra
de A* admite arvores de derivacao distintas, por outras palavras,

alguma palavra de A* admite derivagdes que nao sao
essencialmente iguais.

H Uma linguagem independente de contexto L diz-se ambigua
quando todas as GICs que geram L sao ambiguas.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas ambiguas e linguagens ambiguas
Exemplo

A gramatica G; = ({S, B,C, X}, {a, b}, S, P) do exemplo anterior, de
producoes

S —aX
X —=B|C
B — bB|e
C —acC|b,

€ ambigua. A linguagem gerada por G, €

L(Ga) = L(S)
= alL(x)
= a(L(B)uUL(C))
= a(b*uab).

Questao
Sera que a(b* U a*b) € uma linguagem ambigua?
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas ambiguas e linguagens ambiguas
Exemplo

Consideremos a gramatica Gn, = ({S, B,C, X'}, {a, b}, S, Pna) de

producdes: S s aX
X —BlaCb
B —bB|e
C —aCle

Prova-se que G5 hao é ambigua, e

L(Gna) = L(S)

aL(x)

a(L(B) U aL(C)b)
a(b* U aa*b)
a(b*ubuUatb)
= a(b*ua*b)

Conclui-se assim que a linguagem a(b* U a*b) nao é ambigua.
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3. Gramaticas Independentes de Contexto Gramaticas ambiguas e linguagens ambiguas

Existem linguagens independentes de contexto ambiguas.
Prova-se que a linguagem
{a"b"c"d" - m>1,n>1}u{a"b"c"d”": m>1,n>1}

€ ambigua.
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