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2. Automatos Finitos Definicao de Autémato Finito

Os automatos finitos sdo maquinas de estados rudimentares que,
simultaneamente, constituem um modelo de computagao basico e
uma ferramenta para o estudo das linguagens regulares.

Um autémato (finito) € um quintuplo A = (Q, A, 4, i, F) onde

El Q é um conjunto finito ndo vazio, chamado o conjunto de estados
de A;

H A é um alfabeto finito, chamado o alfabeto (de entrada) de A;

H /: QxA—P(Q) é uma funcao, designada a fungao transicao de A.
Cada triplo (p, a,q), em que p,q € Qe a € Asao tais que
q € §(p, a), diz-se uma transi¢ao de A;

A /i € Q édito o estado inicial de A;
B F C Q édito o conjunto de estados finais de .A.

Habitualmente, notaremos autématos finitos por: A, B, A’, A4, ....
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2. Automatos Finitos Definicao de Autémato Finito

Observacao

Um autémato é habitualmente representado por um grafo orientado
com arestas etiquetadas, cujos vértices corresponderao aos estados
do autdmato e onde cada aresta correspondera a uma transi¢ao do
autémato, sendo a respetiva etiqueta pela letra envolvida na transicao.

Por exemplo, o autémato A = ({1,2},{a, b},d,1,{2}), com § dada por

s 1 2
al{1,2} 0
bl {1t {2}

€ representado pelo grafo seguinte (onde os estados/vértices inicial e
final sdo identificados com uma seta e com dupla circunferéncia,resp.):

e
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2. Automatos Finitos Extensao a palavras da funcéao transicao

Seja A= (Q,A,d,i, F)um autobmato. A extensao a palavras da fungao
transicao 4 é a fungao

i Qx A = P(Q)
definida, por recursdo em palavras:

6*(q,¢) = {q}, paracadaqge Q;
6*(q,au) = Upes(q,a) 0°(P,U), paracadage Q ucA"eacA.

Por exemplo, considerando o autémato .4 do exemplo anterior:

5*(1’3) = Up€6(1,a) 5*(p7€):Up6{1,2} 5*(p76)
F*(1,e)ud*(2,e) ={1}Uu{2} ={1,2}.

Verifique que: 6*(2,a)=0;0*(1,b)={1};0*(2,b)={2};0*(1,ab)={1.2}.
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2. Automatos Finitos Extensao a palavras da funcéao transicao
Proposicao

Seja A= (Q,A,d,i,F)um autémato. Para todo g € Q:

E 0°(qg,a) = 0(q, a), para qualquer a € A;

B (9, u- V) = Upes(q,u) 0" (P, V), para quaisquer u, v € A*;
E 7(q, va) = Upes+(q,u) 9(P, @), para quaisquer u € A*,a € A.

Demonstracao:

A primeira parte segue facilmente das definigoes.

A segunda parte segue por inducao na palavra u.

A terceira parte é consequéncia das duas partes anteriores.

Observacao

Devido a primeira parte da proposicao anterior, muitas vezes, para
denotar a extensao a palavras de uma funcgao transicao ¢,
escreveremos simplesmente 6 (em vez de §*).
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2. Automatos Finitos Caminhos em autéomatos
Definicao

Seja A um autémato. Um caminho em A é uma sequéncia finita de
transicoes de A da forma:
(9o, a1,a1),(91,82,Q2),...,(qn-1, @n, gn)
dizendo-se que:
® (o é a sua origem ou inicio e g, € o seu destino ou fim;
® apalavra aja....a, € a etiqueta do caminho.

Observacao

Um caminho num autémato corresponde exatamente a um caminho
no grafo correspondente, podendo representar-se, simplificadamente,
por: aj ap an

Qo —q —Qq 01— 0n

uma vez que num caminho é exigida a coincidéncia do destino de
cada transicao/aresta etiquetada com a origem da seguinte.
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2. Automatos Finitos Caminhos em autéomatos

Por exemplo, no autdmato .4 do slide 3 ha caminhos
1522222 o 1-%121 51,

ambos com etiqueta abb, o 1° com origem 1 e destino 2 e 0 2° com a

mesma origem, mas destino 1.

Definigao
O comprimento de um caminho é o comprimento da respetiva

sequéncia de transigées/arestas etiquetadas, que coincide com o
comprimento da sua etiqueta.

Por exemplo, ambos os caminhos acima tém comprimento 3 (tal como
a etiqueta abb).
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2. Automatos Finitos Caminhos em autéomatos

Proposigcao

Sejam A = (Q, A, d,i, F) um automato, p,q € Q e u uma palavra
sobre A, ndo vazia. Entdo, existem caminhos com origem p e destino
q etiquetados por u se e sé se g € 4(p, u).

Demonstracao: Por indugao no comprimento de u.

Notacao

Dado um autémato A = (Q, A, 4, i, F), dados estados p, g € Q e dada
uma palavra u € A*, a notacao

p—q
significara: g € o(p, u).

Face a proposigao anterior, esta notagao pode também ser lida como:
existem caminhos com origem p e destino q etiquetados por u.
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2. Automatos Finitos Caminhos em autéomatos

Observacao

Por vezes, dados estados p e q, € usada a terminologia g é acessivel
de p ou g é atingivel de p quando, para alguma etiqueta u, se tem

u
p— q.

Definicao

Um caminho com origem no estado/vértice inicial do autdmato diz-se
bem sucedido quando o seu destino € um estado/vértice final do
autémato.

Por exemplo, atras, identificamos dois caminhos etiquetados pela
palavra abb ( relativos ao autémato do slide 3), com origem no estado
inicial do automato, nomeadamente:

152 2%22%2 o 141251251,

Portanto, o 12 caminho é bem sucedido, mas o 22 n3o.
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2. Automatos Finitos Palavra reconhecida por autémato

Definicao

Sejam A = (Q, A, 4, i, F) um automato e u € A*. Diz-se que u €
reconhecida ou aceite por .4 quando (i, u) N F # (). Caso contrario,
diremos que u ndo é reconhecida ou nao é aceite ou é rejeitada por \A.

Por exemplo, 0 autémato do slide 3 tem estado inicial 1 e estado final
2 e observamos (slide 4) que 6(1,a) = {1,2}, 6(1,b) = {1} e
0(1,ab) = {1,2}. Assim, as palavras a e ab sao reconhecidas pelo
autémato, mas a palavra b é rejeitada.

Observacao

Kl ¢ é reconhecida por um autémato se e s6 se o estado inicial é
também estado final.

K Uma palavra u ndo vazia € reconhecida por um automato se e so
se existe pelo menos um caminho bem sucedido com etiqueta u.

Por exemplo, 1 25 1 -2 1 -2, 2 & um caminho bem sucedido no
autémato do slide 3. Logo, a palavra aaa é reconhecida.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 10/51



2. Automatos Finitos Linguagem reconhecida por automato

Definigcao

A linguagem reconhecida ou aceite por um automato .4 é o conjunto
das palavras reconhecidas por A, sendo notada por L(.A).

Consideremos, de novo, o autémato A do slide 3. Tem-se que L(A) é
a linguagem

L={uab":ue{ab}* AneNy}.
Por um lado, pode provar-se
(i) Vu e {a,b}*.1 € 6(1,u) (indugdo em u) e
(i) Vn € Np.2 € 6(2, b") (indugdo em n) ,
donde se pode deduzir
Vue {a,b}*,ne Ny.2 € §(1,uab"),
(porqué?). Consequentemente, que L C L(A).
Por outro um lado, prova-se por indugdo em x que
vx e {a,b}*.(1 X5 2=3ue{abl*,neNy.x =uab"),
donde, L(A) C L.
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2. Automatos Finitos Autématos equivalentes

Definicao

Dois automatos A e B dizem-se equivalentes quando reconhecem a
mesma linguagem, ou seja, quando L(.A) = L(B).

O autémato A do slide 3 é equivalente, por exemplo, ao automato

ab a,b

- 0@

Por um lado, pode provar-se que L(B) = A*aA* (com A = {a, b}).
Por outro lado, pode provar-se que, de facto,

A*aA* = {uab" : ue {a,b}* Ane Ny},
que ja provamos ser a linguagem reconhecida por A.
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2. Automatos Finitos Linguagens reconheciveis

Definigcao

Uma linguagem L diz-se reconhecivel (por autdmatos finitos) quando
algum autémato reconhece L, ou seja, quando existe A tal que
L=L(A).

Por exemplo, a linguagem L = bA* \ A*abA* das palavras sobre o
alfabeto A = {a, b, ¢} que comegam por b e nao tém o factor ab é
reconhecivel. De facto, L € reconhecida pelo autémato A seguinte:

NORN WO

Note-se que L = b(b + ¢)*(aa*c(b + ¢)*)"(e + aa*) é uma linguagem
regular.
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2. Automatos Finitos Linguagens reconheciveis

Outros exemplos imediatos de linguagens reconheciveis sdo A* e AT,
onde A é um alfabeto qualquer. De facto estas linguagens sao
reconhecidas respectivamente pelos automatos:

A A
O
— e —_—
Na verdade, o resultado o fundador da teoria das linguagens regulares

e dos automatos finitos (a demonstrar posteriormente) estabelece que:

Teorema[Kleene’'1954]

Uma linguagem é regular se e s6 se é reconhecivel por autbmatos
finitos.

Dado um alfabeto A, Rec(A) denotara o conjunto das linguagens
reconheciveis sobre A.
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2. Automatos Finitos Linguagens reconheciveis

Dado um alfabeto A finito, ja sabemos que P(A*), o conjunto de todas
as linguagens sobre A, é infinito ndo numeravel. E quanto a Rec(A)?

Proposigcao

O conjunto Rec(A) é infinito numeravel.

Demonstracdo: Fixemos um conjunto numeravel Q = {qo, g1, @2, . . . }.
Cada linguagem reconhecivel é reconhecida por algum autémato finito
A= (Q,A,Jd,Ii F),de alfabeto A e conjunto de estados Q C Q. Pode
mostrar-se que estes automatos formam um conjunto equipotente a N
(com auxilio dos factos: (i) Psin(X), 0 conjunto dos subconjuntos finitos
de X, € numeravel quando X é numeravel; (ii) o produto cartesiano de
conjuntos numeraveis é ainda numeravel). Portanto, como ha uma
infinidade de linguagens reconheciveis (porqué?), Rec(A) também é
um conjunto numeravel.

Corolario

Existem linguagens que nao sao reconheciveis por autobmatos finitos.
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2. Automatos Finitos Lema da lteracao

O lema seguinte fornece uma condicao necessaria para que uma
linguagem infinita seja reconhecivel.

Lema da lteracéao

Seja L uma linguagem reconhecivel infinita, sobre um alfabeto A.
Entao, existe uma constante ¢ € N tal que, para toda a palavra u € L
de comprimento superior ou igual a c, existem palavras x, y, z € A*
tais que:

i) U= xyz,

i) |xy|<cey#¢
iii) Vk € Ng, xy¥z e L.

Demonstracdo: Seja A = (Q, A, 4, i, F) um autémato que reconhece L
e seja c = |Q|. Entdo, paracada u = ajax---ar € L, com r > c, existe
um caminho bem sucedido de A,

. a as ar
I=Q —q —q2---Qr—1 —Qr

de etiqueta u.
Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 16/51



2. Automatos Finitos Lema da lteracao

Dado que r > ¢, existem inteiros i e j,com 0 < j < j < ¢, tais que
q; = qj, e apalavra a; 1 - - - @; € a etiqueta de um ciclo envolvendo g;:

ajy2
aj aj+1
R OFNORR GO &=
ai aj aj+1 ar

Sejam

w4 € sei=0 e sej=r
=\ a---a sei#0 > V= @it DST O ay-a sej#r
Entdo: i) u = xyz;ii) |xy| =j < ce y # ¢; i) para todo o k € Ny,

xykz e L, pois xy*z é a etiqueta de um caminho bem sucedido de A.
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2. Automatos Finitos Lema da lteracao

Por vezes, o Lema da lteracdo pode ser usado para provar que uma
dada linguagem nao é reconhecivel.

Exemplo

A linguagem L = {a"b™ : m € Ny} sobre o alfabeto A = {a, b} nao é
reconhecivel.

Demonstracdo: Tendo em vista uma contradigdo, suponhamos que L
€ reconhecivel. Como L ¢ infinita, pelo Lema da lteracao, existe ¢ € N
tal que, para todo o u € L, com |u| > ¢, existem palavras x, y,z € A*
tais que:

i) U= xyz;

i) xy|<cey#e
ii) Vk € Ng, xy¥z e L.

Consideremos, em particular, a palavra u = a°b®. Comou € Le
|u| > ¢, deduz-se de i)- iii) que u = xyz para alguns x, y, z € A* tais
que [xy|<c,y #ee xy2z e L. (1)
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2. Automatos Finitos Lema da lteracao

Como |xy| < ¢, xy é um prefixo de a°, donde
x=4a, y=a e z=a'b°

comr,teNp, se Ner+s+t=c, como se ilustra na seguinte figura.

Portanto
XyZZ — ar(aS)ZatbC — ar+23+tbc.
Ora, como s # 0, tem-se

r+2s+t#r4+s+t=c

e, por isso, xy?z ¢ L. Isto contradiz (1) e, consequentemente, L no é
reconhecivel.
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2. Automatos Finitos Autématos completos

Definicao

Um autémato A = (Q, A, 4, i, F) diz-se completo quando para cada par
(g,a) € Q x A, 4(q,a) # 0. Ou seja, A é completo se para cada
estado g € Q e cada letra a € A, existe pelo menos uma transicao

q BN p de origem q e etiqueta a.

Por exemplo, o autdmato seguinte, de alfabeto A = {a, b}, € completo:
a b
&/a’—b\ :
b b
a a
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2. Automatos Finitos Autématos completos

O seguinte autébmato A, de alfabeto A = {a, b, ¢}, nao é completo:

Teorema

Todo o automato A € equivalente a um automato A’ completo.

Demonstragdo: Suponhamos que A = (Q, A, 4, i, F) é ndo é completo. Seja
A= (Qu{p}, A, i F), onde p é um novo estado e ¢’ é a extensao de § a
Qu {p} tal que : se i(q, a) = 0 entdo §'(q, a) = {p}; '(p, a) = {p}. Entao, A’
€ um autémato completo, que se prova facilmente ser equivalente a A.
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2. Automatos Finitos Autématos completos

Por exemplo, a constru¢ao envolvida na demonstragao anterior
aplicada ao autdémato .4 do exemplo anterior produz o seguinte
autémato A’, que é completo e equivalente a A:
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Autématos acessiveis
Um automato A = (Q, A, 4, i, F) diz-se:
® acessivel quando, para qualquer estado g € Q, existem caminhos
do estado inicial i para g;

® co-acessivel quando, para qualquer g € Q, existem caminhos de g
para algum estado final f € F.

O autémato A’ do exemplo anterior nao é acessivel (o estado 4 nao é
acessivel), nem co-acessivel (o estado 5 nao é co-acessivel).
O seguinte autdmato acessivel e co-acessivel é equivalente a A’:

c

a,c b
OO0
a

Todo o autémato é equivalente a um autémato acessivel e
co-acessivel.
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2. Automatos Finitos Autématos deterministas

Um automato A = (Q, A, 6, i, F) diz-se determinista ou deterministico

quando, para cada estado g € Q e cada letra a € A, 6(q, a) tem no

maximo um elemento, ou seja, existe no maximo um estado p tal que
a

q—p.

Por exemplo, o automato

a
OL-@= O
A\

b
€ determinista , enquanto que o seguinte nao o é
a,b
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2. Automatos Finitos Autématos deterministas
Teorema

Todo o autémato A é equivalente a um autémato determinista D(.A).

Demonstragao: Dado um autémato A = (Q, A, 4, i, F), seja
D(A) =(Q,A i F") oautomato tal que:
e Q =PQ);
e /:Q x A— @ éafuncao definida, para cada X € Q' e cada
a€ A pord'(X,a) =Ugex 9(9, a);
o i'={i}
o FF={XeQ: : XNF#}.
O autémato D(.A) é determinista por construgao e prova-se que D(.A)
€ equivalente a A.

Corolario

Todas as linguagens reconheciveis sao reconhecidas por autématos
deterministas.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 25/51



2. Automatos Finitos Autématos deterministas

Por exemplo, consideremos o0 autobmato nao determinista A
ab

H@i

O autémato D(.A) é o seguinte
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2. Automatos Finitos Autématos deterministas

Se no automato anterior D(A) nos restringirmos aos estados
acessiveis do estado inicial, obtemos o autdmato DA(.A) que se
segue, que é equivalente a A e a D(A) e que é determinista, completo
e acessivel:

Teorema

Todo o autémato A é equivalente a um autémato determinista,
completo e acessivel DA(A).
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2. Automatos Finitos Autématos com transicoes vazias

Definicao

Um autémato com transi¢ées-¢ € um quintuplo A = (Q, A, 4, i, F), que
obdece as mesmas condicoes dos autématos finitos, com excegao da
fungao transigao J, que esta definida em Q x (AU {¢}) (e nao apenas
em Q x A).

Observacao

Nos autdbmatos com transicdes vazias (outra designacao para as
transicoes-¢), as transi¢des e as arestas dos correspondentes grafos
podem ser etiquetadas pela palavra vazia.

Observacao

Os automatos com transicdes vazias sao também chamados
assincronos, por oposi¢cao aos autdmatos sem transigcoes vazias, que
sao também chamados sincronos.
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2. Automatos Finitos Autématos com transicoes vazias

O grafo seguinte representa um autémato com transicdes vazias:

Definigcao

Seja A =(Q,A,4,i, F) um autdmato assincrono. Para cada estado
g € Q, denotamos por fecho.(q) o conjunto formado pelo proprio g e
pelos estados atingiveis a partir de g por um caminho de etiqueta e.

No exemplo acima tem-se,

fecho.(1) = {1,2,3}, fecho.(2)={2,3} e fecho(3)={3}.
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2. Automatos Finitos Autématos com transicoes vazias
Teorema

Todo o autémato assincrono A € equivalente a um autémato sincrono
A
Demonstracao: Sendo A = (Q, A, 4, i, F) um autdmato assincrono
qualquer, seja A" = (Q, A, ¢, i, F') o automato tal que:
e /' : QxA— P(Q) ¢é afuncao definida, para cada (g, a) € Q x A, por

i(ga= | 5(p, a).

p € fecho.(q)

e F'={qge Q:fecho.(q)NF # 0}.

Por construcao, A’ é um autémato sincrono e prova-se que é
equivalente a A.

Corolario

Os autématos com transigoes vazias reconhecem exatamente as
mesmas linguagens que os autobmatos sem transigoes vazias.
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2. Automatos Finitos Autématos com transicoes vazias

Relembremos o automato com transigées vazias A do exemplo

anterior:

Vimos ja que fecho.(1)={1,2,3}, fechoe ={2,3} e fecho.(3)={3}.
O autémato sincrono A’ descrito na demonstragao do teorema
anterior é:
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2. Automatos Finitos Reconheci to de lingt regulares

Os trés lemas que se seguem serao usados para provar a parte do
Teorema de Kleene que estabelece que qualquer linguagem regular é
reconhecivel por autématos.

Lema

Se L, e L, sao linguagens reconheciveis, entdao L{UL, é uma
linguagem reconhecivel.

Demonstragédo: Seja A1 = (Q4, A, 61,11, {fi1,...,fn }) um autdbmato

com transigdes vazias que reconhece L4

eseja Ap = (@2, A, 02,02, {f2,1,...,,pn,}) um autdbmato que reconhece
L,. (Sem perda de generalidade, podemos assumir que Q; N.Q» = (.)
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2. Automatos Finitos Reconheci to de lingt regulares

Entéo, o seguinte autémato A = (Q; U Q> U {i}, A, 0,i, F1 U F») (para
i Z QpUQh)

s N

@ « @
/

. J

“T® Ay

L J
. J

reconhece L1UL,. Logo, L1UL, € uma linguagem reconhecivel.
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2. Automatos Finitos Reconhecimento de linguagens regulares

2 AudmemsFinios |

As linguagens a*b* e b*a(a + b)*b sao reconhecidas pelos autématos

a b b a,b
[ € [ & a () b
—( 1 J—( 2 e —> 3 }/—>| 4 —>{ 5

Aplicando a construgao do lema anterior obtém-se o autobmato que se
segue, que reconhecera a linguagem a*b*+b*a(a + b)*b.

a b

(O O

€
1 )J— 2
e
\Oa b
3 )/ 4 —{ 5
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2. Automatos Finitos Reconheci ) de lingt regulares

Lema

Se L e L, sao linguagens reconheciveis, entao Ly-L, é uma
linguagem reconhecivel.

Demonstracao: Sejam Ay = (Qy, A, 01, i1, F1) € Ao = (Qo, A, b2, ia, F2)
autématos com transicdes vazias que reconhecem L e Ly (com

QN = @)

Entao, o seguinte autdbmato A = (Q; U @, A, 4, iy, F2)

s Y

. J

reconhece Li-L,. Portanto L{-L, € uma linguagem reconhecivel.
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2. Automatos Finitos Recc

Lema

Se L € uma linguagem reconhecivel, entdo L* é uma linguagem
reconhecivel.

hecil ) de lingL regulares

Demonstracdo: Seja A = (Q, A, 41,1, {f1,...,f,}) um automato que
reconhece L. Entdo, o seguinte autdbmato A" = (QU {/'}, A, &', 1", {i'})
(para i’ € Q)

reconhece L*, donde esta linguagem € reconhecivel,
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2. Automatos Finitos Reconheci to de lingt regulares

Combinando os lemas anteriores podemos provar uma parte do
Teorema de Kleene:

Se L C A* é uma linguagem regular, entdo L é reconhecivel.

Demonstracado: Por indugéo estrutural sobre Reg(A).
K Se L =0 ou L = {e}, entdo é claro que L é reconhecivel.

B Se L ={a} em que a € A, entdo € também claro que L é
reconhecivel.

H Seja L = L{UL, (resp. L = L4-L) e suponhamos, por hipétese de
inducao, que L e L, sdo linguagens reconheciveis. Entao, pelo
lema do slide 33 (resp. slide 35), L é reconhecivel.

A Seja L = K* e suponhamos, por H.l., que K é uma linguagem

reconhecivel. Entao, pelo lema do slide anterior, L é reconhecivel.
De (1)-(4) resulta, pelo Principio de Inducédo Estrutural para Reg(A),
que L é uma linguagem reconhecivel.
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2. Automatos Finitos Sistemas de equacoes lineares associados a automatos

Para completar a demonstracdao do Teorema de Kleene, falta provar
gue toda a linguagem reconhecida por um automato finito pode ser
representada por uma expressao regular.

Definicao

Seja A= (Q,A,0,i, F) um autébmato finito. Sem perda de
generalidade, consideremos que Q = {1,..., n}. Associa-se a .A um
sistema de equacoes lineares a direita

X1 =i X1 +roXo+ -+ rpXy + Sy

Xn=1ImXi + raXo + -+ rnXn + Sp

onde, para cada j, k € Q,
® rj € uma expressao regular que representa a linguagem
Ri = {a € A: existe uma transicao j 25 k),
o5 { c sejeF
b ) sej¢F
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2. Automatos Finitos Sistemas de equacoes lineares associados a automatos

Consideremos o0 seguinte automato A:

a
~<%/\*H @
ab
O sistema associado a A é:
Xi=bX;+aXo+0Xs+ 0
Xo=(a+b)Xi +0Xo+ aXz+ 10
Xz =0X1 +0Xo+0X3+ ¢
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2. Automatos Finitos Sistemas de equacoes lineares associados a automatos

Lema

Seja (t1, b, ..., tn) € ER(A)" a solugao minima do sistema associado
ao autémato finito A = (Q, A, 0, i, F).
Entao, para cada estado j € Q,

L(t) = {ue A" : existe em A um caminho de etiqueta u
de j para algum estado final }
ux,

onde X ={c}seje FeX=0sej¢&F.
Em particular,
L(A) = L(t;),

ou seja, a linguagem reconhecida pelo autémato A é representada
pela expressao regular t;, onde i € o estado inicial de A.
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2. Automatos Finitos Teorema de Kleene

Como consequéncia imediata do lema anterior tem-se:

Proposigcao

Se L é uma linguagem reconhecivel, entao L é regular.

Este resultado juntamente com a proposigao do slide 37, provam o
resultado fundamental da teoria dos autématos finitos:

Teorema [Kleene’1954]

Uma linguagem é regular se e s6 se é reconhecivel.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 41/51



2. Automatos Finitos Teorema de Kleene

Exemplo

Consideremos de novo o automato .4 do exemplo anterior (slide 39).

Ja vimos que este autémato tem associado o seguinte sistema de
equacoes lineares:

X1 =bXy+aXo +0Xz3+0

Xo=(a+b)Xi +0Xo+ aXs+ 0

X3=@X1 +@X2+®X3+6

que pode ser escrito simplesmente na forma

X1 = bX; + aXo
Xo =(a+ b)X1 + aXs
Xz =c¢

Atendendo ao lema anterior (slide 40), para encontrar uma expressao
regular que represente a linguagem reconhecida pelo autémato A,
basta resolver este sistema e, em particular, identificar a solu¢ao para
a incognita Xj, associada ao estado inicial de A.
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2. Automatos Finitos Teorema de Kleene

Exemplo (continuagao)

Pode-se deduzir sucessivamente

Xi =bXy + aXo X1 = bXi + aXo
Xo = (a+ b)X1 + aXs = Xo = (a+ b)X1 + ac
Xz =¢ Xz3=¢
Xy = bXy + a((a+ b)X; + a) Xy =(b+ & +ab)X; + &
< Xo=(a+b)Xi+a & (¢ Xo=(a+b)Xi+a
Xz =¢ Xz3=¢
Xy = (b+ & + ab)*a? Xy = (b+ & + ab)* &
s { Xo=(at+b)X;+a & { Xo=(atb)(b+a+ab)*a+a
X3 =€ X3 =€

A solugao minima do sistema é portanto

((b+ & + ab)* &%, (a+b)(b+a>+ab)*a+a, ).

Assim, conclui-se que L(.A) é representada pela expressao regular
(b+ & + ab)*a?.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 43/51



2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Recorde-se que dada uma linguagem L reconhecivel, L é reconhecida
por um automato finito determinista completo acessivel (DCA)

A= (Q,A,Jd,Ii,F), cuja fungdo transicdo pode ser vista como uma
funcao total sobrejectivad : Q x A — Q.

Os slides que se seguem descrevem conceitos que constituirao a
base para o calculo de um automato DCA minimal para a linguagem L
a partir do automato A.

Definicao
Um autémato DCA A diz-se minimal quando nao existem automatos
DCA equivalentes com menos estados do que A.

Definicao
Seja A = (Q, A, i, F)um autdomato DCA. Dois estados q,q’ € Q
dizem-se equivalentes, escrevendo-se g~q’, quando:

g~q seesbdse Vue A §(q,u)eF<d(q,u)eF.
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Seja A=(Q,A,0,i, F) um automato DCA. Entao:

K ~ é umarelagao de equivaléncia em Q;

H Denotando por g a classe de equivaléncia de g € Qpara~, e 0
conjunto das classes de equivaléncia por Q = Q/~={q:q€ Q}, a
correspondéncia 0: QxA — Q € uma fungao.

(9.a8) — 4(q.a)

Demonstracao:
El Exercicio.
K Para quaisquer g1, g2 € Qe a € A,
H=@ = q~Q
= Yue A, iq1,au) € F < d(q,au) e F
= VYue A §(6(qy,a),u) € F<6(6(qe,a),u) € F
= (g1, a) ~ (g, a)

= 0(q1,8) = 0(qe, a).
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Definicao

Seja A= (Q,A,d,i, F)um au_téma_to_ DCA. O autémato quociente de A
por ~ é o autémato A/~ = (Q,A,d,i,F)onde F={f:fe F} éo
conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de F.

Adiante veremos que: Q = Q/~ = {{1},{2,4},{3,5}} = {1,2,3]}.
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Proposicao

Se A=(Q,A,d,i, F)éumautomato DCA, entdo o autébmato
quociente A/~ € um automato DCA equivalente a .A que € minimal.

Para o célculo de A/~ € necessario resolver o seguinte problema:

Problema

Dado um autémato determinista completo acessivel .4, como calcular
a relacao de equivaléncia ~?
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Definicao

Seja A= (Q,A,d,i, F) um autdmato DCA e sejam q,q’ € Q. Para
cada k € Ny, define-se uma relagao binaria ~, em Q pondo, para
quaisquer q,q € Q,

g~xq sse VYue A |ul<k= (5(q, u)e F&é(d,u) e F).

Seja A= (Q,A,d,i, F) um autdmato DCA.

K ~« é umarelagao de equivaléncia, para todo k € Np;
H ~x.1 C ~, paratodo k € Np;

H g~qg se e s6 se g~«q, para todo 0 k € Ny;

A g~g seesdéseqe F& g € F.
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos
Proposicao

Seja A= (Q,A,d,i, F) um autdmato DCA. As relagdes ~ podem ser
definidas recursivamente da seguinte forma:

b 9g~d sse g,gd €Fouq,qd €Q\F.
Ou seja, Q/~o ={F,Q\ F};

K para cada k € Ny,

g~k.19 sse q~xq e d(q,a)~xi(q,a) paratodo o a € A.

Seja A= (Q,A,d,i, F) um autdmato DCA e seja n o numero de
estados de A. Entao,

B~ 1=~/paraalgumre{0,1,...,n—2}.
H paratodo k € Ng, ~x 1 = ~ implica ~y = ~.
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Exemplo

Consideremos o autdémato .4 do slide 46, e determinemos as relagoes
~k (e ~) de A, recorrendo aos dois lemas anteriores.
Dado que o conjunto de estados finais € {3,5} tem-se
Q/~o = {{1,2,4},{3,5}}. 5
Notando que ~1 C ~q, para calcular ~4 basta verificar em cada
classe-~q quais 0s elementos que sao ainda equivalentes modulo ~;.
Assim,
1212 pois §(1,b) =4 +£,3 = (2, b);
2~14 pois 2~pd e 0(2,a) = 2~p4 = (4, a)
e §(2,b) = 3~p5 =4(4,b);
3~15 pois3~p5ed(3,a) =4~02 =4(5,a)
e d(3,b) = 5~93 = §(5, b).
Tem-se portanto ~1 # ~qg €

Q/N1 = {{1 }a {27 4}7 {37 5}}
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2. Automatos Finitos Minimizacao de autématos

Exemplo (continuagao)

Agora, no calculo de ~» verifica-se que
2~4 pois 2~14 e §(2,a) = 2~14 = (4, a)
e d(2,b) = 3~15 =4(4,b);
3~25 pois 3~15e 4(3,a) =4~12 = 4(5, a)
e §(3,b) =5~13=4(5,b).
Tem-se entdo ~» = ~¢, donde ~ = ~4 e

Q= Q/~={{1},{2,4},{3,5}} = {1,2,3}.
No slide 46, vimos ja como determinar o autémato quociente A/~
guando este conjunto quociente Q é fornecido.
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