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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Alfabetos e palavras

Definicao

Um alfabeto € um conjunto nao vazio.
Habitualmente, notaremos alfabetos por: A, A, Ay, ....

Uma letra de uma alfabeto A é um elemento de A.
Habitualmente, notaremos letras de alfabetos por: a, b, c, &, ao, ...

Uma palavra sobre um alfabeto A € uma sequéncia finita de letras
de A, possivelmente vazia.

Consequentemente, duas palavras sdo iguais quando as respetivas
sequéncias de letras forem iguais.

Habitualmente, notaremos palavras por: u, v, w, x, y, z, U, Uy, ....

Chamaremos palavra vazia a sequéncia vazia de letras, que
notaremos por e.

A notagao aj...an, com n > 1, representara uma palavra nao vazia,
cuja primeira letra € ay, a segunda a», etc.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Alfabetos e palavras

Por exemplo,
1, 01, 11, 1001, 00001, ¢

sdo palavras sobre o alfabeto {0,1}. Por outro lado,
aba, ab, a, c, bbcac, ¢

sdo palavras sobre o alfabeto {a, b, c}.

Definicao

e A" notara o conjunto das palavras nao vazias sobre o alfabeto A,
i.e.,
A" ={ajax---ap|neN,ay,ap,...,anp € Al

e A* notara o conjunto das palavras sobre o alfabeto A, i.e.,

A* = {e} UAT.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Inducao e recursao em palavras

Por exemplo, sendo A = {a, b}, tem-se:

A* ={e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, . . .}.
Exercicio: mostre que, para A finito, o conjunto A* € numeravel.

Para provar propriedades sobre palavras &, por vezes, Util ter-se uma
definicao indutiva do conjunto A*. Como se pode verificar, A* € 0
conjunto X definido indutivamente pelas regras:

(i) e€ X;

(i) Seue Xeaec A, entdo ua € X;
uma vez convencionado que aj...a, abrevia eay...an.

A anterior caracterizagao indutiva de A* nao sé permite obter um
principio de indugao em palavras, como permite também obter um
principio de recursao em palavras.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Comprimento de palavras
Definicao

O comprimento de uma palavra u € o comprimento da respetiva
sequéncia de letras, sendo notado por |u|.

Por exemplo, fixando o alfabeto {a, b, c}:
lel =0, |al =1, |abc| = 3, |bbab| = 4.

Observacgao

O comprimento de uma palavra sobre um alfabeto A corresponde a
uma operagao de A* em Ny, que pode ser caracterizada por recursao
em palavras do seguinte modo:

E |¢[=0;

H |ual = |u| + 1, para todo u € A* e para todo a € A.

Exercicio: verifique as exemplificagbes acima utilizando esta
caracterizacao recursiva de comprimento de uma palavra.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Comprimento de palavras

Definicao
O numero de ocorréncias de uma letra a numa palavra u é notado por
|Ula-

Por exemplo, fixando o alfabeto {a, b, c}:

|baba|; = 0, |acabal, = 3, |acabalp, = 1.

Proposicao

Sejam A um alfabeto e u € A*. Entdo:  [u] = > .4 Ula.

Exercicio: mostre a proposicao, recorrendo a indugdo em palavras ou,
em alternativa, a indugao no comprimento de palavras .
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Concatenacao de palavras

Definicao

A concatenagao de uma palavra u com uma palavra v sera notada
por u - v ou, simplesmente, por uv, sendo dada pela concatenacao
das respetivas listas. Dito de outro modo:

®@seU=—c,entaou-v=yv;
® seuU=aj..anev=ecentdou-v=u;
® seU=—ay..a,eVv=>b..bp,entdo u-v = ay...anby...bm.

Por exemplo, para as palavras u = abc e v = aa (sobre {a, b, c}),

u-v = abcaa,

V- u = aaabc,

u-e=abc,
(v-u)-v=aaabcaa=v-(u-v)

Exercicio: dé uma definicao da operacao de concatenacao u - v por
recursao na palavra v.

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 7/43



1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Concatenacao de palavras
Observacao

A operagao de concatencao de palavras é associativa,com elemento
neutro ¢, pelo que, dado um alfabeto A,

(A*,-) é um monodide,
chamado o monoide livre gerado por A.

No entanto, a concatencao de palavras nao é comutativa.

Proposicao

Para u, v, w € A* , tem-se:

B uv=uw=v=w (leidocorte a esquerda);

H vu=wu=v=w (leido corte a direita);

B |uv| = |u| +|v] e |uv|s = |u|a+ |v]a (para todo a € A).
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Poténcias de uma palavra
Definigao

Sejam u € A* e n € Ny. A poténcia-n de u correspondera a
“concatenacao de n cépias de u”, sendo notada por u” e definida
recursivamente por:

o€ sen=0
“ )l v 'u sen>1.

Proposigcao

Para toda a palavra u e para todo n, m € Ny,

4T = U, ()T = ™ = ol
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Fatores de uma palavra

Definicao

Sejam u e v duas palavras de A*. Diz-se que:

e y éum fator de v quando existem x, y € A* tais que xuy = v;
e u éum prefixo de v quando existe y € A* tal que uy = v;

e u éum sufixo de v quando existe x € A* tal que xu = v.

Por exemplo, sendo v = baba:

® os fatores de v sao ¢, b, a, ba, ab, bab, aba, v;
® os prefixos de v sédo ¢, b, ba, bab, v;

® 0s sufixos de v sdo ¢, a, ba, aba, v.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Palavra inversa
Definigcao

A palavra inversa de uma palavra u € A* denota-se por u’ e define-se
recursivamente por:

u]_ € Se u=c¢e¢
avl seu=va comveA*eacA.

Para quaisquer ai, a»,...,an € Ae u,v € A,

(a1az---an)' = an- - aay,
(uv)! = vid,

(uH)f = u.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens
Definigao

Uma linguagem sobre um alfabeto A € um subconjunto de A*.
Habitualmente, notaremos linguagens por: L, K, M, L', L, ....

Séao exemplos linguagens sobre A = {a, b}:

0,{e},{a}, A, {aa, aba, bbb, ababa},{a™b" : m,n € N}, AT A*.

Observacao

K O conjunto de todas as linguagens sobre o alfabeto A é
P(A*)={L:LC A*}.

B Para uma alfabeto finito A, dado que A* € um conjunto infinito
(numeravel), P(A*) € um conjunto infinito ndo numeravel.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Defini¢6es indutivas de linguagens
Exercicio

Defina indutivamente as seguintes linguagens:
Bl Lo={ue{0,1}*: 1éfatorde u};

Ly ={ue{ab}*:|ula=|ulp};

Bl Lo ={ue{0,1}*: |uloépar};

M Ls={we{abct:w=w}

Mostremos, por exemplo, que L é o conjunto L das palavras sobre o
alfabeto A = {a, b} definido indutivamente pelas regras seguintes:

B ccl;

H Se w e L, entdao awb € L;

H Se w e L, entdo bwa € L;

A Se wy,wo € L, entdao wyw, € L.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Defini¢6es indutivas de linguagens

Para provar a inclusao L C L4, precisaremos do Principio de indugao
estrutural associado a esta definicdo indutiva de L.

Principio de inducao estrutural para

Seja P(x) uma condi¢ao sobre x € L.
Se:

B P(e);

H para qualquer w € L, se P(w) , entdo P(awb);

H para qualquer w € L, se P(w), entdo P(bwa);

B para quaisquer wy, ws € L, se P(wq) e P(w»), entdo P(wyws);

entdo P(x), para todo x € L.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Defini¢6es indutivas de linguagens

Mostremos por indugao estrutural sobre L que, para cada x € L,
|X|a = |X|p. Para x € L, seja P(x) a condi¢ado: |x|a = |X|p.
Kl A propriedade P(¢) € |e|a = |¢|p. Ora, como |e|g = 0 = |e|p, tem-se
P(e).
B Seja w € L e suponhamos P(w), por hipétese de indugdo. Ou seja,
suponhamos que: |w|z = |w/|p. Entdo

lawb|g = |W|g+1 = |w|p + 1 = |awb|p.

Provou-se assim P(awb).
H Esta condicao prova-se de forma analoga a anterior.
A Sejam wy, w, € L e suponhamos, por H.I., P(wy) e P(ws), isto é:
|Wila = |wil|p € |Wa|q = |Wa|p. LOgO
(WiWa|a = [W1|a+ [Wala = [W1p + [Wa|p = Wi Walp.

Provou-se assim P(w;ws).

Pelo Principio de inducao estrutural para L, de 1 a 4, conclui-se que
P(x) é verdadeira para todo o x € L. Provou-se assim que L C L;.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Defini¢6es indutivas de linguagens

Mostremos agora a inclusao Ly C L, ou seja, mostremos que, para

cada x € Ly, x € L. Para x € L4, seja Q(x) a condicdo x € L.

A prova sera feita por indugao no comprimento da palavra x.

Kl Caso |x| = 0. Neste caso x = . Como, pela regra 1 da definigao de
L, setem e € L, segue Q(x).

B Caso |x| > 0. Suponhamos, por H.l., que Q(y) € verdadeira para
todas as palavras y € Ly tais que |y| < |x|. Existem 4
possibilidades:

B X = awb (ou x = bwa) para algum w € A*. Dado que x € Ly, tem-se
|X|a = |X|p, donde |w|; = |w|p. Portanto w € L; e, pelaH.l., w € L.
Daqui resulta, pela regra 2 da definicao de L, que x € L. Ou seja,
tem-se Q(x).

m x = awa (ou x = bwb) para algum w € A*. Dado que x € L;, tem-se
|X|a = |Xx|p. LOgo x = awywea, com awy, wea € Ly (porqué?). Pela H.1.,
tem-se awy, woa € L. Assim, pela regra 4 da definicaode L, x € L. Ou
seja, tem-se Q(x).

De 1 e 2 segue Q(x) paracada x € Ly, i.e., L4 C L.
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Definicao
Dado que linguagens sao conjuntos de palavras, ficam imediatamente

definidas para linguagens as diversas operacoes sobre conjuntos. Em
particular, dadas linguagens L e K sobre A:

B LUK={ucA* :uelouueK}-uniaode Le K.

B LNnK={ucA*:uceleuecK}-intersecaode L e K.

B K\L={ucA*:ueKeué¢L}-complementarde L em K.
A L=A"\L={uecA :u¢lL}-complementarde L.

E.g.,para A={0,1}, L={u € A":|u[p=0} e K={u € A":|ul;=0}:
LUK = A%, LNnK =10 L\K =1L L=K.

Observacao

As anteriores operacdes em linguagens herdam, de imediato, as
propriedades das respetivas operagdes em conjuntos. Por exemplo: a
unido e a intersecao de linguagens sao operagdes associativas,
comutativas, que possuem elemento neutro e elemento absorvente.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Concatenacao de linguagens
Definigcao

Dadas linguagens L e K sobre A, a concatenacaode Le K é a
linguagem em A, notada por L.K ou LK, dada por:
{uv:ueleveK}.

Por exemplo, para L = {b, ba} e K = {¢, a}:

LK = {b,ba,baa}

K.L = {b,ba,ab,aba}
Deste exemplo, pode deduzir-se que a concatenacao de linguagens
nao € comutativa.

Proposigao

A concatenacao de linguagens € uma operacao associativa, com
elemento neutro {e} e com a linguagem vazia como elemento
absorvente, que distribui pela uniao, i.e., para L, K, M C A*:
L(KUM)=(LK)uU(LM) (KUM).L=(K.L)u (M.L)
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Concatenacao de linguagens

Observacao

Adiante, uma palavra u sera utilizada muitas vezes como uma
abreviatura para {u} (a linguagem cuja Unica palavra é u).

Por exemplo, considerando o alfabeto A = {a, b},

ab{aa,bb} = {ab}{aa, bb} = {abaa, abbb} .

Proposigao

Dada uma palavra u sobre um alfabeto A:

uA* = {ux:xe A},
A*u = {xu:xeA},
A*uA* = {xuy:x,y € A*}
sao as linguagens cujas palavras tém, respetivamente, u como
prefixo, como sufixo e como fator.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagem inversa
Definigcao

Dada uma linguagem L, a sua linguagem inversa sera notada por L/,
sendo dada por:
L'={u:uel}.
Por exemplo, considerando o alfabeto {0, 1}:
Bl para L = {¢,0,01}, L' = {¢,0,10};
B para K = {0M™:neNgAmeN}, K= {170" : n€ Ng A m € N}.

Dadas linguagens L e K:
B (LuK) =LuK'
B (LK) =KL,
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Poténcias e fechos de uma linguagem

Definicao

Sejam L uma linguagem num alfabeto A e n € Ny. A poténcia nde L é
a linguagem em A, notada por L", dada recursivamente por:

L° ={¢}
LAt =LKL (k € Np)

Por exemplo, para a linguagem L = {a, ab} (sobre o alfabeto
A={a,b}):

L0 = {e
L LO.L = {¢}.{a, ab} = {a, ab}
> = L'.L={a ab}.{a ab} = {aa, aab, aba, abab}
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Poténcias e fechos de uma linguagem
Proposigao

Sejam u uma palavra, L uma linguagem num alfabeto A e n € Np.
Entao, u € L" se e s6 se

EFl )n=0eu=¢ou
A (i) n > 1 e existem palavras uy,...,up € Lt.q. U= uj...Up.

Definicao
Dada uma linguagem L num alfabeto A:
El o fecho positivo de L é a linguagem em A, notada por L*, dada por:

Lt = Un21 L"

A o fecho (de Kleene) de L, também designada a estrelade L, é a
linguagem em A, notada por L*, dada por:

L =Upso L" = LT U{e}.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Poténcias e fechos de uma linguagem

Por exemplo, para o alfabeto A= {0,1} e para a linguagem L = {0, 1}
sobre A:

Kl paratodo n € Ny, L" = {u € A* : |u| = n}(exercicio);

A L™ = A" (porqué?);

H L* = A* (porqué?).

De facto, os trés itens anteriores sao validos para qualquer alfabeto A.

Proposicao

Seja L uma linguagem. Entao,

B 0= {c}, 0" =0, {e}* = {e} = {e}T;
BAL=L"CLtCLtu{e =L
HeccltseesdoseecL;

ALt =LL=L*L
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1. Linguagens Formais e Expressdes Regulares Expressoes regulares
Definigao

O conjunto das expressoes regulares sobre um alfabeto A é o
conjunto ER(A), de palavras sobre o alfabeto AU {0, ¢, (,), +,-, *},
definido indutivamente por:

El 0 € ER(A) e c € ER(A);

H a < ER(A), paracada a € A;

H Se r,s € ER(A), entdo (r + s) € ER(A);
A Ser,s € ER(A), entéo (r - s) € ER(A);
B Se r € ER(A), entéo (r*) € ER(A).

Habitualmente, notaremos expressoes regulares por: r, s, r'; ry, ...

Por exemplo, sendo A = {a, b}, sdo expressoes regulares sobre A:

0, € a b, (@a+b), (b-0)+e€), (a+ b)), ((a")+ (b)).
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1. Linguagens Formais e Expressdes Regulares Expressoes regulares

Observacao

A notacao das expressodes regulares pode ser abreviada da seguinte
forma:
® 0 simbolo - pode ser omitido;

® podem omitir-se parénteses desnecessarios usando
associatividade para as operagoes + e -, e considerando que * tem
a maior prioridade e que - tem prioridade em relagdo a +;

® parar € ER(A) e n € Ny, a abreviatura r” € definida
recursivamente, por:

m%=¢ r'=r eparan>2r"=("".r);
mrt=(r(r)).

Por exemplo,
e atb? é uma abreviatura de ((a- (a*)) - (b- b));
® )*a+ (b+e)babrevia (((0*)-a)+ (((b+e¢)-b))).
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens representadas por expressoes regulares

Definicao

A cada expressao regular r sobre um alfabeto A associa-se uma
linguagem L(r) sobre A, dita a linguagem representada por r ou a
linguagem de r. A fungao

L: ER(A) P(AY)
r L(r)

—
—>

¢ definida recursivamente por:

B L£(0)=0 e L(e) = {e};

E L(a) = {a}, para cada a € A;

L((r+8)) = L(r)UL(s), para quaisquer r, s € ER(A);
L((r-8)) = L(r)- L(s), para quaisquer r, s € ER(A);
L((r)*) = L(r)", para cada r € ER(A).

AAAA
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens representadas por expressoes regulares

Por exemplo, sendo A = {a, b}, tem-se:

B L((b+e€)a) = L(b+e)L(a) = (L(b) U L(e)){a} = ({b} U {e}){a} =
{b,e}{a} = {ba, a};

B L(a") = L(a)" ={a}" = {a": nec No};

B L(a'(a8 + b)) ={a}*{a®, b} ={a" - m>3}u{a’b:necNy};

A L(a" +b*)=L(a) U L(b)* =
{a}*u{b}* ={a":neNg}uU{b": neNy};

B L((a+b)")=L(a+ b)* = ({a}U{b})* ={a,b}* = A, ou seja, 0
conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto A;

A L((a+ b)*aba(a+ b)*) = A*abaA* é a linguagem das palavras que
tém aba como fator.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens regulares
Definigao

El Uma linguagem L sobre um alfabeto A diz-se regular quando pode
ser representada por alguma expressao regular sobre A, ou seja:

dr € ER(A). L = L(r).

H O conjunto das linguagens regulares sobre um alfabeto A sera
denotado por Reg(A).

Por exemplo, todas as linguagens do slide anterior sao regulares
(dado serem iguais a £L(r), para cada uma das expressoes regulares
consideradas).

Sao também exemplos de linguagens regulares () e {¢} ja que

0=L0) e {c=crLl)
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens regulares

Observacao
Alternativamente, o conjunto Reg(A) das linguagens regulares sobre
A pode ser definido indutivamente por:

El 0, {c} € Reg(A);

B {a} € Reg(A), paratodo o a € A;

H Reg(A) é fechado para as operagdes de uniao, concatenagao e

fecho de Kleene, ou seja,
seL,K € Reg(A)entdo LUK, L- K, L* € Reg(A).

Note-se que, se L é uma linguagem regular sobre um alfabeto A,
entdo L™ = L*L também é uma linguagem regular sobre A.

2022/2023 29/43

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais



1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens regulares
Observacao

El Para um alfabeto finito A = {ay, ..., an}:
m alinguagem Aéregular: A={a;} U..U{a,} = L(a1 + ... +an);

m alinguagem A* éregular: A* = {a1,....,an}* = L((a1 + ... + an)*)

H Para qualquer palavra u sobre um alfabeto, {u} é uma linguagem
regular sobre A. De facto:

m caso u=¢e: {u} ={e} = L(e);
B CasO U= aia - --ap, COM ay,a,...,an € A:

{ut ={aiHa} - -{an} = L(a1az...an) = L(u).

H Toda a linguagem finita L, sobre um alfabeto A, é regular. De facto:
mcasoL=0:L=0=L(0);
mcasoL={uy,...,uc},comk >1, uy € A*:

L:{U1}U~-U{Uk}=£(U1+ +Uk).
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Linguagens regulares
Proposicao

Existem linguagens que nao sao regulares.

A proposicao segue por razdes de cardinalidade. De facto:

e por um lado, o conjunto P(A*) das linguagens sobre um alfabeto A
finito, com duas ou mais letras, é infinito ndo numeravel;

® por outro, o conjunto ER(A) das expressoes regulares sobre um
alfabeto A finito € numeravel.

Assim, ha linguagens que ndo poderao corresponder a representagao

de qualquer expressao regular.

Observacao

Prova-se que nao sao regulares as linguagens (sobre A= {0, 1}):
E {0°:p > 0primo}
A {0"":ne Ny}
B {ucA :u =u}
Automatos e Linguagens Formais 2022/2023  31/43



1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Relagoes < e = em expressoes regulares

Note-se que expressdes regulares distintas podem representar a
mesma linguagem.

Por exemplo, as expressoes regulares

(a+b)" e (a+b)(a+b)"+e
representam a mesma linguagem, nomeadamente {a, b}*.
Definicao

® Diremos que r € menor ou igual que s, escrevendo, r < s, quando
L(r) C L(s).

e Diremos que r € equivalente a s ou, simplesmente, que r é igual a
s, escrevendo, respetivamente, r=ser=s,quandor <ses<r,
ou seja, quando L(r) = L(S).

Observacao

Dado um alfabeto A, (ER(A), <) constitui um conjunto parcialmente
ordenado. (Porqué?)
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Relagoes < e = em expressoes regulares

Por exemplo, considerando o alfabeto A = {a, b}, pode escrever-se:

Bl a<a+b,masa+b<a,peloque a#a+ b;

BA a+b<(a+b)" <(a+ b)* e consequentemente a+ b<(a+ b)*
(porqué?);

H (a+ b)*aa(a+ b)* <(a+ b)*a(a+ b)* (porqué?);

A (a+b)*<(a+b)(a+b) +¢

H (a+b)(a+b)" +e<(a+b);

A (a+b)=(a+b)a+b)*+¢

Adiante, por norma, dadas expressoes regulares r,s € ER(A), a
notacéo r = s significara que r é equivalente a s, ou seja, £(r) = L(S)
(e nao que as palavras r e s, sobre o alfabeto AU {0, ¢, (,), +,-, *},
sao sequéncias de letras de iguais).
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Relagoes < e = em expressoes regulares

Proposigao

Sejam r, s e t expressodes regulares sobre um alfabeto A. Entao,

M) (r+s)+t=r+(s+1); ) r+0=0+r=r;
(i) r+s=s+r, GV r+r=r;

v) r) = 0r = 0; (Vi) re=er=r;

(vii) (rs)t = r(st); (viii) r(s +t) = rs+rt;
(ix) (r + s)t = rt + st; X)0* =¢* =¢;

) rr=rrr=(r)=(+r)=rt+e; (xii)rt=r*=rer;

(xiii) (r+9)* = (r*+sM* = (r*s*)* = (r*s)*r*; (xiv) r(sr)* = (rs)*r;

(xv) (rs)* = (r + s)*s + 0; (xvi) (rs*)* = r(r + s)*+e.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Equacoes lineares sobre expressoes regulares

Definicao

Uma equagao linear a direita sobre expressdes regulares é uma
equagao do tipo
X=rX+s

na qual r, s € ER(A) sao expressoes regulares e X é dita a
(expressao regular) indeterminada ou incognita.

Habitualmente, usaremos X, Y, Xj, ... para representar expressoes
regulares indeterminadas

Exemplos, de tais equacdes lineares séo:

X =aX+a
Y =(a+ b)Y+ (a+e)
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Equacoes lineares sobre expressoes regulares

Definigcao

Diz-se que uma expressao regular t € ER(A) é uma solucdo da
equacao X =rX +squandot=rt+s.

Por exemplo, uma solugao da equagao

X=aX+a
¢ a",dadoque setem a" =aa' + a, umavez que:
L(a")=1{a":neN} ={a":n>2}u{a} = L(aa")uL(a) = L(aa" +a).

(a+ b)* éuma solugdo da equacao Y = (a+b*)Y +(a+e).
(Porqué?)
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Equacoes lineares sobre expressoes regulares

E possivel que uma equacao linear & direita tenha varias solugdes.
Por exemplo, a equacao

X=eX+a+b

tem como solugéo a + b (pois: L(a+b) = {a, b} = L(e(a+b) +a+Db)),
bem como a+b +e¢ (pois: L(a+b+e)={a,b,e}=L(e(a+b+e)+a+Db)).
De facto, toda a expressao regular r tal que £(r) © {a, b} é solugao
desta equacao (porqué?). Na verdade, esta condigao € necessaria
para r ser solucao desta equagao (porqué?) e, por esta razao, a + b
dir-se-a solucao minima desta equacao:

Diz-se que uma expressao regular t € ER(A) é uma solu¢cdo minima
da equagao X = rX + s quando:

Kl t é uma solucao da equagao ; e,

A para toda a solugéo t’ desta equacgéo, t < t'.
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Proposicao

Sejam r, s € ER(A).
(a) Se t,t' € ER(A) sao solugdes minimas da equagao X = rX + s,
entao t =t'.
(b) r*s é a solugao minima da equagao X = rX + s.
(c) Se e ¢ L(r), entdo r*s é a Unica solugdo de X = rX + s.

Por exemplo, a solu¢gdo minima da equacgao

X=(a+b)X+e
é (a+ b)*, por (b). Dado que ¢ ¢ L(a-+ b), entao, por (c), (a+ b)* é a
Unica solugao desta equacao.

Demonstracao da Proposicao: Provaremos apenas (a) € (b).

(a) Suponhamos que t, t' € ER(A) sao solugdes minimas da equagao
X =rX+s. Entao, t < t, pois t € solugao minima, e t' < t, pois t' é
solugao minima. Logo, t =t
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(b) (i) Tem-se: r(r*s)+ s = (rr*)s+ s = (rr* + ¢)s = r*s. Portanto, r*s
ésolucaode X =rX + s.

(ii) Seja t € ER(A) outra solugdo de X = rX + s. Entéo, t =rt+s, 0
que significa que

L(t) = L(r)L(t) U L(s). (1)
Logo, £(r)L(t) C L(t). Daqui decorre que

L(r)?L(t) € L(r)L(t) C L(t)

e, indutivamente, tem-se L(r)"L(t) C L(t), para todo o n € Np.
Portanto, £(r)*L(t) = L(t). Usando a igualdade (1), deduz-se:

L(t) = L(r)"(L(r)L(t) U L(S)) = L(r)*L(r)L(t) U L(r)*L(S).
Conclui-se, entado, que L(r)*L(s) C L(t), donde r*s < t. Portanto, r*s

€ solucao minima da equagao X = rX + s, que, por (a), € Unica.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Sistemas de equacoes lineares sobre expressoes regulares
Definigcao

Um sistema de equagoes lineares a direita sobre expressoes
regulares é um sistema da forma

X1 =nr1 X1 +r2Xo+ -+ ripXn + St

Xo =11 Xy + 12 Xo + -+ r2pXp + S2

Xf-l =Im X1 + m2Xo + -« + IanXn + Sp
onde rj, s; € ER(A) paratodos os /,j € {1,...,n} e Xy, Xz,..., X, s@o
chamadas as indeterminadas ou incognitas.
Diz-se que:
® (t,t,...,t) € ER(A)" € uma solucao do sistema quando, para
cadaie€ {1,...,n}, ti = ritty + ripla + - - - + ripty + S;;

® uma solugao (t,t,...,t,) € ER(A)" do sistema € uma solugao
minima quando, para toda a solugéo (t, 1, ..., t;) do sistema,
i<t paratodooic{1,...,n}.
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1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Sistemas de equacoes lineares sobre expressoes regulares
Proposicao

(a) Um sistema de equacgodes lineares a direita sobre expressoes
regulares, num dado alfabeto, tem uma Unica solugao minima.

(b) Se e ¢ L(rj), para cada coeficiente r; do sistema, entéo o sistema
tem uma unica solugao.

Observacao

Para determinar a solugao minima de um sistema pode usar-se:
® 0 “método de substituicao” e
® a solugcao minima das equagdes da forma X = rX + s.
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Consideremos, por exemplo, o sistema
Xi=bXi+aXo+0
Xo =aX; +bXo +¢
e determinemos a sua solugdo minima. Pode deduzir-se, sucessivamente:
Xi=bX; +aXo+ 10 - X; = b*aXo
Xo=aXi+bXo+e¢ Xo =aXy +bXo+¢
1= b*aX2
> =ab*aXo +bXo + ¢
/
2
1
2

= b*an
=(ab*a+b)Xo+e¢

= b*a(ab*a+ b)*

= (ab*a+ b)*

X
X
X
X
- X
X

“ |
A solugao minima do sistema é, portanto:

(b*a(ab*a+ b)*, (ab*a+ b)*).

Departamento de Matematica Automatos e Linguagens Formais 2022/2023 42/43



1. Linguagens Formais e Expressoes Regulares Sistemas de equacoes lineares sobre expressoes regulares

Observacao

Os sistemas de equacgdes lineares podem ser usados para determinar
uma expressao regular que represente uma dada linguagem (regular).

Por exemplo, para A = {a, b}, sendo
Li={uec A" : |ulgéimpar} e L,={uecA": |ulzépar}
sdo vélidas as igualdades Ly = bLy U aly e L, = aly U bLy U {¢}.
Ou seja, (L4, L) é a tnica solugao do sistema
Xi=bXyuaXo U
Xo = aXyubXo U {e}
gue convertido em sistema de equagoes lineares é precisamente o

sistema do exemplo anterior. Portanto, considerando a solu¢ao
minima desse sistema, deduz-se que

rn=>balab*a+ b)" e rn=(ab*a+ b)"
sao expressoes regulares que representam Ly e Lo, respetivamente.
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