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Definicdes basicas

Definicdes elementares

e Chama-se a um conjunto finito e nao vazio.

e Os elementos do alfabeto designam-se

e Uma sobre um alfabeto A é uma sequéncia finita, possivelmente
vazia, de letras.

e A sequéncia vazia designa-se e representa-se por
EXEMPLO 1

e Se o alfabeto é A = {a, b, c}, entdo a, b e csdo letras e ¢, a, b, ba, aa, aabcaa sdo exemplos de
palavras sobre A.

e Seoalfabeto é A= {0,1},entdo 0 e 1sdoletrase e, 1,0, 11,0101, 0001 s@o exemplos de palavras

sobre A.

Nota: duas palavras sobre um alfabeto A sdo iguais se as sequéncias de letras
sao iguais.
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Definicdes basicas

Chama-se X auma colecgao de regras que
permite descrever X, indicando um processo de construir os seus elementos.
As regras podem ser de varios tipos:

-} , que indicam que certos objectos pertencem ao
conjunto;

° , que permitem construir elementos de X a partir de
outros elementos de X ja conhecidos;

) , regra unica em cada defini¢ao, que estabelece que os
elementos de X sdo os construidos a partir da utilizagao das regras
basicas e das indutivas um nimero finito de vezes.

— Se51,...,5 €X entdo se X
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Definicdes basicas

O conjunto de todas as palavras sobre A representa-se por A” e o conjunto de
todas as palavras nao vazias € A" (= A* \ {e}).

Defini¢cao indutiva de A*

Dado um alfabeto A,
Q ccA,
Q@ seucA*eac A entaouac A*.

Definigao indutiva de A"

Dado um alfabeto A,
@ paracadaac A ac AT,
Q sceucAteac Aentiouac AT,
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Definicdes basicas

Seja A um alfabeto. Em A* (A") define-se a operagao como
sendo a operagao - que a palavras e , com

m, n € Ny, associa a palavra .
Nota: Entende-sequese m=0(n=0),entdfou=ceu-v=v(v=eceu-Vv = u,resp.).

Proposigcao

Se A é um alfabeto, entdo a concatenagdo em A* goza das seguintes pro-
priedades:

@ éassociativa: u- (v-w) = (u-v)-w, parau, v, w € A%;
@ admite elemento neutro que é ¢:
u-e=¢e-u= u, para qualquer u € A%;
@ é vélida a lei do corte a direita e a esquerda: dadas palavras
u,v,we A",
u-v=u-w=v=w (leidocorte a esquerda)
v-u=w-u=v=w (leido corte a direita).
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Definicdes basicas

NOTAS:
e A operagao de concatenagao de palavras é também designada por produto e
representada por -, que vulgarmente se omite.

e Como a operagdo concatenagao é associativa, a estrutura algébrica (A*,-) é
um semigrupo, nomeadamente, € o semigrupo livre gerado por A.

e Como a palavra vazia € € um elemento neutro em A*, conclui-se que a estru-
tura (A*,-) é um mondide, nomeadamente, é o mondide livre gerado por A.

e Notar que a concatenagao nao € comutativa:
se A={a, b}, u=aae v = bb, entdao uv # vu.
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Definicdes basicas

Teorema da Recursao Estrutural

Considere-se uma definicao indutiva determinista de um conjunto X. Entdo
existe e é Unica a fungéo f : X — Y tal que:

@ para cada regra bésica da forma ‘s € X’, existe um valor ys € Y e
f(s) = s
@ npara cada regra indutiva da forma ‘se s1,... s, € X, entdo s € X',

existe um valor ys € Y, calculado de forma explicita a partir dos
valores f(s1), ..., f(sn), € f(S) = ys.

A definicao de uma fungado por aplicagao do teorema anterior diz-se uma
definicao recursiva da fungao.
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Definicdes basicas
Falaremos do de uma palavra u de A* como sendo o comprimento
da sequéncia de letras u. Tal nimero representa-se por

Definicao recursiva do comprimento de uma palavra

O de uma palavra u € A* é a imagem de u pela funcéo | | :
A* — Np definida por:

@ c[=0;

Q = |w|+ 1, paraquaisquer w € A" eac A.

Falaremos também do nimero de ocorréncias de uma letra a numa palavra u de
A*, valor que se representa por

Definigao recursiva do nimero de ocorréncias de uma letra

Se A é um alfabeto e a € A, o nimero de ocorréncias de aem u € A* é a
imagem de u pela fungdo | |5 : A® — Ny definida por:

Q =0;

[ |wla+1 sex=a . .
Q _{ Wl sex£a’ para quaisquer w € A* e x € A.
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Definicdes basicas

EXEMPLO 2

Sejam A= {0,1} e u = 001110101011.

o u| = [00111010101| 4+ 1 = [0011101010] + 1 +1 = ... =12,
o |ulo = [00111010101o = |0011101010|p = [001110101[g + 1= ... = 5.
o |uly = 00111010101y 4+ 1 = |0011101010|s + 1 4+ 1 = [001110101|s +1+1=... = 7.

Proposigao

Sejam A um alfabeto e u, v € A*. Entao,
o |uv| = |u] +|v],
@ |uv|a = |u|a+ |V]a, para qualquer a € A,

° ‘U‘ = ZaeA |U|a.
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Definicdes basicas

Sejam A um alfabeto e u, v € A*. Entao diz-se que:
@ uéum de v se existem x, y € A tais que v = xuy;
@ uéum de v se existe y € A* tais que v = uy;
@ uéum de v se existe x € A" tais que v = xu;
@ uéum de vse uéumfatorde ve u#v.
EXEMPLO 3

Sejam A= {0,1} e u = 001110101011.
¢ 0011,0111010 e 101011 sao fatores (proprios) de u.

e 1010 é um fator de u que tem varias ocorréncias identificadas a vermelho:
001110101011, 001110101011.

e 0011, 00 e 00111 sao prefixos de ue 011, 11 e 1 sdo sufixos de u.

Quantos prefixos se podem identificar em u? E quantos sufixos?
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Definicdes basicas

Definicao
Sejaue A*. A de u, que se representa por v, € a sequéncia
das letras que ocorrem em u por ordem inversa e que se define recursiva-
mente por:

Q< =c¢

@ (wa)' = aw', para quaisquer w € A* e ac A.

Proposigao

Sejam A um alfabeto e u, v € A*. Entao,
@ (uv)' = v,
o (U =u.

EXEMPLO 4
Sejam A = {0,1} e u = 001110101011 (= 001110 - 1010 - 11). Entdo,

o u' =110101011100.
o u' = (11)" . (1010)" - (001110)" = (11) - (0101) - (011100) = 110101011100.
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Definicdes basicas

Sejam u € A* e n € N. Representa-se por u" a concatenagéo de n copias de u.
A expressao u° representa a palavra vazia.

Definicao recursiva de poténcia de uma palavra

Sejam A é um alfabeto, u € A* e n € Ny. Define- se a
de u como sendo a palavra de A*, representada por v", que se define
recursivamente por:

Q L =¢
Q u=u

Sejam A é um alfabeto, a € A, u € A* e m, n € Ny. Entao,

@ ymtn — umun,
Py (un)m _ unm,

@ |u"|=nx|ul,

@ |U"|a=nx|ula.
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Definicdes basicas

Definicao

Seja A um alfabeto. Um qualquer subconjunto de A* designa-se

Designa-se uma linguagem que € um conjunto finito.

EXEMPLOS 5
@ o, Ae {u]| |u| = n € N} sdo linguagens finitas;
@ A" e A* sdo linguagens numeraveis;
@ L ={a"b" | n € N} é uma linguagem numeravel, sendo que {a, b} C A;
@ L ={ue A" |001nao é fator de u}, sendo A = {0, 1}, é uma linguagem numeravel.

O conjunto de todas as linguagens é P(A*), que vulgarmente se representa por
, € que é um conjunto infinito ndo numeravel.
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Operacées sobre linguagens

As operagoes sobre linguagens sao:
@ a s L ={u|uelivue L},
@ a D Linke={ulueliAnue L},
@0 L\ ={u|luelinué¥Ll},
para quaisquer linguagens L; e L, sobre um alfabeto A.

Sendo L C A", define-se L = A"\ L que se designa apenas

Definicao

Define-se das linguagens L e L, sobre um alfabeto A por:

L1L2:{UV|U€L1/\V€L2}

Para L uma linguagem e u € A*, por simplicidade escreve-se:
={ulL={uv|vel} e =L{u} ={w|vel}
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Operacées sobre linguagens

EXEMPLO 6
Seja A = {x, y, z}. Entao,
e A™\ A%yx é o conjunto das palavras que ndo tém sufixo yx;

e XxzA*xy é o conjunto das palavras que tém como prefixo xz e como sufixo xy e xzZA*xy = xzA* N
A*xy;

e XxyA™ U A*yx é o conjunto das palavras que tém como prefixo xy ou como sufixo yx;
o xyA'yx # xyA® N A*yx, porque, xyx € xyA* N A*yx mas xyx & xyA* yx;
e A*xyA* é o conjunto das palavras que tém como fator xy;
e xy(A*y U A*yyA*) = xyA*y U xyA* yyA* é o conjunto das palavras que tém prefixo xy e,
- de comprimento maior ou igual a 3 e sufixo y ou
- comprimento maior ou igual a 4 e pelo menos um fator yy mas xy e yy nao se sobrepdem;

o OA'XYA* ={uv|u€E T AVEAXAT} =2.
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Operacées sobre linguagens

Propriedades das operacoes

@ A uniao de linguagens é associativa e comutativa.
A intersecao de linguagens é associativa e comutativa.
O produto de linguagens é associativo.

°
)
@ O produto de linguagens é distributivo em relagao a uniao.
@ O elemento neutro do produto é a linguagem {e}.

)

O elemento absorvente do produto é a linguagem .

Notar que o produto de linguagens nao é comutativo.

EXEMPLO 7

SejaA= {x,y,z}. Se Ly = yA* e L, = A"y, entdo

e LiL, = yA*y éalinguagem das palavras de comprimento maior ou igual a 2 em que y € um prefixo
e um sufixo;

e LoLy = A"yyA* é alinguagem das palavras de comprimento maior ou igual a 2 em que yy € um
fator.

Em particular, xyyx € LoLy mas xyyx &€ LiLy , e yxzxy € LiL, mas yxzxy & LoL,.
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Operacées sobre linguagens

Sejam K e L linguagens sobre um alfabeto A. Definem-se as operagoes:
) (n € Np) da linguagem L:
(i) L ={e},
(i) 1" = L""'L, para qualquer n > 1.
] da linguagem L:
:UneNOL":{w <+~ Un| N€ENo, U,...,Un € L}.
o da linguagem L:
:UneNL”:{w ~eeUp|NEN, u,...,up € L}
o de L por K:
={ue A" |KunL+# gz}
) de L por K:
={ue A" |uKNL+#a}.
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Operacées sobre linguagens

Seja L uma linguagem. Entao, as operagoes de fecho positivo e de fecho de
Kleene gozam das seguintes propriedades:

0 0" ={e}, 0" =2, {e}" = {e} = {e};
e L=L"CLtCL"

@ ccltseesbsec el

@ LT =LL*=L"L
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Operacées sobre linguagens

Sejam L, Ly e L, linguagens sobre um alfabeto A, a€ Ae u, v € A*. Entao,
Q v (Lulk)=u"Luu Ly
Q uv'Link)=u"Linu 'Ly
Q v '(L\L)=u"L\u"L;

—1
4 [ (@ 'L see & Ly
Q a'(lilz) = { (a'L)ua 'l seecly’

Q a'l*=(a'l)L
Q (w) 'L=v'(u'L).
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Expressoes regulares

Definicao indutiva de expressao regular

Se A é um alfabeto, uma sobre A é uma palavra da lin-
guagem sobre o alfabeto AU {2, ¢, (,), +, -, } definida por:

@ os simbolos @ e = sdo elementos de ER(A);
@ para qualquer a € A, a € ER(A);

@ se e, e € ER(A), entdo € ER(A);
Q se e, & € ER(A), entao € ER(A);

@ se e c ER(A), entdo € ER(A).

Notas:
e 0 simbolo + pode ser substituido pelo simbolo U;
e 0 simbolo - é usualmente omitido;

e por vezes omitem-se os paréntesis, considerando que na construgao da ex-
pressao a introdugéo de * tem prioridade em relagdo a -, que por sua vez tem
prioridade em relacéo a +, por exemplo, e1e; + e3 = ((e1 - (&3)) + €3).
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Expressoes regulares

A cada expressao regular sobre AU {@,¢,(,),+,-,” } associa-se uma lin-
guagem sobre A:

L : ER(A) — L(A)
g — O
e +— {e}
a — {a} para qualquer & € A
(e1+e) — L(e1)UL(e2) paraquaisquer €1, € ER(A)
(e1-€) — L(er1)L(e2) para quaisquer €1, €2 € ER(A)
(") — L(e)" para qualquer € € ER(A)

Definicao

Uma linguagem sobre um alfabeto A diz-se uma se ela
pertence a imagem da fungao L.

O conjunto das linguagens regulares sobre A representa-se por
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Expressoes regulares

EXEMPLOS 8
Seja A = {a, b, ¢, d} um alfabeto.

@ (((a*)-a)-(b-b-c))éuma expressido regular que, abreviadamente, se pode representar
por a*ab®c ou por a* b?c.

@ ((((@a-b)*-c)+ (27)) - ((b-b)*)) é uma expressao regular que, abreviadamente, se pode
representar por ((ab)*c + @*)(b?)*.

@ Alinguagem associada & expressédo atb?c é
£(abPec) = £(@a)L?)c(c) = {a" | k e N}{b*}{c} = {db’c | k € N}.

@ Alinguagem associada a expresséo ((ab)*c + @*)(bb)* é

L(((ab)*c + 2*)(bb)*) = L(((ab)*c + 2*)) L((bb)*)
(L((ab)*c) U L(=2™)) L((bb)")
({ab}*{c} u &™) {p*}"
= ({(ab)* | k € No}{c} U {e}) {b* | k € No}
= ({(ab)fc| k € No} U {e}) {b* | k € No}

{(ab)¥ cb? | k, k' € No} U {b?* | k € No}.
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Expressoes regulares

Alternativamente, pode definir-se Reg(A) indutivamente por:

o € Reg(A);
@ para qualquer a € A, € Reg(A);
© se Ly, L, € Reg(A), entdo € Reg(A);

©Q se Ly, L, € Reg(A), entdo € Reg(A);
@ se L cReg(A), entdo L* € Reg(A).

Definicao

Sejam eq, e; € ER(A). Diz-se que:
° se L(e1) = L(e2);
o se L(e1) C L(e2).

Destas definigoes resulta um lista de igualdades validas entre expressoes
regulares.
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Expressoes regulares

Sejam A um alfabeto e r, s, t € Reg(A). Entao,

L. (r+s)+t=r+(s+1); 2. r+@=0+r=r;

3. r+8s=s8+r; 4. r+r=r;

5. ro =or =g, 6. re=cr=r;

7. (rs)t = r(st); 8. r(s+t)=rs+rt;

9. (r+s)t=rt+ st; 10. g* =¢&* =¢;

Il rr=rrr=()=E+rN"=mr+e¢; 12. rr* =rr,

13. r+9* = ("+89)" = (r"s*) = (r"s)"r*; 14. r(sr)* = (rs)*r;

15. (r*s)" = (r+98)*s+c¢; 16. (rs*)* =r(r+ s)* +e.

Notas:
@ podem omitir-se os paréntesis usando as propriedades 1. e 7.;
@ paraec ER(A), neN, e°=c e e"=ee" ';
@ parae € ER(A), e =ee* =¢e*e.
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EXEMPLOS 8
Seja A = {ai, ..., ap} um alfabeto.

@ Alinguagem A é regular, porque

A={ai}U---U{an} =L(a)U---UL(an) = L(as + - - - + an).

@ Alinguagem A* é regular, porque

A" = ({a1}u---u{ap )" = (L(a1)U- - -UL(an))" = L(a1+ - -+an)” = L((a1+- - -+an)").

@ Seu=ag,... aj, € A", entdo {u} é uma linguagem regular, porque, se k = 0, {e} = L(¢)

e, sek>1,
{U} = {al1 } T {afk} = [’(aﬁ ) T ‘C(afk) = [’(aﬁ o ‘a/‘k)'
@ Qualquer linguagem finita L = {u1, ..., u,} (r € N) é uma linguagem regular, porque
L=A{u,...,u}={wn}U---U{u}t=LW)U---ULWU)= LU + -+ ).
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Equacdes lineares

Uma sobre expressoes regulares € uma
equacao do tipo
X=rX+s
na qual r, s € ER(A) sao expressoes regulares e X é a incégnita.
Diz-se que:
@ uma expressao regular t € ER(A) é uma da equagao se
t=rt+s;
@ uma expressao regular t € ER(A) é uma da
equacao se t € uma solugéo e t < t’ para toda a solugéo t' da
equagao.
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Equacdes lineares

Proposigao

Sejam r,s € ER(A) e X = rX + s uma equagao linear a direita sobre ex-
pressodes regulares.

@ X = rX + s admite uma Unica solugdo minima.
© r*sé asolugdo minima de X = rX + s.
© Sec ¢ L(r), entdo r*s é a Gnica solugdo de X = rX + s.

DEMONSTRACAO de 1. e 2.
1.Set,t' € ER(A) séo solugdes minimas de X = rX + s, entdo, t < t'et’ <t Logot=1t".

2. Verifica-se que r*s é uma solugéo de X = rX + s, porque
r(r's)+s=(r")s+s= (" +e)s=r"s.
Seja t € ER(A) outra solugdo de X = rX + s. Entao t = rt + s, o que significa que

L(t) = L(r)L(t) U L(S). (1)
Logo £(r)L(t) C L(t). Consequentemente,

L(r)PL(t) = L(NL(r)L(t) S L(L(t) € L(1)

e, por recorréncia, £(r)"L(t) C L(t) paratodo o n € Ny. Assim, L£(r)*L(t) = L(t).
Usando a igualdade (1) deduz-se

L(t) = L(r)"L(t) =@y L) (L(NL() U L(s)) = L(r)"L(r)L(t) U L(r)" L(s).

Conclui-se entao que L(r)* L(s) C L(t), donde r*s < t, como queriamos provar.
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Equacdes lineares

Definicao
Um sobre expressoes regulares é um
sistema de equagdes da forma

Xi = rmXi +rn2Xo 4 - 4 rinXn + S
Xo = 1 Xy + roXo + - - + rnXp + S2

Xn. =ImXy + rmeXo+ -+ ranXn + Sn
onde rj,si € ER(A) para todos os i,j € {1,...,n} e Xi,Xz,..., X, s@o as
incognitas. Diz-se que:
@ (t,b,...,t) € ER(A)” éuma do sistema se, para cada
ie{l,...,n},
i =it + liplo + - - + lintn + Si;

@ uma solugéo (4, b, ..., t) € ER(A)" do sistema é uma
se, para toda a solugdo (1, &3, . . . , t) do sistema,

ti <t/ paratodooie {1,...,n}.
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Equacdes lineares

Proposigao

@ Um sistema de equacoes lineares a direita sobre expressoes regulares
num alfabeto A tem uma Unica solugao minima.

@ Se e ¢ L(r;), para cada coeficiente r; do sistema, entdo o sistema tem
uma unica solugao.

Para determinar a solugdo minima de um sistema pode usar-se:
@ 0 “método de substituicdo” e
@ a solugdo minima das equagdes da forma X = rX + s.
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Equacdes lineares

EXEMPLO 9

Calcule a solugédo solugdo minima do sistema:

Xi=bXy+aXo+ @
Xo = aX; +bXo + ¢

Pode-se deduzir sucessivamente

Xy = bXy +aXo + @ o Xi = b*aX

Xo = aX; +bXo + ¢ Xo = aX; +bXo + ¢
Xi =b*aX2
Xo = ab*aXo + bXo + €

X1 = b*an
Xo = (ab*a+b)Xe + ¢

X1 = b*a(ab*a+ b)*
X, = (ab*a+ b)*e

$
— S

Entdo a solugdo minima do sistema é

(b*a(ab™a+ b)*, (ab"a+ b)").
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Equacdes lineares

Os sistemas de equacdes lineares podem ser usados para determinar uma
expressao regular que represente uma dada linguagem regular.

EXEMPLO 10
Sejam A= {a,b}, Li={we A" | |w|géimpar} e L,={we A" | |w|zépar}.
Entao sao validas as igualdades
Ly=blyual, e Lp,=alyuUbly,U{e}.
Ou seja, (L1, Lp) é solugao do sistema
Xy =bX;uaXs Ug
{ Xo = aX; UbXa U {e}

que convertido em sistema de equacdes lineares é precisamente o sistema do EXEMPLO 9.
Assim, a solugdo minima desse sistema

t =b"a(ab*a+b)* e b= (ab"a+b)"

determina as expressoes regulares que representam as linguagens Ly e Lp, respetivamente.
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