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Exercicios Folha 1
1 Linguagens Formais e Expressoes Regulares

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Seja A = {a,b}. Determine o nimero de palavras sobre A tais que:

a) o comprimento é 3;
b) o comprimento é no maximo 3;

¢) o comprimento nao excede um dado nimero natural m.
Responda ao exercicio anterior assumindo que A é um alfabeto com n letras.
Seja A = {a,b}. Para cada um dos seguintes conjuntos de palavras, dé exemplos de

elementos e apresente uma sua caracterizacao alternativa.

a) {ue A*: |ul e N}

b) {ue A" |ul = [ula}

c) {uec A* :u=1u?}

d) {ue A*: |ul, + |ulp < 10}

Sejam A um alfabeto, z,y,z € A* e a € A. Prove por indugao em palavras que:
a) r.e=2x =eux;
b) |z-yla = [zla + [yla;
c) z.(y.2) = (zv.y).z .
Sejam A um alfabeto e z,y, z € A*. Prove por indugdo no comprimento de palavras que:
a) ry=z.z=y=z

b) yr=zx=y=z

Sejam A um alfabeto, u € A* e n,m € Ny. Prove que:
a) [u"| = nlul;
b) u".u™ = u"tm,

c) (u")™ = u"xm,

Sejam A um alfabeto e x,y € A*. Prove que:
a) |2'| = |al;
b) (a!)! =

c) (z.y)l =yl .2l

Sejam A um alfabeto e x € A*. Prove que, para qualquer fator y de x, existe um prefixo
w de x e existe um sufixo z de x tais que x = w.y.z .
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1.9 Considere o alfabeto A = {a,b} e a condi¢ao P(x), sobre palavras em A, dada por:
|z]|q > |x|p = Fu,v € A" 1 & = uav A |u|q = |ulp.

a) Verifique que P(z) é verdadeira para x € {baaab, baaa,baa,aab}.

b) Mostre que P(z) é verdadeira, para todo x € A*, usando indugdo no comprimento
de palavras.

1.10 Seja A = {a,b}. Dé uma caracterizagdo indutiva de cada uma das seguintes linguagens
sobre A.
a) {a":n €Ny}
b) AT
c) {u e A*:bb é sufixo de u}
d) {a"b™:n,m e NAn>m}

1.11 Cada uma das alineas seguintes define indutivamente uma linguagem L sobre A = {a, b}.
Apresente uma caracterizagao nao indutiva de cada uma destas linguagens.

a) l.aelL 2.zel=brecl 3. ze€l=azbel
b) l.aelL 2 zelL=brel 3. z€lL=2bel 4 zx€L=zacl

c)l.ael 2.bel 3. x€LlLeyelL=xayelL 4. xc€leyelL=zbyecl

1.12 Sejam A = {a,b} e L a linguagem sobre A definida indutivamente pelas regras que se
seguem.

l.ael 2.x€eL=xacl 3. xc€lL=xbcl

a) Prove que ababa € L e que baba ¢ L.

b) Enuncie o Principio de indugao para L.

c) Prove que, para qualquer x € L, existe y € A* tal que = = ay.
d) Prove que L = {ay : y € A*}.

1.13 Sejam A = {0,1} e L a linguagem sobre A definida indutivamente pelas regras que se
seguem.

l.eelL 2.rxeleyelL=0xlycl 3. xc€lLeyel=12x0yclL

a) Determine {u € L : |u| < 4}.
b) Enuncie o Principio de indugao para L.
c) Prove que, para qualquer x € L, |z| é par.

d) Apresente uma caracterizacdo de L que nao seja indutiva e prove que, de facto, a
caracterizacao apresentada corresponde a L.
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1.14 Seja A ={0,1} e sejam L; = {¢,1,01} e Ly = {¢,0,10}. Determine as seguintes lingua-
gens sobre A: Ly U Lo, L1 N Lo, Ll\LQ, Li.Lo, Lo.Lq1, 0Ly e L10Ls.

1.15 Sejam A um alfabeto e L, Ly, Ly C A*. Mostre que:
a) Se L1 Q LQ, entao LL1 g LL2 (S} LlL Q L2L;
b) pode ter-se LLy C LLy e LiL C LoL e Ly € Lo;

c) se L1 # 0, entao Ly C Ly1Ly se e s se € € Lo.

1.16 Seja A = {0,1} e seja L a linguagem sobre A dada por {12" : n € N}. Determine:
a) L% L'e L?

b) Lt e L*.

1.17 Seja A o alfabeto {0,1}. Dé exemplos de linguagens L; e Lo sobre A de tal modo que:
a) L seja uma linguagem finita e L] = A*;
b) L2 seja uma linguagem infinita e Lo # L3.

1.18 Sejam A um alfabeto e L uma linguagem sobre A. Mostre que L = L* se e s6 se sao
satisfeitas as seguintes condigoes:

i) ec L; ii) para todo u,v € L, uv € L.

1.19 Sejam A um alfabeto e L uma linguagem sobre A. Mostre que:
a) para todo n,m € Ng, L"L™ = L"t™;
b) L*L* = L*;
c) para todon € N, (L*)" = L*,

d) (L*)* = L*.

1.20 Sejam A um alfabeto e L, L1, Ly linguagens sobre A. Mostre que:
a) (LiULy)! =LiuLl;
b) (LiLy)! = LiLL;
c) para todo n € Ny, (L") = (L)

d) (L) = (L')".
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1.21 Seja A = {0,1}. Para cada uma das seguintes palavras u, sobre o alfabeto AU{0, ¢, (,), 4+, -, *},

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

indique: i) se u € ER(A) e ii) se u abrevia um elemento de ER(A) (de acordo com as
convencoes estabelecidas), indicando um elemento de ER(A) abreviado por w.

a) (1)  b) (0.) ¢ (*0) d) 0*0 e) 10> f) 01* +e+ 10"

Para cada uma das seguintes expressoes regulares r, sobre o alfabeto {a,b, c}, determine
L(r).

a) abce b) a(b+ 0c)

c) ab*c d) (a+0b)"a (com n € Np)

e) ala+b+c)t(b+c) f) (a+b+c)aala+b+c)*

Dé exemplos de palavras de “comprimento minimo”, sobre o alfabeto {0,1}, que nao
pertencam a linguagem representada por cada uma das seguintes expressoes regulares:

a) e+ (0* 4+ 1%)(0* 4+ 1*); b) 1*(01)*0*; c) 0*(100*)*1*.
Prove que cada uma das seguintes linguagens sobre o alfabeto {a,b,c} é regular.

a) O conjunto das palavras que tém, pelo menos, uma ocorréncia de b ou de c.
b) O conjunto das palavras de comprimento impar.

¢) O conjunto das palavras nas quais, pelo menos, uma das letras nao ocorre.

Sejam A um alfabeto e 7,711,719, s, 51,52 € ER(A). Prove que:

a) r<r¥ b) r<s=1r*<s%

c) rm<siers<sa=>ri+ra<s;+sy d) ri <sjpery<sy=riry < s1s9;
e) m<serg<s=r+ry<s; f) r <s*ery <s*=rirg <s*

Seja A um alfabeto e sejam 7, s € ER(A). Prove que:

a) r*=r b) = (r*)% c) (r+s)=*"+s%s)* = (r's")~

Prove que, dadas expressoes regulares r e s sobre um alfabeto A, as seguintes igualdades
nao sao necessariamente validas:

a) (r+s)" =r"+s% b) (rs)* =r*s*.

Prove que o conjunto das linguagens regulares sobre um alfabeto é fechado para as
operacoes de uniao, concatenagdo, e fecho de Kleene.

Para cada uma das seguintes equacoes lineares a direita, indique solugoes alternativas em
ER({a,b}), se possivel, e determine uma solugao minima em FR({a,b}).

a) Xi=aXi+a+e¢ b) Xo=(b+a)Xs+a*; c) Y=(ab)*Y +a+b.

Utilize sistemas de equagoes para encontrar expressoes regulares que provem que cada
uma das seguintes linguagens sobre o alfabeto {a,b, c} é regular:

a) o conjunto das palavras onde o nimero de ocorréncias de a é par;
b) o conjunto das palavras em que nao ocorre o fator abc;

¢) o conjunto das palavras nas quais o fator ab ocorre exatamente uma vez e ¢ nao
ocorre.
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2 Autématos Finitos

2.1 Considere o autémato A = ({0,1,2},{a,b},d,0,{2}) em que a func¢do transi¢do ¢ é dada
pela tabela que se segue.
sl o 1 2
{1} {12} {2}
bl 0 {1} 0

a) Represente o autémato A através de um grafo.

Q

b) Para g € {0,1,2} e u € {¢,a,b, ab, ba, aab, abb}, determine (g, u).
c) Dé exemplo de palavras u de comprimento 2 tais que:

i) u é etiqueta de caminho com origem 1 e destino 2;

ii) uba é etiqueta de caminho bem sucedido;

iii) nao ha caminhos com origem 0 e etiqueta ua;

iv) 0 aiu)Z;

v) au é aceite por A,
vi) au é rejeitada por A.
d) Mostre que:
i) Yu € {a,b}*.1 € §(0, au);
ii) Vn e N.2 € §(1,a");
e) Mostre que, para todo u € {a,b}*,n € N, a palavra aua™ é reconhecida por A.
f) Mostre que:
i) Vo € {a,b}*. 0 51 = Juc {a,b}*. v =au ;

ii) Vo € {a,b}*. 0 252 = Fu € {a,b}*,n € N.z = aua” .

g) Indique L(A) e prove a sua afirmacao.

2.2 Considere o autémato A = ({0,1,2},{a,b},d,0,{2}) em que a funcao transicdo ¢ é dada
pela tabela que se segue.
s o 1 2
a | {0} {2} {2}
b {1} {1} {2}

a) Represente o autémato A através de um grafo.

b) Indique se A é: i) determinista; ii) completo; iii) acessivel; iv) co-acessivel.
¢) Dé exemplos de palavras aceites por A e de palavras rejeitadas por A.

d) Descreva a linguagem reconhecida por A e prove a sua afirmacao.




Univ. Minho LCC/LMAT
Dep. Matemitica Autématos e Linguagens Formais 2022/2023

FExercicios Folha 6

2.3 Considere o autémato A = ({Q, {a, b}, d, i, F') representado pelo seguinte grafo.
a
OB
a
a) Explicite @, 0, i e F.

b) Dé exemplos de palavras aceites por A e de palavras rejeitadas por A.

c) Mostre que para qualquer u € {a,b}* que seja nao vazia e aceite por A, existe
v € {a,b}* tal que u = ava.
d) Descreva a linguagem reconhecida por A.

e) Classifique o autémato em relacdo a determinismo e a completude.

2.4 Seja A = {a,b}. Prove que é reconhecivel por autématos finitos a linguagem constituida
por todas as palavras em que:

a) ocorre o fator aa;
b) néao ocorre o fator aa;
c) tém um nimero impar de ocorréncias de a;

d) cada ocorréncia de a é precedida de uma ocorréncia de b.

2.5 Para cada uma das linguagens dos dois exercicios anteriores, indique um autémato deter-
minista e acessivel que a reconheca.

2.6 Considere uma maquina de venda de café que aceita moedas de 10, 20 e 50 céntimos,
custando cada café 50 céntimos e sendo as moedas depositadas sequencialmente. Quando
a quantia depositada atinge ou excede os 50 céntimos, a maquina fornece um café, mas
nao devolve troco. Construa um autémato que simule o funcionamento desta maquina.

2.7 Seja A o autémato com transigoes-€ e alfabeto {a, b}, dado pelo seguinte grafo:

a) Calcule o fecho-e de cada um dos estados de A.

b) Para cada u € {a,b}* tal que |u| < 2, indique todos os caminhos com origem 0 e
etiqueta u e diga se u é aceite por A.

c) Prove que A aceita todas as palavras da linguagem L£((ab)*).
d) Indique uma expressao regular r tal que L(A) = L(r).
e) Construa um autémato sem transicoes vazias que reconhega L(A).

2.8 Seja A = {a,b}. Prove que as linguagens associadas as seguintes expressoes regulares
sobre A sao reconheciveis por autématos com transi¢oes vazias:

a) aa + ab*; b) (aa + ab*)*; c) (aa + ab*)*bb.
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2.9 Sejam A um alfabeto, r e s expressoes regulares sobre A e A e B autématos com transicoes

2.10

2.11

2.12

vazias e alfabeto A, que reconhegam L£(r) e L(s) respectivamente. Construa autématos
com transicoes vazias para reconhecer cada uma das seguintes linguagens:

a) L(r*+ s);

b) L((rs)*).

Considere o alfabeto A = {a,b}. Para cada cada um dos autématos A considerado no
Exercicio 2.4, determine uma expressao regular r tal que L£(r) = L(A), recorrendo ao
método das equacoes lineares.

Seja A = {a,b} seja Ly a linguagem sobre A constituida pelas palavras que nao tém
prefixo aa.

a) Construa um autémato que reconhega L.

b) A partir do autémato construido na alinea anterior e recorrendo ao método das
equagoes lineares, obtenha uma expressao regular r tal que L£(r) = L.

c) Para cada expressao regular r abaixo apresentada, justifique se L(r) = Ly.

i) b*abt(a+ b)* + ¢
ii) (e+a)(e+0b)(a+b)*

iii) (e+a)(e +b(a + b)*)

Considere o alfabeto A = {a, b}, a linguagem L constituida pelas palavras que comegam
por a e considere ainda o autémato com transicoes-e¢ A = ({1,2,3}, 4,,1,{3}) onde J é
dada por:

b €

{2} 0 0
0 {3 {1}
00 {2}

Para cada uma das linguagens que se segue, indique um autémato que a reconheca e
indique uma expressao regular que lhe esteja associada

4]
1
2
3

a) L(.A) U L()

b) (L(A)Lo)"
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2.13 Considere o alfabeto A = {a,b} e os autématos deterministas completos e acessiveis que
se seguem.

Para cada um dos autématos:
a) dé exemplo de estados distintos que sejam equivalentes e dé exemplo de estados que
nao sejam equivalentes;
b) para cada k € Ny, indique o conjunto quociente para a relagdo ~y;
c¢) indique o conjunto quociente para a relagao ~;
d) construa o seu autémato quociente (para a relagao ~).
2.14 Construa autématos minimais que reconhegam cada uma das linguagens consideradas no
Exercicio 2.12.

2.15 Seja A = (Q, A, 0, qo, F') um autémato determinista, completo e acessivel. Prove que:

a) a relacdo ~ e as relagoes ~y, para cada k € Ny, sdo relagoes de equivaléncia.
b) para qualquer k € Ny, ~p11Crp.
¢) para quaisquer ¢,¢ € Q, ¢ ~ ¢’ se e s6 se para qualquer k € Ny g ~j ¢'.
2.16 Prove que se L é uma linguagem (sobre um alfabeto finito) que é infinita e reconhecivel

por autéomatos finitos, entao existem j € Ny e k € N tais que, para cada i € Ny, L contém
palavras de comprimento j + ki.

2.17 Mostre que as seguintes linguagens sobre o alfabeto A = {a, b} nao sao regulares.
a) {a"b™:n,meNygAn<m}
b) {ue€ A*:u=u'}

c) {aP : p é primo} (sugestao: utilize o exercicio anterior)
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3 Gramaticas

3.1 Seja G = ({S, B},{a,b}, S, P) a gramatica com produgoes

S — aSbL|B
B — bB|b

a) Determine os elementos de {a € {S,B,a,b}*: S 2 at.
b) Determine os elementos de {« € {a,b}* : S B ank< 3}
c) Prove que para qualquer n € N, B = b,

d) Dé exemplos de palavras que pertengam & linguagem gerada por G e de palavras que
nao pertencam a linguagem gerada por G.

e) Prove que para qualquer u € L(G), existem m,n € Ny tais que m < n e u = a™b".

f) Prove que a linguagem gerada por G é {ab" : m,n € Ng A'm < n}.

3.2 Considere o alfabeto A = {(,)} e a gramatica G = ({S}, 4, S, P), com produgoes
S — SS1(9)]e

a) Indique derivagdes da palavra (())() a partir de S que tenham comprimentos
diferentes.

b) Determine os elementos de {u € L(G) : |u| = 6}.

c) Prove que para qualquer u € L(G), [u| = |ul).

d) Justifique se L(G) = {u € A™ : |u|( = |u|)}.

e) Seja G’ = ({S}, A, S, P') a gramética com produgoes
S — (9)S]|e

Prove que L(G) = L(G").

3.3 De entre as seguintes gramaticas, indique as equivalentes.

G = ({S}’{a’ b},S, Pl) Gs = ({S},{Cb,b},s, PS)
S — aS|Salb S — aS|ab

G2 = ({S, A, B}, {a,b}, S, P») Gis= ({S,A, B}, {a,b}, S, P1)

S — AB|BA S — AB|BA
A — aladA A — aladA
aB — ab B — b
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3.4 Considere as gramaticas seguintes.

G = ({8} {a, b}, 5, 1) Gy = ({5},{a,b}, S, )
S — aS|bS|a S — aSa|bSb|e

GS = ({S7 A7 B7 C}7 {a7 b7 C}7 SJ PS)

S — ABC
A — aladA
aB — ab
bC — be

a) Para cada gramatica G acima e para cada gramatica G do exercicio anterior, diga
se G é uma gramatica independente de contexto e se G é uma gramatica linear a
esquerda ou a direita.

b) Para cada gramatica G acima, determine a linguagem gerada por G.

3.5 Para cada uma das linguagens geradas pelas gramaticas do exercicio anterior,
a) construa, se possivel, uma gramadtica regular que gere a linguagem;

b) construa, se possivel, um autémato finito que reconheca a linguagem.

3.6 Apresente gramédticas para gerar as seguintes linguagens sobre o alfabeto A = {a, b}.
a) A linguagem das palavras que tém aa como fator.
b) A linguagem das palavras que nao tém aa como fator.
c) {ue A" :|ula = |uls}
d) {ue€ A*:|ul, = 2ulp}
e) {a™b" :m,n € Ng Am < n}
f) {amb" :m,ne Ny Am < n}*
g) {a™b" :m,n € Ng Am < n}{a}*

3.7 Para cada gramética G considerada nos exercicios 3.1 a 3.4, que seja independente de
contexto:

a) se possivel, apresente derivacoes distintas de elementos de L(G);

b) construa as drvores de derivacao determinadas pelas derivagoes indicadas na alinea
anterior;

c) de entre as derivagoes indicadas na alinea a), diga se existem derivacoes essencial-
mente iguais;

d) diga se G é ambigua;

e) apresente uma graméatica equivalente a G que seja nao ambigua.
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4  Autématos de Pilha
4.1 Considere o autémato de pilha E = ({1, 2,3}, {a,b},{z,a},d,1,2,{3}) tal que

( ,b2)}, 0(2,a,b) = {(2, )},

5(1,0,b) = {(1,b0)}, 8(2,a,2) = {(2,2)},
(1,a,2) = {(2,2)}, 0(2,¢6,2) = {(3,2)},
(1,a,0) = {(2

={(2,¢)}, )  nos restantes casos,
e que reconhece palavras utilizando o critério dos estados finais.

a) Determine todas as configuragoes que podem ser computadas a partir das con-
figuragoes (1, aab, z) e (1, baa, 2).
b) Justifique se aab € L(F) e se baa € L(E).

c) Mostre que:
i) E reconhece a”, para todo n € N;
ii) E reconhece bba™, para todo n > 2.
d) Descreva a linguagem L(F) reconhecida pelo autémato.
e) Observe que, considerando o critério da pilha vazia, a linguagem reconhecida por F
¢ a linguagem vazia e indique um autémato de pilha que use o critério da pilha vazia
e reconheca a mesma linguagem que E.

4.2 A tabela de transi¢do seguinte diz respeito a um autémato de pilha com estado inicial
1, simbolo inicial da pilha z e estado final 2 (que utiliza o critério dos estados finais).
Determine a linguagem (regular) reconhecida pelo autémato.

Estado Entrada Simbolo da pilha Movimento(s)

1 a z (2,2)
1 b z (1,2)
2 a z (2,2)
2 b z (2,2)
Todas as outras combinagoes: nenhum

4.3 Indique tabelas de transicao para autématos de pilha que reconhecam cada uma das
linguagens seguintes, descrevendo sucintamente as respetivas estratégias.

a) Ly = {a"u:u € A* A |u| < n} sobre o alfabeto A = {a,b};
b) Ly = {a't/cF : 3i,j,k € N.j =i+ k} sobre o alfabeto {a, b, c}.

4.4 Considere a GIC G do exercicio 3.2, nomeadamente, G = ({S},{(,)}, S, P) com produgdes:
S — SS|(9) e

a) Construa um autémato de pilha que reconhega L(G). (Sugestao: recorde a demons-
tragao da proposigao que estabelece que a linguagem gerada por uma GIC é reco-
nhecivel por um autémato de pilha.)

b) Mostre que u = ()() é reconhecida pelo autémato indicado na alinea a).




