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1.

(a)

Construa derivagoes em DNP que provem que:

(i) (po — —w1) — =(po A p1) é um teorema;

(i) ~(po A p1) F (po — —p1).

(i) Um teorema é uma férmula que admite derivagoes em DNP sem hipdteses por cancelar.
Uma tal derivagao de (pg — —p1) — —(po A p1) €:

) ZM EA 1)
Po Xpq Do L po /> —py
T B =1 E=
E-
1
—(po A p1) -
=(po A p1) )

(po — —p1) — —(po A p1)

(ii) E necessdrio construir uma derivac¢ao cuja conclusao seja pg — —p1 e cujo conjunto de
hipdteses por cancelar seja um subconjunto de {—(po Ap1)}. Uma derivagao nestas condig¢oes
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Seja I' um conjunto de férmulas do Célculo Proposicional. Prove que, se I' = =(pg A p1), entao
' po — —p1.

Suponhamos T' b =(pg A p1). Entao, existe uma derivacao D cuja conclusao é —(py A p1) e
cujo conjunto de hipdteses nao canceladas € um subconjunto de I'. Assim,
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€ uma derivacdo cuja conclusao € pg — —p1 e conjunto de hipdteses nao canceladas € um
subconjunto de I', o que prova I' F pg — —py.

Uma resolugao alternativa é a que se seque.
Suponhamos I' = =(po A p1). Entao, pelo Teorema da Correc¢ao, I' = —(po A p1). Para
provar I' = pg — —p1, pelo Teorema da Completude, basta provar I' = pg — —pi. Seja v
uma valoragdo arbitrdria que satisfaca I'. De T = —(po A p1), seque que v(—(po Ap1)) =1, o
que implica que v(pg) = 0 ou v(p1) = 0 e, em ambos os casos, seque que v(py — —p1) = 1.
Provamos, assim, que toda a valoracao que satisfaz I' atribui valor 1 a pg — —p1, 0 que prova
' = po — —p1, como pretendido.

2. Considere o tipo de linguagem L = ({0,s,—}, {P, <}, N) em que N(0) =0, N(s) = 1, N(—) = 2,
NP)=1leN(<)=2.

(a) Das seguintes palavras sobre Ay, apresente arvores de formagcao das que pertencem a 77, ou

Fr, e indique (sem justificar) quais as que nao pertencem a nenhum desses conjuntos.
(i) s(z1) — (22 —5(0)) (if) (z1—0) Vv P(z2)
(ifi) Joy (P(21) A Vo, (22 < 1)) (iv) Vay (P(20,0) V (s(z0) < 0))



R: As palavras das alineas (ii) e (iv) nao pertencem nem a Tr, nem a Fr,. A palavra da alinea (i)
pertence a Ty, e a da alinea (iii) pertence a Fr. As drvores de formagdo que justificam esta
afirmacdo sao as sequintes:
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(b) Indique (justificando) o conjunto das varidveis substituiveis pelo L-termo xo — s(x1) na L-
férmula V;, (P(z4) — 3o, (z0 < 22 — s(x1 — 0))).

R: Sejam t e ¢ respectivamente o termo e a férmula dados. O conjunto pedido é V\{x2, x4},
onde V € o conjunto de todas as variaveis. Por um lado, quer x2, quer x4, tém, em @, uma
ocorréncia livre no alcance do quantificador V;,. Como x1 € VAR(t), nem x2, nem x4 sao
substituiveis por t em @. Por outro lado, nenhuma outra varidvel tem ocorréncias livres em
. Portanto, qualquer outra varidvel € substituivel port em .

(c) Defina por recursao estrutural a fungao f : 7, — Ny que a cada L-termo t faz corresponder
o numero de ocorréncias da variavel xo911 em t.

R: A funcgao € definida por recursao estrutural do sequinte modo:

fx) 1 se 1= 2011
flx) = se 1 # 2011
F(0) = 0
f(s(t) = f(t) para todo t € Tr,
ft—=1) f@)+ f(t") para todo t,t' € Ty,

3. Sejam L o tipo de linguagem da pergunta anterior e E = (Z, ) a L-estrutura tal que 0 é o
nimero zero, s e — sdo as operacoes de sucessor e subtracdo em Z, respectivamente, P = 27 =
{...,—4,-2,0,2,4,...} (ou seja, P é o predicado “é par”), e < é a relacdo “menor do que”’ em Z.

(a) Seja a a atribuicao em FE tal que, para todo i € Ny, a(x;) = ¢. Calcule:
(i) (0—s(z1 —w3))[a]
(i) (P(z2) A 3, (s(z1) < 0))[a]

R: (i) O wvalor do L-termo 0 — s(x; — xg) para a atribui¢ao a € o elemento de Z, o dominio de
E, obtido pelos sequintes cdlculos recursivos:

(0 —s(z1 —s))[a] =0[a] = s(z1 — z3)[q]
=0 = 5((21 — ws)la])
=0 — s(x1[a] — zga))
=0 —5s(a(z1) — a(zs))
— 0" 5(178)
—0=5(=7)
=07 (-
=6



(i) A L-formula P(x2) A3z, (s(x1) < 0) € a conjungdo das L-formulas P(z2) e 35, (s(z1) < 0).
Tem-se portanto que

(P(22) A 3z, (s(z1) < 0)) [a] = min{P(x2)[a], (3, (s(x1) < 0))]al}.

Ora, por um lado, P(x3)[a] = 1 se e s6 se (w2)[a] € P, se e s6 se 2 € P. Como, de facto, 2 é
um elemento do conjunto P, deduz-se que P(x3)[a] = 1.

Por outro lado,

(Fay(s(x1) < 0))[a] =1 sse existe ny € Z tal que (s(z1) < O)[a<m>] =1

sse existe n1 € Z tal que s(a;l)[a<m1>] < O[a(m)]

ni

sse existe ny € Z tal que §(a:1[a(fbi)]) <0
sse existe ny € Z tal que s(ny) < 0
sse emiste ny € Z tal que n; +1 < 0.
Dado que esta dltima afirmacao € verdadeira (basta tomar, por exemplo, ny = —2), conclui-se

que (3z, (s(z1) < 0))[a] = 1.

Pode-se finalmente deduzir que
(P(z2) A 3z, (s(x1) < 0)) [a] = min{P(z2)[a], (34, (s(z1) < 0))[a]} = min{1,1} = 1.

Seja ¢ = =P (zg —x1) — ((zo < z1) V (z1 < x0)). Prove que:

(i) ¢ é valida em F;

(ii) ¢ nao é universalmente vélida.

(i) A L-formula ¢ € vdlida em E, ou seja E |= ¢, se pla|p = 1 para toda a atribui¢io a em
E. Seja a uma atribuicao qualquer em E. Tem-se

vlalp =1 sse (=P(zg—z1))[a ] =0 ou ((xg < 1) V (1 < 20))[a] =1
sse P(xg—x1)[al =1 ou (zg < z1)]a] =1 ou (1 < xo)[a] =1

sse (xg — x1)[al 65 ou xg[ | < x1a] ou x1[a] < xolal

1) P

sse a(xg) — a(z u a(zg) < a(x1) ou a(xy) < a(xzo).

Suponhamos que a(xg) — a(x1) € P. Entdo a(xg) — a(x1) # 0, donde a(xg) # a(x1). Daqui
resulta que a(xo) < a(x1) ou a(xy) < a(zg) e, portanto, plalp = 1. Como a é uma atribuicao
arbitrdria em E conclui-se assim que ¢ € vdlida em E.

(ii) Seja E' = (Z,”) a L-estrutura em tudo idéntica a E salvo em < que € definida como
sendo a relagao de igualdade em Z. Seja a a atribuicao da alinea (a).

Tem-se (=P(xg — x1))[a] = 1. De facto (vo — x1)[a] = —1 ¢ P, donde P(zo — z1)[a] = 0.
Verifiquemos, por outro lado, que ((zg < x1) V (21 < x¢))[a] = 0. De facto, tem-se

((xo < 1) V (21 < p))[a] =0 sse (xg < z1)[a] =0 e (z1 < zo)[a] =0
zola], z1]a]) & < e (z1a], mola]) & <
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afirmagao esta que €, evidentemente, vdlida. Logo ¢[alp = 0 e, portanto, a L-férmula ¢ nao
€ vdlida na L-estrutura E’', donde nao € universalmente vdlida.



(c)
R:

(d)

()

R:

Indique (justificando) uma L-férmula universalmente vélida.

A formula ¢ = P(xz1) V =P(x1) € uma L-formula universalmente valida. Para justificar esta
afirmagao basta notar que ¥ € uma instancia da formula @ = poV —po do cdlculo proposicional
(pois v = p[P(x1)/po]) e ¢ € uma tautologia (como € ja sabido).

Para cada uma das seguintes afirmacoes, indique (sem justificar) uma L-férmula que a repre-
sente:

(i) Todo o nimero é menor do que algum nimero par.

(ii) A diferenca de quaisquer dois niimeros pares é par.
(Z) Vzoﬂxl(P(ZL‘l) VAN ($0 < ."L‘l))
(i) Vo Vay ((P(20) A P(21)) — P(z0 — 21)).

Sejam L, ¢, 9 € Fr, e x arbitrdrios. Mostre que 3,(¢ A ¥) E (Fzo A 3z).

Sejam E = (D, ™) uma L-estrutura e a uma atribui¢ao em E tais que

EFE i (end)la (%)
Queremos E F 3,0 A Jp1[a].
De (x) segue que existe d € D tal que E F ¢|a ( ) e EF ¢la ( )] Mas entdao podemos

trivialmente afirmar

(i) existe dy € D (a saber: dy = d) tal que EF ¢ a(jl)

(ii) existe do € D (a saber: do = d) tal que E F a<;>

De (i) seque E E 3yp[a] e de (ii) seqgue E E 3,¢[a]. Logo EE 0 A Fp)al.

Indique (justificando) L tipo de linguagem, ¢ e ¢ L-férmulas e z varidvel tais que

E (e A Ioth) = Fu(0 A1)

Sejam L o tipo de linguagem da questao 2, x = xg, ¢ = P(xg) e » = =P (x¢). Vamos exibir
uma L-estrutura E e uma atribuicio a em E tais que E ¥ (zo A 3z¢) — Fo(e A )[al.
Tome-se E a estrutura da questao 3 e a atribuicao arbitraria. Falta ver que:

(i) EF g ¢[al;
(ii) EE Jnotplal;
(iii) E ¥ 3y,(p A )[al.
(i) Sejam d' =2 e d' = a( ) Entdo E F p[d'] pois zo[a’] =d e d €P.

(ii) Sejam d’ =1 e d’ = a(d,,> Entdo E F [a"] pois zo[a”] = d" e d" ¢ P.

(i1i)) E E (¢ A v)|a] sse existe d € Z tal que xda(?)] c€Pe xﬂa(?)] ¢ P. Mas

d
Sejam @, € Fr, e x tais que z ¢ LIV (¢). Prove que (Vo) — ¢ < 32(p — ¢). (Sugestao:
exiba uma série de equivaléncias légicas.)

xo[a<m°>] =d e ndo se pode ter simultaneamente d € P e d ¢ P.
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1. 2. 3. 4.
3+1 | 1,5+141,5 | 2.542+1,5+1,5 | 1,5+1,5+1,5
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