Dep. Matem., Univ. Minho 15 de Junho de 2009
Resolugao do 2° Teste de
Légica EI

Lic. Eng. Informética Duracao: 2 horas

Este teste € constituido por b questoes. Justifique adequadamente cada uma das suas respostas.

1. Sejam ¢ e 1 formulas, I' e A conjuntos de férmulas do Célculo Proposicional. Mostre que:

(a) F=(pVY) = (o A);
R: Pelo Teorema da Completude, para provar que a férmula —~(p V) < (mp A —1)) é um teorema
basta provar que € uwma tautologia, ou seja, para provar = =(p V) < (—p A =) basta mostrar

E (e V) o (mp A ).

Ora esta afirmacao, de que a formula —(¢o V ¢) < (- A =) € uma tautologia, pode ser
deduzida: ou como uma consequéncia imediata da lei de De Morgan —(p V ) < (¢ A —));
ou por construgao da tabela de verdade de —(p V ) « (- A =) e verificagao de que toda a
valoracao atribui o valor de verdade 1 a esta formula.

Alternativamente, poder-se-ia provar que a férmula —(p V ¥) « (mp A =) € um teorema
construindo uma derivacao em DNP dela. A drvore sequinte € uma tal derivacdo.
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Conclui-se assim que = =(p V) < (—p A —1).

(b) seTHpVY, TE-pel CA, entao Al 1.

R: Suponhamos que T oV, T'F—p e’ CA. Del'F V1 el —p, deduzimos a existéncia
de derivagoes D1 e Dy de p V¢ e —p, respectivamente, a partir de I'. Entao
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€ uma derivagao de Y em que as hipoteses nao canceladas pertencem a I', e portanto a A pois
I' C A. Mostrou-se assim que A+ ).

Alternativamente, apresentamos uma outra resolucao que utiliza os teoremas da Correc¢ao e
da Completude. DeT'F oV e T+ =, deduzimos pelo Teorema da Correcgio que T' = @ Vb
el E —p. Com o objectivo de mostrar que A = 1, consideremos uma valoragdo v que satisfaz
A. Dado que T' C A, tem-se entio que v = T. Agora, de T = oV ) e T |E —p resulta que
v(p V) = v(-p) = 1. Logo v(p) = 0 e portanto v(v)) = 1, o que prova que A = . Entdo,
usando o Teorema da Completude, conclui-se que A+ ).

2. Considere o tipo de linguagem L = ({0,U,N,\ },{=,<},N) em que N(0) = 0, N(U) = N(N) =
N(\)=2eN(=)=N(<C)=2.
(a) Das seguintes palavras de Aj{ verifique se algumas sao L-termos ou L-féormulas e, nesses casos,
construa as respectivas arvores de formacao.
(i) ((z1Na2) U0)\ w35
(ii) 21 N (0Uz3 C 21);
(iii) (z1 Uzg) Nz = (x1 Nxg) U (x2 N x3);
(iv) Vo, ((z1 = 23) C (21 N22)).



R: (i) A palavra ((z1 Na2) U0)\ x3 é um L-termo. A sua drvore de formagao € a sequinte
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(iii) A palavra (z1 Ux2) Nas = (x1 Naxg) U (ze Nx3) € uma L-férmula atdmica. A sua drvore
de formacao € portanto

At
(zrUzo)Naxg = (z1 Nas) U (ze Nag) € F L

(ii) e (iv) As palavras x1 N (0U x5 C 1) e ¥y, (21 = x3) C (1 Nx2)) ndo sio L-termos nem
L-formulas.

(b) Cousidere a L-estrutura £ = (P(N), ) onde:

0 = é o conjunto vazio;

U =U é a uniao de conjuntos;

N =N é a interseccao de conjuntos;

\ =\ é a complementacdo de conjuntos (A\B é o complementar de B em A);

= ¢ a igualdade de conjuntos;

C =C é a inclusao de conjuntos.

Seja a a atribui¢do em E tal que a(x;) = {n € N|n > i}. Calcule:

(i) ((z1Ux2)\220)[al;
R: O walor do L-termo ((x1 Ux2)\x20) para a atribuicdo a € o elemento de P(N), dominio de
E, obtido pelos sequintes cdlculos recursivos:

(w1 Uza)\z20)[a] = (21 Ua2)[a] \ z20l]

(xl [0z2[a ) a(w20)

(a x1)Ua(z )Y (220)
= ({neN|n>1}u{neN|n>2})\{neN|n>20}
={neN|n>1}\{neN|n>20}
={neN|1l<n<20}
= {2,3,4,...,19,20).

(i) ((z1\(22 Uza)) = ((z1\22) U (21 \24)))la].

R: De forma andloga a apresentada na alinea anterior, obtém-se

(21\ (w2 Uza)la] = a(z1)\ (ale2)Ta(e))
:{nEN|n>1}\({n€N|n>2}U{n€N|n>4})
={neN|n>1}\{neN|n>2}
={2}
((x1\z2) U (z1\z4))[a] ={neN|l<n<2}U{neN|l<n<4}
={neN|l<n<4}
= {2,3,4}.
Logo, por defini¢ao de valor légico de uma L-féormula, tem-se
((z1\(z2 Uza)) = ((z1\22) U (21\24)))[a] = 1
se e sé se (x1\(r2Uzq))]a] = ((x1\z2) U (z1\z4))[a]
se e so se {2} ={2,3,4}.

Como esta ultima condi¢cdao nao é vdlida conclui-se que

(x1\ (22 Uzq)) = ((z1\22) U (21\24)))[a] = 0.



(¢) Sejam E a L-estrutura e a a atribuicdo da alinea (b), e considere o seguinte conjunto de L-
férmulas
I'={=(xa N5 Cxg), Vo, (x1 UO =z1)}.

Verifique se (F,a) é uma realizacao de T.

R: Denotemos os elementos de I' por v1 e o respectivamente. Isto €,
m="(xaNzs Cx9) € vo2=Vy (r1U0=u2).

O par (E,a) € uma realizagio de I' pois E |= y1[a] e E |= y2a], ou seja, v1[alg = velalg = 1,
como mostramos de sequida. De facto, tem-se

vilalg =1 sse (zeNas C x9)[a]p =0
sse {neN|n>2tn{neN|n>5}Z{neN|n>9}
sse {neN|n>5}Z{neN|n>9}

Yelae =1 sse Vnepny (11U0= xl)[a(ﬁl)]E =1
sse leeT(N) N UD = Nj.

Como as afirmagoes {n € N | n > 5} € {n € N|n > 9} eVyepay N1 UD = Ny sdo
verdadeiras, deduz-se que y1[alg = Y2[alg =1, o que prova que (E,a) € uma realizagdo de T'.

(d) Determine uma L-férmula logicamente equivalente & L-férmula
Vay (2(m2 = 0) A (21 € 72))
que nao use o conectivo A nem o quantificador universal.
R: Tem-se
Va, (2(z2 = 0) A (21 C 2))
< Ve, (w2 =0) V= (z1 C 2)) pelas leis de De Morgan
< =3, ((z2 =0) V-(x1 Ca2)) por uma propriedade da equivaléncia ldgica.
Portanto, a L-formula
—Tg, (w2 = 0) V (21 C 22))

estd nas condigoes pedidas jd que nao tem ocorréncias do conectivo N nem do quantificador
universal.

3. Sejam L um tipo de linguagem do Caélculo de Predicados, ¢ e ¢ L-férmulas e x uma varidvel.
Verifique quais das seguintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(a) (= ~¢) = (mpV—);

R: Mostremos que esta afirmacao € verdadeira. Seja o a formula do Cdlculo Proposicional
o= (po — —p1) — (=po V —p1).

Note-se que o € uma tautologia. Para provar este facto poder-se-ia construir a tabela de verdade
de o, ou recordar que a equivaléncia logica 61 — 02 < =01V 0y € vdlida para quaisquer formulas
01 e 05 do Cdlculo Proposicional, daqui resultando que (pg — —p1) < (—po V —p1) € uma
tautologia e portanto que o também o €.

Por outro lado, a L-formula v = (¢ — —) — (mp V —)) € uma instincia de o pois
v = ole/poiv/pil,

ou seja, v € obtida de o pela substituicao simultanea de pg por ¢ e de p1 por ¥. Pode-se agora
concluir que v é uma L-formula vdlida pois € uma instancia da tautologia o, o que prova a
afirmacgao.



(b) E Bamle V) — (~(Var))).

R:

Esta afirmacdo é verdadeira. De facto, sejam E = (D, ) uma L-estrutura e a uma atribui¢cdo
em E, arbitrarias. Queremos provar que

EE Fam(eVY)) = (=(Vat))[dl,
ou seja, que
((Fem(e V) = (=(Varp)))la] = 1.
Ora, tem-se
(Fe=(e V) = (=(Vat)))la] = 1

seesdse (Fp=(eV)a]=0 ou (=(Ve9)))[a] =1

(por def. de valor l6gico de uma L-férmula o1 — o3)
se e sé se Vaep (‘*((p\/l/)))[&(ﬁ)} =0 ou (Vu¢)[a] =0

(por def. de valor 6gico de L-férmulas 3,01 € o3 )
se e s0 se Vgep (cp\/z/})[a(fl)}zl ou Fgep w[a((f,)}:()

(por def. de valor lgico de L-fdrmulas —o1 e V09 )
se e 86 se Vaep (w[a(ﬁ)] =1 ou w[a(z)] =1) ou Fyep ¢[a(§/)] =0 (*)
(por def. de valor ldgico de L-férmulas o1 V o2 ).
Analisando a validade da afirmacao (*), dir-se-ia que:
e seVyep w[a(z)] =1 ou z/)[a(ﬁ)] =1 € verdadeira, entao a afirmagao (*) € verdadeira;

e sendo, J4ep @[a(ﬁ)] =0e w[a(g;)] =0, pelo que, em particular g —qep w[a@})] =0, ¢
entdo a afirmacao (*) € verdadeira;

Assim, em qualquer caso a afirmagao (*) é verdadeira pelo que a prova estd concluida.

4. Considere uma estrutura F cujo dominio é o conjunto R e onde estao definidas a constante 1, as
funcoes

h: RZ—R e g: R—R

e as relagoes usuais de igualdade e de menor ou igual em R.

(a)
R:

Determine o tipo de linguagem Lg adequado para esta estrutura.

Consideremos o tipo de linguagem Lo = ({1,g,h}, {=,<},N) em que N(1) = 0, N(g) = 1
N(h) =N(=) =N(L) =2.

Entao a estrutura E pode ser considerada uma Lg-estrutura E = (R,”) em que s = s para
cada stmbolo s € {1,¢g,h,=,<}.

7

Escreva uma Lo-férmula que represente a afirmacao: “a fungdo g tem um ponto de minimo
absoluto”.

A afirmacao “a funcao g tem um ponto de minimo absoluto” significa que existe um elemento
a € R tal que para todo o elemento b € R se verifica g(a) < g(b). Logo a firmagdo pode ser
representada pela sequinte Lg-formula:

320V, (9(70) < g(21)).

Verifique se E é modelo da férmula que determinou na alinea anterior.

Sim, E é um modelo da Lo-formula ¢ = 33,V (9(x0) < g(x1)). Para demonstrar esta pro-
posi¢ao, temos de provar que E = ¢la] para toda a atribui¢io a em E. Ora, sendo a uma
atribuicao em E, tem-se

E=pla] seesdse 3nerVner (9(n0) < g(m)).



Como € evidente tem-se 2 < n? + 2, ou seja, g(0) < g(n1), para todo o ny € R. Logo, basta
tomar ng = 0, para concluir que a afirmac¢ao

JnoerVn,er (9(no) < g(n1))

€ verdadeira e, portanto, que E € um modelo de .

5. Seja L um tipo de linguagem do Célculo de Predicados.

(a) Defina por recursao estrutural a funcao LIV : F, — P(V), que a cada L-férmula ¢ associa o
conjunto LIV(p) das varidveis que tém ocorréncias livres em ¢.

R: O conjunto LIV(p) das varidveis que tém ocorréncias livres em ¢ ¢é definido, por recursdao

estrutural em @, como:
i) LIV(L) =0;
i1) Para todo o simbolo de relagao R de aridade n

LIV(R(t1,. ..
iii) Para cada v € Fr,, LIV(—4)) = LIV(¢);

e para todos 0s ti,...,t, € T,

:tn)) = VAR(tl) J---u VAR(tn),

iv) Para quaisquer v,o € F, e O € {A,V,—, <}, LIV(yOc) = LIV(¢)) ULIV (o).

v) Para cada € Fr, e cada x €V,

LIV(3,¢) = LIV(¥) \ {z}

e

(b) Seja ¢ uma L-férmula e sejam aq e ag atribuigdes

LIV(Y,9) = LIV() \ {}.
o

numa L-estrutura F = (D, Prove por

indugéo estrutural sobre ¢ que, se a1(z) = az(x) para toda a varidvel = € LIV (yp), entdo

se e sb se

E = plad]

R: Mostremos entao por inducao estrutural em ¢ que, se ai(x)

x € LIV(p), entao

E |= ¢las].

az(x) para toda a varidvel

E = plai] seesdse EE las]. (1)
Suponhamos que ay e ay sao atribui¢oes numa L-estrutura E = (D,™) tais que a1(z) = az(x)
para toda a varidvel x € LIV(p).
i) Caso ¢ = L. Entio, EE pla1] e EE plas], donde a condi¢ao (1) € imediata.
it) Casop = R(ty,...,tn), onde R é um simbolo de relagao de aridaden ety,...,t, € Tp. Por

hipdtese, a1 (x) = az(x) para toda a varidvel x € LIV(p) = VAR(t1)U---UVAR(ty,). Logo,

por um resultado provado nas aulas, tem-se t1]a1] = t1[az], ..., ty[a1] = tplaz]. Agora,
E = ¢lai] sse (ti]a1],...,tpla1]) € R
sse  (tilaz),. .. tufas]) € R
se F = plaa),

o que prova a condigdo (1).

i) Caso ¢ = —p. Entdo, LIV(p) = LIV(¢)).

Suponhamos por hipdtese de indug¢ao que o

resultado € vdlido para v, pelo que E |= [a1] sse E | ¥lag]. Tem-se

E=pla] sse ER ylai]
sse  EE [as]
sse  E | plag].

por hipdtese de indugao

Caso ¢ = ¢Oo, onde O € {A,V,—,<}. Entao, LIV(¢) = LIV(¢) U LIV(0), donde
ai(x) = az(x) para toda a varidvel x € LIV(y) ULIV(o).

Suponhamos por hipdtese de

indugao que o resultado € vdlido para 1 e para o, pelo que E = ¥[aq] sse E = ¥las] e
E = ola1] sse E = olaz]. Vamos verificar que E |= (¢00)[a;1] sse E = (¢O0)|as].

e (Caso O = A. Neste caso tem-se

E = plai]

sse
sse

sse  E E plas].

E b ] ¢ B ofal]
E | dlas] ¢ B F ofas)

por hipotese de indugado



e (Caso O = V. Neste caso tem-se

E = plai] sse E Elai] ou E = olaq]
sse E = 1las] ou E = olag]  por hipdtese de indugao

sse E E plag].

e Caso O =—, tem-se

E = ¢la1] sse EH Yla1] ou E | olai]
sse EH las] ou E = olas]  por hipdtese de indugdao

sse  E = plas).

e (Caso O =<, tem-se

E = gla] sse Yla]p =ola]p
sse laslg = olas)g  por hipdtese de indugdio

sse  E | plasg].

v) Caso ¢ = Qu, onde Q € {3,V}. Entdo, LIV(¢) = LIV(Y) \ {y}, donde a1(z) = az(x)
para toda a varidvel x € LIV () \ {y}. Logo, sendo a} e afy as atribuicoes a; (g) e as (Z),

respectivamente, tem-se a}(x) = ah(x) para toda a varidvel x € LIV(¢). Suponhamos por
hipdtese de indugao que o resultado € vdlido para 1, pelo que E | ¢[a}] sse E |= ¥[ah].

FEntao
EEpla] sse Qaep E F ¢laj]
sse Qaep E | lab] por hipdtese de indugdo

sse  E = ¢las).

Das condigoes i)-v) e do Principio de Indugdo Estrutural para Fr, conclui-se o resultado pre-
tendido.

(Fim)
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