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Este teste € constituido por 6 questoes. Justifique adequadamente cada uma das suas respostas.

1. Seja X o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a,*, (,)} e seja G o conjunto gerado pela seguinte
definicao indutiva determinista sobre X.

L xEG2 reG yed
a€G za € G (rxy) € G

Seja ainda 7 : G — N a tnica fungao que satisfaz as seguintes condigoes:
o i(a) =1,
e i(za) =i(x) + 1, para todo o z € Gj
e i((x*y)) =i(z) +i(y), para todos os z,y € G.
(a) Construa a drvore de formacao do elemento v = ((aa * a)a * a) de G.

R: A drvore de formacao de u € a sequinte

aeGl 1

aa €G a€G3
(aaxa) € G

(@axa)acG > acG

((aaxa)axa) € G

(b) Indique um elemento de X que nao pertence a G.

R: Seja, por exemplo, v = aa). E claro que v € um elemento de X pois € uma sequéncia finita de
letras do alfabeto {a,*,(,)}. Por outro lado v nao pertence a G. De facto, dado que a ltima
letra de v € ) e a unica regra que tem como conclusao uma palavra que acaba por ) € a terceira,
para v pertencer a G teria que ser conclusao de alguma instancia

reG yed

veG 3

da regra 3. Ora tal € impossivel pois nesse caso a primeira letra de v teria que ser (, o que nao
acontece.

(¢) Calcule i(u).

R: Denotemos por (i.1), (i.2) e (i.3) respectivamente a primeira, a sequnda e a terceira condi¢oes
da definicao da fungdo i. Tem-se
i(u) i(((aa * a)a * a))
i((aa x a)a) +i(a) por (4.3)
i((aa*a)) + 141 por (i.1) e (i.2)
i
/(a

i(aa) +i(a) + 2 por (i.3)

= d(a)+1+1+2 por (i.1) e (i.2)
1+4 por (i.1)

= 5.



(d) Enuncie o teorema de indugdo estrutural para G.

R: O Principio de Inducao Estrutural para G pode ser enunciado da sequinte forma.
Seja P(x) uma propriedade relativa aos elementos x € G e suponhamos que:
(1) P(a) € verdadeira;
(2) para qualquer x € G, se P(x) € verdadeira, entdo P(zxa) é verdadeira;
(3) para quaisquer z,y € G, se P(z) e P(y) sdo verdadeiras, entio P((z xy)) € verdadeira.
Entao P(z) é verdadeira, para todo o x € G.
(e) Mostre que, para todo o z € G, i(z) é o nimero de ocorréncias da letra a na palavra z.

R: A prova serd feita por inducdo estrutural sobre G. Para cada x € G, denotemos por |z|, o
nidmero de ocorréncias da letra a na palavra © e seja P(x) a afirmagdo i(x) = |x|,.

(1) P(a) € a afirmagdo i(a) = |a|q. Ora, i(a) =1 por (i.1), e como é evidente |a|, = 1. Logo,
P(a) é verdadeira.

(2) Seja x € G e suponhamos, por hipdtese de indu¢ao (H.I.), que P(x) € vdlida. Ou seja,
suponhamos que se tem i(x) = |x|,. Queremos provar que P(xa) € vdlida, i.e., que se tem
i(za) = |zal,. Ora i(za) =i(x)+ 1 por (i.2), e claramente |xal, = |z|, + 1. Logo, pode-se
deduzir

i(xa) = i(x)+1
|x]e + 1 por (H.I.)

= |za|g.

Portanto P(xza) € verdadeira.

(3) Sejam xz,y € G e suponhamos, por hipdtese de inducao (H.I.), que P(x) e P(y) sdo ver-
dadeiras. Ou seja, suponhamos que se tem i(x) = |x|, e i(y) = |ylo. Queremos provar que
se verifica P((z xy)), i.e., que se tem i((z*y)) = |(x *y)|a. Ora

i((wxy)) = i(z)+i(y) por (i.3)
= |zlo + |Yla por (H.I.)
= |@*y)la-

Logo P((z xy)) € verdadeira.

Mostramos assim que as condigoes (1), (2) e (3) do Principio de Indugdo Estrutural para G
sao wvdlidas. Logo, por esse Principio, conclui-se que P(x) € verdadeira para todo o x € G, ou
seja, que i(x) € o nimero de ocorréncias da letra a na palavra x para todo o x € G.

2. Sejam ¢, 1 e o as seguintes férmulas do Calculo Proposicional:

Y=p1—p2
o =poV P2
©=po— (p1Vp2)
(a) Dé exemplo de uma forma normal disjuntiva logicamente equivalente a () A o) — .
R: Usando as propriedades da equivaléncia légica, pode-se deduzir sucessivamente
(bno) = & (PAo)Ve
=V ooV
=(=p1 Vp2) V =(po V —=p2) V =po V p1 V pa
(==p1 A =p2) V (mpo A ==p2) V =po V p1 V p2
(p1 A =p2) V (=po A p2) V =po V p1 V pa.

t o0

Logo, (p1 A—p2) V (mpo Ap2) V. —po V p1 V pe € uma forma normal disjuntiva (FND) logicamente
equivalente a (Y N o) — p.

Alternativamente, poderiamos determinar uma outra FND através da tabela de verdade da
formula (¢ A o) — ¢, que apresentamos de sequida,



po | p1 P2 |V o]yl (WAo)—o
1 1 1 1111 1
1 1 0 0111 1
1 0 1 11111 1
1 0 0 1]111]0 0
0 1 1 1101 1
0 1 0 0111 1
0 0 1 1101 1
0 0 0 11111 1

As linhas para as quais (Y A o) — ¢ tem valor légico 1 sdo todas excepto a 42. Portanto uma
FND logicamente equivalente a (Y No) — ¢ é

(P1AP2AD3)V (P1AP2A=D3)V (P1A=DP2AP3 )V (—P1 AP2AP3 )V (—p1 APp2A=p3)V (mp1 A=paAp3) V (mp1 A=pa A=ps).

(b) Diga se (¢ A o) — ¢ é uma tautologia.

R: A formula (¢ ANo) — ¢ ndo é uma tautologia como se pode verificar pela sua tabela de verdade.
De facto, para as valoragées v tais que v(pg) = 1 ev(p1) = v(p2) = 0 tem-se v((w/\a) — g@) =0.

(c) Verifique se o conjunto {1, o A ¢} é semanticamente consistente.

R: O conjunto {1,0 N —p} € semanticamente consistente pois existe pelo menos uma valoragao
que o satisfaz. Por exemplo, para qualquer valoragao v tal que v(pg) =1 e v(p1) = v(p2) =0
tem-se v(yp) = v(o) =1 e v(p) =0 e, portanto, v(¢)) = v(o A ) = 1.

3. Considere as seguintes proposigoes:

e A logica é dificil ou nao hd muitos estudantes que gostam dela, e se a matemética é facil
entao a logica nao é dificil.

e Se hd muitos estudantes que gostam de légica, entao a matemética nao é facil.

(a) Exprima as duas proposi¢oes acima através de férmulas do Cédlculo Proposicional, utilizando
varidveis proposicionais para representar as frases atémicas.

R: Representemos por py a frase atomica “A logica € dificil”, por p1 a frase “Hd muitos estudantes
que gostam de légica” e por py “A matemdtica é fdicil”. FEntdo as duas proposi¢des acima
exprimem-se respectivamente pelas formulas

(Po V =p1) A (P2 — —po) e p1 — TP2-

(b) Diga, justificando, se a segunda proposi¢ao é ou nao uma consequéncia da primeira.
R: Pretende-se verificar se

(po V =p1) A (p2 — —po) = p1 — 2.

Denotemos ¢ = (po V —p1) A (p2 — —po) e = p1 — —pa. Analisando a tabela

po | P1 | D2 @ |V
1 1 1 0] 0
1 1 0 111
1 0 1 01
1 0 0 1 1
0 1 1 0] 0
0 1 0 011
0 0 1 111
0 0 0 111

verifica-se que sempre que @ assume o valor ldgico 1 (ou seja para as valoragdes dadas pelas 22,
49 7% ¢ 82 linhas) a formula ¢ assume o mesmo valor. Logo a afirmacao € verdadeira, i.e., a
sequnda proposicao € uma consequéncia da primeira.



4. Sejam ¢, 1,0 € FEP e T um conjunto de férmulas de FF. Diga se sao verdadeiras ou falsas as

5.

R:

seguintes proposicoes:

(a) Se = V (¢ — o) é uma tautologia, entdo ¥ — (¢ — o) é uma tautologia.
R: Esta afirmacao € verdadeira. De facto, suponhamos que —p V (¢p — o) € uma tautologia e
consideremos uma valoragcao v qualquer.
e Sev(p) =0, entio v(p — o) =1 e portanto v(¢p — (¢ — o)) = 1.
e Suponhamos agora que v(p) = 1, donde v(—=p) = 0. Dado que —~p V (Y — &) é uma
tautologia, tem-se entao que v(v — o) = 1. Se v(y)) = 0, entao resulta imediatamente que
v( — (¢ — o)) =1. Sev(y) =1, entdo v(c) =1 donde resulta que v(yp — o) =1 e dai
W= (p— ) = 1.
Provou-se assim que ¥ — (¢ — o) é uma tautologia.
(b) Se ¢ é uma contradi¢ao e I' = ¢ — 1, entdo ¢ é uma contradigio.

R: A afirmagao € falsa. Um contra-exemplo € obtido, por exemplo, considerando

=poN—po, p=p1 el ={p1 — (po A —po)}.

De facto, po N —po € uma contradicao e, evidentemente, p1 — (po A —po) = p1 — (po A —po)-
No entanto p1 nao é uma contradi¢cao.

Sejam ¢, 1,0 € FEF e T um conjunto de férmulas de FE¥. Mostre que, se T' |= V-0 e TU{—~¢ — 1}
é semanticamente inconsistente, entdao I' = o — ¢.

Suponhamos que T' =¥V =g e T U{~p — 9} € semanticamente inconsistente. Temos de provar
que todas as valoragdes que satisfazem I' também satisfazem a formula o — .

Seja v uma valoragdo tal que v = T, ou seja, tal que v(vy) = 1 para toda a formula v € T'. Entdo
v(y V —o) =1 pois, por hipdtese, T =1V —o. Por outro lado v(—p — 1) = 0 pois, caso contrdrio,
ter-se-ia v(—p — ) = 1 e v | T, donde resultaria que T'U {—¢p — 1} seria semanticamente
consistente, o que nao se verifica por hipdtese. Agora, de v(—p — 1) = 0 deduz-se que v(1p) =0, o
que em simultaneo com v(V—-o) = 1 permite concluir que v(c) = 0. Daqui resulta que v(c — ) =1
e a demonstracao fica completa.

Sejam ¢, 1 e o férmulas do Célculo Proposicional. Construa uma derivacdo em DNP de uma (e
uma s6) das férmulas seguintes:

Le(nng)  ou (¢—=9) = (pA—).

A drvore sequinte é uma derivagao em DNP da férmula L «— (o A —¢).
ph—=p W
(1) (1) ¥
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A drvore sequinte é uma derivagio em DNP da férmula (¢ — ) — —(@ A —1).

ph—=p 2
T MNP ep® s ®
m — F b N E
-F
—(p A )
— 1M
(o =) = ~(p A=)
(F1m)
- 1. 2. 3. 4. 5. 6.
Cotagoes
1.54+14+1.5+1+2 | 1.54+141.5 | 1+1.5 | 1.54+1.5 | 1.5 | 2




