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2.2 Semantica do Calculo Proposicional
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Definicao 40:
Os valores logicos do CP sao o verdadeiro e o falso.
Estes valores serao denotados por 1 e 0, respetivamente.
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Semantica do Calculo Proposicional

Definigao 41: Uma fungdo v : ¥°© — {0, 1} é uma valoracdo
quando satisfaz as seguintes condic¢oes:

a) v(1)=0,
b) v(—¢) = f.(v(y)), para todo ¢ € FCF,

c) v(eOv) = fa(v(p), v(v)), para todo ¢, € FCF e para todo
Oe{AV,—, <},

onde f., f,,f,, f,, f. sdo as funcdes boleanas determinadas
pelas tabelas de verdade dos respetivos conetivos;
concretamente:
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 41 (cont.):

f.: {0,1} — {0,1}

0 — 1
1 — 0

f,: {0,1}2 — {0,1}

(1,1) +— 1
(1,0) — 0
(0,1) — 0
(0,0) — 0
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 41 (cont.):

f,: {0,1}2 — {0,1} f.:
(1,1) +— 1
(1,0) ~ 1
0,1) ~ 1
(0,0) 0

f.. {0,1}2 —

(1,1) =

(1,0) ~

(0,1) ~

(0,0) ~

Légica CC

{0,1}2 — {0,1}

(1,1) +— 1
(1,0) ~— 0
(0,1) ~ 1
(0,0) 1
{0,1}

1
0
0
1
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Semantica do Célculo Proposicional

Proposicao 42: Seja v uma valoragao e sejam ¢, ¢ féormulas do
CP. Entao,

V(=p) =1 —v(p);
b) vip AY)=1sse v(p)=1ev(y)=1;
V(e A ) = minimo(v(y), v(v));
c) vip V) =1sse v(p)=10uv(y)=1;
V(e V) = maximo(v(p), v(¥));
d) v(ip — ) =1sse v(p) =00u v(y) =1;
e) v(p ¢ ¢) = 1sse v(¢) = v(v).
Dem.: Exercicio. O
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Semantica do Célculo Proposicional

Proposicao 43: Seja f: V°° —; {0,1} uma fungdo. Entao,
existe uma e uma so6 valoragao v t.q. v(p) = f(p), para todo
p e Ve,

Dem.: Consequéncia imediata do Principio de recursao
estrutural para férmulas do CP. O
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 44: O valor I6gico de uma formula o para uma
valoracao v € v(y).
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 45: Sejam v; a Unica valoragao t.q. v4(p) = 0, para
todo p € VP, e v, a Unica valoragéo t.q.

_ | 1 se pe{py,pe}
VZ(p)_{ 0 se pe VP —{po.p2}

Sejam ainda ¢ = (p1 V p2) = (p1 A p2) € ¥ = =p1 > (1 —L).
Entao:
a) Como vi(p1) = vi(p2) =0, vi(p1 VvV p2) = 0, donde, de
imediato, segue vi(y) = 1.
(Exercicio: verifique que va2(y¢) = 0.)

b) Como v;(p1) = 0, por um lado, temos v;(—p;) = 1 e, por
outro, temos vy(py —L) = 1. Assim, v4(¢)) = 1.
(Exercicio: verifique que v»(v)) = 1; em particular, observe
que v, e vy atribuem o mesmo valor légico a Unica variavel
proposicional que ocorre em 1).)
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Semantica do Célculo Proposicional

Proposicao 46: Sejam v, e v, valoragdes e seja ¢ uma formula
do CP. Se, para todo p € var(y), vi(p) = va(p), entao

Vi(p) = Vva(p).
Dem.: Por indugao estrutural em férmulas do CP.

Seja P(y) a condigao:

para todo p € var(¢), vi(p) = va(p) = vi(p) = va(¥).

a) P(L) é verdadeira, pois vi(L) = 0 = vy(_L), por definigao de
valoracao.

b) Suponhamos que p’ € uma variavel proposicional e que, para
todo p € var(p’), vi(p) = v2(p).
Assim, como p’ € var(p')(= {p'}), temos vi(p') = va(p).
Deste modo, para qualquer p' € VP, P(p') é verdadeira.

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 11/71



Semantica do Célculo Proposicional

Dem. Proposicao 46 (cont.):

c) Mostremos que P(y1) € P(y2) implicam P(p10¢2), para todo
01,02 € FP e paratodo O € {A,V, —, < 1.

Suponhamos que, para todo p € var(p1Ogz), vi(p) = va(p).

Entao, como var(p10¢,) = var(py) U var(ys), parai € {1,2},
tem-se vi(p) = va(p), para todo p € var(y;).

Daqui, aplicando as hipéteses de indugao P(y+) e P(y2),
segue que vi(p1) = Va(p1) € Vi(ip2) = Va(i2).

Assim, vi(p10p2) = fa(vi(p1), Vi(p2)) = fa(Va(e1), va(p2)) =
vo(p10¢s), e, portanto, P(p10¢3) € verdadeira.

d) Exercicio: demonstrar que P(y+) implica P(—1), para todo
p1 € FCP. O
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Definicao 47:

E Uma férmula ¢ é uma tautologia quando, para qualquer
valoragéo v, v(y) = 1.

B Uma férmula ¢ € uma contradicao quando, para qualquer
valoragao v, v(yp) = 0.
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Semantica do Calculo Proposicional

Notacao 48:
A notacao = ¢ significara que ¢ € uma tautologia.

A notagao ~ ¢ significara que ¢ nao é uma tautologia.
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Semantica do Calculo Proposicional

Exemplo 49:

b Aférmula ¢ = —-ps <> (p1 —_L) do exemplo anterior € uma
tautologia.

De facto, dada uma valoragao arbitraria v, sabemos que
v(ip1) =0o0uv(py) =1, e:

(a) caso v(py1) =0, entdo v(—p1) =1ev(ps —L)=1,donde v(y) = 1.
(b) caso v(p1) =1, entdo v(—py) =0e v(p1 —L) =0, donde v(¢) = 1.
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Semantica do Calculo Proposicional

Exemplo 49 (cont.):

B Paratodo ¢ € F°F, ¢ A —¢ é uma contradigao.

De facto, dada uma valoragao arbitraria v, sabemos que
v(ip) =0o0u v(p)=1,e:

(a) caso v(y) =0, entdo, de imediato, sabemos v(p A =) = 0.

(b) caso v(y) =1, entdo v(—p) = 0, donde v(p A ) = 0.

B As formulas po, =po, Po V P1,P0 A P1,Po — P1, Po <> P1 NAO SA0
tautologias nem contradigoes. (Porqué?)
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Semantica do Calculo Proposicional

Proposicao 50: Para todo ¢ € F°P,

El ¢ é tautologia se e s6 se —p é contradicao;

B ¢ € contradicao se e sO se —y € tautologia.

Dem.: Exercicio. O
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Semantica do Célculo Proposicional

Observacao 51:

Sabendo que ¢ nao é uma tautologia, ndo podemos concluir
que ¢ € uma contradigao.

Analogamente, sabendo que ¢ nao € uma contradi¢cao, nao
podemos concluir que ¢ € uma tautologia.

Tenha-se em atencéo que existem formulas que nao sao
tautologias, nem sao contradi¢gdes (como vimos no exemplo
anterior).
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Semantica do Calculo Proposicional

Observacgao 52:

Pela Proposi¢cao 46, para decidir se uma férmula ¢ € uma
tautologia, basta calcular o valor légico de ¢ para 27" (¢)
valoracoes (o numero de atribuicdes, possiveis, as variaveis
proposicionais de ).

Tal pode ser descrito através de uma tabela de verdade, como
se segue.
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Semantica do Célculo Proposicional

Observacao 52 (cont.):

Introduzimos: uma coluna para cada variavel proposicional de
©; uma coluna para ¢; e colunas (auxiliares) para cada uma das
restantes subférmulas de .

Introduzimos linhas para cada uma das atribuicdes, possiveis,
de valores de verdade as variaveis proposicionais de ¢ (i.e.,
sequéncias de 0’s e 1’s de comprimento igual ao nimero de
variaveis proposicionais em ).

Preenchemos as colunas respeitantes as variaveis
proposicionais com essas atribuicoes.

Nas restantes posigoes pos; da tabela, escrevemos o valor
l6gico da férmula respeitante a coluna j, para uma valoragao
que satisfaz as atribuigdes as variaveis proposicionais na linha .
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 53: Seja ¢ a formula (—p; — —p2) <> (P2 — p1)-

Da tabela de verdade para ¢, apresentada de seguida,
podemos concluir que ¢ € uma tautologia, uma vez que ¢
assume o valor l6gico 1, para todas as possiveis atribuicdes de
valores de verdade as variaveis proposicionais de .

Pt [Pz | —P1 | —P2 | =P1— P2 | P2—P1 | (—P1— —P2) <> (P2 — P1)
111 0[O0 1 1 1

110 0 | 1 1 1 1

o1 1|0 0 0 1

0[O0 1 1 1 1 1

Tabela de verdade de (—p; — —p2) < (P2 — p1).
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Semantica do Célculo Proposicional

Teorema 54 (Generalizacao): Sejam p uma variavel
proposicional e sejam ¢ e 1 férmulas do CP.
Se p é uma tautologia, entao [y /p] é também uma tautologia.

Dem.: Qualquer que seja a valoragao v, demonstra-se, por
inducao estrutural na férmula ¢, que a valoragao v’ definida, a
partir de v e de ¢, do seguinte modo

V() se p=p

vi(p) =

v(p') se p' € V" —{p}
é tal que v'() = v(¢[v/p]).
Portanto, se ¢ é uma tautologia, v'(¢) = 1 e, pela igualdade
anterior, v(p[y/p]) = 1.

Assim, qualquer que seja a valoracao v, v(¢[v/p]) =1, i.e.,
©[v/p] € uma tautologia. 0
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Semantica do Calculo Proposicional

Exemplo 55:
A formula pg V —po € uma tautologia.

Logo, para qualquer formula ¢, a férmula
(po V —po)[v/po] = 1 V —) € ainda uma tautologia.
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 56: Uma férmula ¢ diz-se logicamente equivalente a
uma férmula v (notagdo: ¢ < ) quando a formula p <> ¢ €
uma tautologia, ou seja, quando para qualquer valoracao v,

V() = v(¥)-
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 57: Para toda a férmula ¢, —p < (¢ —L1).

A demonstracao deste resultado pode ser sintetizada numa
tabela de verdade, como se segue:

ol ¢le—=L|| e (p—1)
110 0 1
0l 1 1 1

Tabela de verdade de —¢ <+ (¢ —1).

Na primeira linha da tabela, € demonstrado que o valor légico
de —p < (¢ —L) € 1 para qualquer valoragéo para a qual ¢
assuma o valor légico 1.

Na segunda linha da tabela, € demonstrado que o valor légico
de - < (¢ —L) € 1 para qualquer valoragédo para a qual ¢
assuma o valor légico 0.
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Semantica do Célculo Proposicional

Proposicao 58: A relacdo de equivaléncia légica satisfaz as
seguintes propriedades:

El paratodo ¢ € F°F, ¢ < o (reflexividade);

B para todo ¢,y € FOF, se p < 1, entdo ¢ < ¢ (simetria);

H paratodo ¢, v, 0 € FF,se p = erp < o, entdo g < o
(transitividade).

Dem.: Para mostrar 1, temos que mostar que, para todo
¢ € FCP aférmula ¢ < ¢ é uma tautologia.

De facto, dado ¢ € F°F, para qualquer valoragao v,

v(¢) = v(p), donde v(p < ¢) = 1, €, consequentemente, ¢ < ¢
€ uma tautologia.

(Exercicio: mostrar 2 e 3.) O
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Semantica do Calculo Proposicional

Corolario 59: A relacao de equivaléncia légica € uma relagao
de equivaléncia em F°F.
Dem.: Imediata, a partir da proposi¢ao anterior. O
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Semantica do Calculo Proposicional

Proposicao 60: As seguintes equivaléncias l6gicas sao validas.

(pVi)Vo sV (Vo) (pAY)No = A (P Ao)
(associatividade)
eV oYV pAY S YA
(comutatitvidade)
pVp=p AP =P
(idempoténcia)
eV 1l& @ pAN- L&

(elemento neutro)

) Vole =1L QO/\ le1
(elemento absorvente)
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Semantica do Calculo Proposicional

pV(ANa)e (pVP)A(pVa) A Va)e (pAY)V(pAa)

(distributividade)
(V)& —p Ay ~(pAY) & —p Vi
(leis de De Morgan)
TP S @ =Y &=
(lei da dupla negacao) (contrarreciproco)
pove (=AY =) = VY
PV & =y e AP & =(mpV )
e e =L 1l oA p

(expressao de um conetivo em termos de outros conetivos)
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Semantica do Célculo Proposicional

Notacao 61:

Uma vez que a conjuncao é uma operagao associativa,
utilizaremos a notacao ¢ A ... A ¢, (com n € N) para representar
qualquer associacao, através da conjuncgao, das formulas

©1, -, pn duas a duas.

Analogamente, e uma vez que a disjuncao é tambem uma
operacao associativa, utilizaremos a notacao ¢ \ ... V ¢, para
representar qualquer associacao, através da disjuncao, das
formulas oy, ..., ¢, duas a duas.

Em ambos os casos, quando n = 1, as notacdes anteriores
representam simplesmente a férmula ¢;.
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Semantica do Célculo Proposicional

Teorema 62 (Substituicdo): Sejam p € V°F e ¢4, pp € FCF.

Entdo: ¢y < o sse para todo o € FOF, ¢lp1/p] < ¥[w2/p).
Dem.:

i) Suponhamos que para todo ¢ € FCF, ¢[p1/p] < ¥[e2/p].
Entdo, em particular, teremos que p[y1/p] < ple2/P)-
Logo, por definicao de substituicao, ¢1 < ..

ii) Suponhamos agora que ¢1 < ¢».

Vamos demonstrar, por indugao estrutural em férmulas do
CP, que, para todo ¢ € F°F, P(3)), onde P(v)) é a condig&o:
Vlp1/pl < Ylp2/p].
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Semantica do Célculo Proposicional

Dem. Teorema 62 (cont.):

a) Por definicdo de substituigao, L [¢1/p] =L=L1 [¢2/p]. Assim,
como a relagdo < é reflexiva, 1< 1, ou equivalentemente
1 [e1/p] &L [p2/p], €, portanto, P(L) € verdadeira.

b) Seja p’ € V°F. Consideremos dois casos.

b.1) Caso p’ = p. Entao, por definicao de substituicao,
P'ler1/p] = v1 € P'le2/p] = p2. Assim, como por hipdtese
p1 < p2, segue que p'lp1/p] < P'lp2/p],
b.2) Caso p’ # p. Entao, por definicao de substituicao,
Plei/pl = p e plp2/p] = p. Assim, tal como em a), por <
ser reflexiva, p/[1/p] & P'li2/p).
Assim, para qualquer p’ € VP, P(p') é verdadeira.
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Semantica do Célculo Proposicional

Dem. Teorema 62 (cont.):

¢) Seja ¢y uma férmula e suponhamos P(w4) (H.l.), tendo em
vista mostrar que P(—)4) é verdadeira, ou, dito por outras
palavras, pretende-se mostar que (—1)[¢1/p] < (—¢1)[v2/p]
€ uma tautologia.
Seja v uma valoracao. Entao:

V((=¢1)le1/pl)
= v(—[p1/p])  (definicdo de substituigao)
= f(v(¢1[p1/p])) (definicdo de valoragao)
= E(v(¥ale2/pl) (%)
= Vv(—[p2/p])  (definicdo de valoragao)

v((—1)[p2/p]) (definicao de substituicéo).
onde a igualdade assinalada com (*) € consequéncia da Hl,
pois da HI, por definicao de <, ¥1[v1/p] <> ¥1[p2/p] € uma
tautologia, donde, em particular, v(¢1[e1/p]) = v(1[w2/p])-
Assim sendo, v((—1)[e1/p] < (—2)[p2/p]) = 1 €, portanto,
a formula (—1)[p1/p] <> (—¢2)[p2/p] € uma tautologia.
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Semantica do Calculo Proposicional

Dem. Teorema 62 (cont.):

d) Para completar a prova, falta mostar que, para todo
O € {A,V,—, <} e paratodo ¢y, vn € FF, se P(11) e P(i»),
entdo P(y1012). (Exercicio.) O
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 63: Sejam ¢ e ¢ férmulas. Entao,

(1) @)
(e ANY) & VY S pV .

Justificagoes

(1) Leide De Morgan.

(2) Dada uma variavel proposicional p ¢ var(+) (que existe sempre, pois
0 numero de varidveis proposicionais que ocorrem em ¢ € finito), pelo
Teorema da Substituicao, como ——¢ < ¢, (p V ¥)[-—¢/p] < (pV
¥)le/p] e assim, uma vez que (p vV ¥)[=—p/p] = "~p Ve (pV
P)p/Pl = ¢ V 9, segue-se que ~—p Vi & p V 3.

Donde, como < é transitiva, podemos concluir a equivaléncia
l6gica entre a primeira formula e a dltima férmula, ou seja,

(e AY) & oV
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 64:
Seja X C {L,—,A,V,—,«} um conjunto de conetivos.

X diz-se completo quando, para todo ¢ € F°F, existe ¢ € FCF
tal que ¢ < ¢ e todos os conetivos de ) estao em X.
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Semantica do Célculo Proposicional

Proposicao 65: Os conjuntos de conetivos {—, =}, {—, L},
{N,—} e {V,—} sdao completos.

Dem.: Vamos demonstrar que {—, —} € um conjunto completo
de conetivos. (A demonstracao de que os outros conjuntos de
conetivos mencionados sao completos é deixada como
exercicio.)

Para tal, comecemos por definir, por recursao estrutural em
férmulas, a fungéo f : ¥ — F°P como a Unica fungéo t.q.:

a) f(L) = —(po — po);

b) f(p) = p, para todo p € V°F;

c) f(—y) = —f(p), para todo p € F°F;

d) f(p — ) = f(p) — f(¥), para todo ¢, € FCF;

e) f(p V) =—f(p) — f(), para todo o, € FCF;

f) f(o Av) = —(f(¢) = —f(v)), para todo ¢, ¢ € FOF;

g) (o < ¥) = =((f(p) — () = =(f(v)) — f(v))), para todo
QO,l/J c ]:CP
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Semantica do Célculo Proposicional

Dem. Proposicao 65 (cont.):

Lema: Para todo ¢ € F°F, » < f(y) e os conetivos de f(y)
estdo no conjunto {—, —}.
Dem.: Por indugao estrutural em ¢. Exercicio.

Do lema anterior concluimos de imediato que {—, =} é um
conjunto completo de conetivos, pois, para toda a formula ¢,
existe uma formula ¢ —a formula f(p)— tal que ¢ < v e 0s
conetivos de ) estdo no conjunto {—, —}.
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 66: Da demonstragao da proposi¢ao anterior,
podemos concluir que a formula

f((=p1 Ap2) =L) = =(=p1 = =P2) = =(Po — po)

é logicamente equivalente a (—p; A p2) —_L e 0s seus conetivos
estédo no conjunto {—, —}.
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 67: As variaveis proposicionais e as negacgoes de
variaveis proposicionais sdo chamadas literais.
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Semantica do Calculo Proposicional

Definicao 68: Formulas do CP das formas

i) (V. V)N AUV .oV m,)

i) (A Akp)V V(I Ao Alam,)

em que os /; so literais e n, bem como os m;, pertencem a N,
serao designadas por formas normais conjuntivas (FNC) e
formas normais disjuntivas (FND), respetivamente.
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Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 69:

a) Todo o literal / & simultaneamente uma forma normal
conjuntiva e disjuntiva (na definicao de formas normais, basta
tomarn=1,m =1e Ly =1).

b) A féormula p; A —=p> A —po € uma FNC (faca-se n =3, m; =1,
m=1,m;=1, /11 = P, /21 = P2 € /31 = _|p0) e € também
uma FND (faca-se n=1,my =3, 1 = py, ha = p- €
lis = —po). Também a férmula p; Vv p. €, em simultédneo, uma
FND e uma FNC. Mais geralmente, conjuncgoes de literais e
disjuncoes de literais sdo, em simultaneo, formas normais
conjuntivas e disjuntivas.

c) Aformula (pi V po) A (o V —p1) € uma FNC, mas nao é uma
FND.

d) A formula —(p; V po) ndo € nem uma FNC nem uma FND.
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Proposicdo 70: Para todo ¢ € F°F,

existe uma forma normal conjuntiva ° tal que ¢ < ¢°e

existe uma formal normal disjuntiva ¢ tal que ¢ < 9.

Dem.: Dada uma férmula ¢, uma forma normal conjuntiva e

uma formal normal disjuntiva logicamente equivalentes a ¢

podem ser obtidas através das seguintes transformacgdes:

1. Eliminar equivaléncias, implicagdes e ocorréncias do absurdo,
utilizando as equivaléncias légicas
P14 02 (1 = ©2) A2 = 1), o1 = P2 & TP Vg €
L o1 Ao,

2. Mover negacdes que se encontrem fora de conjuncdes ou
disjuncoes para dentro delas, utilizando as leis de De Morgan.

3. Eliminar duplas negacoes.
4. Aplicar a distributividade entre a conjuncao e a disjungao. 0O
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Exemplo 71: Seja ¢ = ((—p1 V p2) — p3) A po. Entéo:

i) ©
< ((=p1V p2) = p3) A Po
& (2(=p1 vV p2) V ps3) A po
< ((5=p1 A=P2) V p3) A Po
< ((p1 A=p2) V ps) A po
& (P1Vps)A(=p2V ps) A pPo

e a ultima formula € uma FNC;
ii) ©
< ((p1 A=p2) V p3) Ao (por i))
& (1 A P2 A po) V(Ps A Po),

sendo a ultima férmula uma FND.
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Observacao 72:
Consideremos de novo a Proposicao 70 e a sua demonstracao.

Uma demonstracao alternativa, que permite obter uma FND e
uma FNC logicamente equivalentes a uma dada férmula ¢,
pode ser feita com recurso a tabela de verdade de ¢.

Em particular, vejamos como obter uma FND (¢, logicamente
equivalente a ¢, a partir da tabela de verdade de ¢.

e Se p € uma contradigcao ou uma tautologia, basta tomar,
respetivamente, uma FND que seja uma contradicao e uma
FND que seja uma tautologia; por exemplo, tome-se,
respetivamente, ¢ = py A —po € ©? = Py V —.
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e Doutro modo, sem perda de generalidade, suponhamos, que
Pi1,Pe, ..., Pn SA0 as variaveis proposicionais que ocorrem em
©'. Atabela de verdade de  terd 2" linhas e pode ser
representada da seguinte forma:

P P2 Pn-1 | Pn ®
1 1 1 1 b;
linhai — ai1 | aipz 8in-1 | @in b,'
0 0 |- 0 0 | bon
onde, paracada i€ {1,...,2"}, b; = vi(¢) para toda a

valoracao v; tal que v;(p;) = a;; paratodoj € {1,...,n}.

"Note-se que uma férmula que néo é tautologia nem é contradicéo tera que ter

pelo menos uma variavel proposicional. (Exercicio)

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho)

Logica CC

12, semestre, 2020/2021

46/71



Semantica do Célculo Proposicional

Paracadaie€ {1,...,2"} tal que b; = 1 seja

o P se g;j = 1 .
Qjj = { “p; sea;; =0 (paratodoje {1,...,n})

Bi=ait Aaig A=+ Najn?
Finalmente, suponhamos que i, i, . . ., ik Sa0 as linhas para as
quais b, = 1, e tome-se
d -
o = ﬁl} \/[5,‘2 VAR \/ﬁ,‘k.

Prova-se que ¢ assim definida, de facto, € uma FND e é
logicamente equivalente a ¢.

2Note-se que o valor l6gico na linha i da tabela de verdade de 3; é 1 enquanto que
em todas as outras linhas € 0.

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 47/71



Semantica do Célculo Proposicional

Exemplo 73: Consideremos ¢ = ((ps — p1) V (=p1 <> L)) A po.
Denotemos por ) a subférmula (ps — p1) V (—p1 <> L) de .
A tabela de verdade de ¢ é:

Pr P | P3| L|-p1|ps—=p1 | Pl |Y]|e
1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 11010 0 1 1 1 1
1/0]|1]]0] O 1 1 10
110,010 O 1 1 110
oj1]|1|]0| 1 0 0 00
Oj1]01]O0 1 1 0 1] 1
ojo|1|0]| 1 0 0 00
O/|0]0/|O0 1 0 110

As linhas para as quais ¢ tem valor l6gico 1 sdo a 12, a2%e a
62. Portanto, uma FND logicamente equivalente a ¢ é:

(P1 ApP2 AP3) V(1 A P2 A=p3)V (=p1 A P2 A —ps).
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Defini¢ao 74: Seja v uma valoracao.

El Dada uma férmula do CP ¢, dizemos que v satisfaz o (ou que
v € modelo de ), e escrevemos v = ¢, quando v(y) = 1.

Quando v ngo satisfaz ¢ (i.e., quando v(y¢) = 0), escrevemos
Vv £~ .
B Dado um conjunto de formulas do CP I, dizemos que v

satisfaz ' (ou que v € modelo de '), e escrevemos v = I,
quando v satisfaz todas as formulas de T.

Quando v ndo satisfaz I (i.e., quando existe p € T t.q. v [~ ¢
ou, equivalentemente, quando existe ¢ € I t.q. v(¢) = 0)
escrevemos v [~ I.
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Exemplo 75: Seja v, a valoracdo que atribui o valor l6gico 0 a
todas as variaveis proposicionais.

B Vo =pi < p2e Vo =Pt A—pe;

B v~ piVp2e v~ pr < —pe;

B v = {p1 < P2, ~p1 A —p2} (por 1);

A vo - {p1 < P2, p1 V P2} (Vo N@0 satisfaz a 22 formula);

B vo ~ {—pi A —p2, p1 < P2} (Vo nao satisfaz a 22 férmula).
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Observacao 76: Dado que no conjunto vazio nao ha qualquer
formula, tem-se, trivialmente, que:

para toda a valoragao v, v = 0.
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Definicao 77: Seja I' um conjunto de formulas do CP.

El [ diz-se um conjunto (semanticamente) consistente ou
satisfazivel quando alguma valoragao satisfaz I'.

A [ diz-se um conjunto (semanticamente) inconsistente ou
insatisfazivel quando nao ha valoragdes que satisfacam I'.
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Exemplo 78:

a) Como vimos no exemplo anterior, o conjunto de férmulas
Ay = {py < p2,~p1 A —p2} € satisfeito pela valoragao vy
desse exemplo.

Portanto, Ay € consistente.

b) O conjunto A, = {py <> p2, p1 V P2}, considerado no exemplo
anterior, ndo € satisfeito pela valoragao vy.

Mas, A, é satisfeito, por exemplo, pela valoragao que atribui
valor logico 1 a qualquer variavel proposicional.

Logo, A, € também consistente.
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Exemplo 78 (cont.):

c) O conjunto Az = {=pi A =p2, p1 <> —p2}, considerado no
exemplo anterior, € inconsistente.

Dem.:
Suponhamos que existe uma valoracao v que satisfaz As.

Entdo, v(—pi A —p2) = 1, e portanto v(p;) =0 e v(p2) =0, e
v(pr <> —p2) = 1.

Ora, de v(p2) = 0, segue v(—p2) = 1 e daqui e de v(p;) =0,
segue v(p; +» =p2) = 0, 0 que contradiz v(p; +» —p2) = 1.

Logo, nao podem existir valoragoes que satisfagam Aj e,
assim, As é inconsistente.
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Proposicao 79: Sejam I' e A conjuntos de formulas do CP tais
que I' C A. Entao:

i) se A é consistente, entdo I' é consistente;
ii) se I' é inconsistente, entdao A é inconsistente.
Dem.: Exercicio. O
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Definicao 80: Seja ¢ uma férmula do CP e seja ' um conjunto
de férmulas do CP.

El Dizemos que ¢ € uma consequéncia semanticade ', e
escrevemos I = o, quando, para toda a valoragao v, se
viET,entao v = .

B Escrevemos I [~ ¢ quando ¢ ndo e consequéncia semantica
de I, i.e., quando para alguma valoracao v setem v =T e,
no entanto, v % ¢.
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Observacao 81: Da definicao anterior, aplicando as definicoes
de satisfacdo de uma formula e satisfacdo de um conjunto de

formulas, segue de imediato que:

El [ = ¢ se e sO se para toda a valoragao v, se paratodo ¢ €T,
v(v) =1, entdo v(p) = 1.

B I }~ ¢ se e sO se para alguma valoragao v se tem, para todo
v eTl, v(y)=1,bemcomo v(y) =0.
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Exemplo 82:
E Sejal = {p1,—ps V p=}. Entéo:
BrE=p.

(Se tomarmos uma valoragao v tal que v =T, i.e., uma valoragao tal
que v(py) =1 e v(—-pi V p2) = 1, em particular, temos v(p;) = 1.)

AT Ep.
(Tomando uma valoragao v tal que v(p1) =1 e v(—-p1 V p2) = 1, temos
v(—=p1) = 0 e, daqui e de v(—p1 V p2) = 1, segue v(p2) = 1.)

H I = piApe.

(Tomando uma valoracédo v tal que v(py) =1 e v(—p1 V p2) = 1, temos
necessariamente v(p;) = 1 e v(p2) = 1 (como vimos nos exemplos
anteriores) e, por isso, temos v(py A pz) = 1.)
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Exemplo 82 (cont.):

E Recorde que I = {py, —p1 V p2}.
AT ps

(Existem valoragbes v tais que v =T e v(p3) = 0. Por exemplo, a
valoragao que atribui valor légico 1 a p; e p- e valor légico 0 as
restantes variaveis proposicionais é uma tal valoragao.)

Br¥%-pVv-pe.

(Por exemplo, para a valoragdo v4 tal que vq(p;) = 1, para todo i/ € Ny,
temos v4 =T e, no entanto, vi(—p1 vV —p2) = 0.)

Brk=psV-ps.

(Se tomarmos uma valoragao v tal que v =T, temos v(ps V —p3) = 1.
De facto, ps vV —p3 € uma tautologia e, como tal, o seu valor l6gico é 1

para qualquer valoragao (em particular, para aquelas valoragbes que
satisfazem I').)
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Exemplo 82 (cont.):

A Paratodo ¢, € F, {p, ¢ — ¥} = .
De facto, para qualquer valoracao v,
sev(p)=1ev(p—1v)=1,entdo v(y) = 1.

A Ja a afirmagéo “para todo ¢, € F {p — 1} =" é falsa.

Por exemplo, {pi — p2} [~ p2
(uma valoragao v tal que v(py) = v(p2) = 0 satisfaz
{p1 — p=} e ndo satisfaz p).
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Proposicao 83: Para todo ¢ ¢ F°F, = o se e s se ) |= .
Dem.:

Suponhamos que ¢ é uma tautologia.

Entdo, para toda a valoragao v, v = .

Assim, a implicagao “v = 0 = v | ¢” é verdadeira (o seu
consequente é verdadeiro), pelo que, 0 = ¢.

Reciprocamente, suponhamos agora que §) = ¢, i.e.,
suponhamos que para toda a valoragao v,

vVED=VvEo.

Seja v uma valoragao arbitraria.

Pretendemos mostrar que v = .

Ora, trivialmente, v = () (Observagao 76).

Assim, da suposicao, segue imediatamente v | . O
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Observacao 84:

Se ' é um conjunto de formulas inconsistente, entdo ' = ¢,
para todo p € FF. (Porqué?)

Como tal, é possivel ter-se I' = ¢ sem que existam valoragoes
que satisfagam TI'.
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Notacao 85: Muitas vezes, no contexto da relagao de
consequéncia semantica, usaremos a virgula para denotar a
unido de conjuntos e escrevemos uma formula para denotar o
conjunto singular composto por essa férmula.

Assim, por exemplo, dadas formulas ¢, ¥, ¢4, ..., ¢n € conjuntos
de formulas I', A, escrevemos:

a) [, A = ¢ como abreviatura paral U A = ¢;
b) I', © = ¢ como abreviatura para ' U {¢} | ¢;

C) v1,...,on = v como abreviatura para {¢1, ..., pn} E ©.
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Proposicao 86: Sejam ¢ e ¢ férmulas e sejam e A
conjuntos de férmulas.

a) Seperl,entaol = .

b) Selr'Epel C A, entdo A E .
c)SelEpeA vk, entdao AT | 9.
dlep—yseesésel, v .
e)Sel=p—vel =y entaorl .
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Demonstracao da Proposicao 86:
a) Seperl,entaol ¢
Dem.:
Suponhamos que ¢ € T.
Seja v uma valoragao e suponhamos que v satisfaz I'.
(Queremos mostrar que v satisfaz ¢, i.e., v(p) =1.)

Entao, da definicao de satisfagao de conjuntos, sabemos que
v atribui valor I6gico 1 a todas as formulas de T'.

Assim, dado que por hipotese ¢ € I', temos v(p) = 1.
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Dem. da Proposicao 86 (cont.):
b) SelEpel CA,enta0o A E ¢
Dem.:
Seja v uma valoragao.
Suponhamos que v satisfaz A.
Assim, em particular, v satisfaz I', pois (por hipdtese) I' C A.

Donde, pela hipétese de que ¢ € uma consequéncia
semantica de ', segue que v(y) = 1.

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 66/71



Semantica do Célculo Proposicional

Dem. da Proposicao 86 (cont.):
c) Exercicio.
dl=Ep—yvseesésel, o v
Dem.:
=) Seja v uma valoragao.
Suponhamos que v satisfaz I' U {¢}.

Entao, por definicao de satisfagcao de conjuntos, v satisfaz
Fevip)=1 ) .

Assim, como v satisfaz I', da hipétese I = ¢ — ¢ segue
que v(p — ) = 1.
Daqui e de () segue v(¢) = 1.

<) Exercicio.
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Dem. da Proposicao 86 (cont.):
e)SelEp—yvel =y, entaol o
Dem.:
Seja v uma valoragao.
Suponhamos que v satisfaz I'.

Entéo, da hipétese I' = ¢ — ¢, podemos concluir que
v(e = ¢) =1 e, da hipétese I' = ¢, podemos concluir que

v(p) =1.
De v(p — ¢) =1 ede v(p) =1 segue v(y) = 1. O
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Proposicao 87: Sejam ¢, ¢4, ..., p, formulas, onde n € N. As
seguintes proposi¢coes sao equivalentes:

) @1, 00 F ¥
i) o1 A Ao = 0
i) = (o1 Ao Awn) = p.

Dem.: A equivaléncia entre ii) e iii) € um caso particular de d)
da proposicao anterior.

A equivaléncia entre i) e ii) pode ser demonstrada a partir da
equivaléncia mais geral: para todo o conjunto I' de formulas,

M ot,...onEpseesésel i A...Ayp | @,
a qual pode ser demonstrada por indugao em n (exercicio).

A equivaléncia entre i) e iii) segue, entao, por transitividade. O
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Proposicao 88: Seja ¢ uma formula do CP e seja ' um
conjunto de formulas do CP. Entao:

' pseesbdsel U{-p} e semanticamente inconsistente.

Dem.:

=) Tendo em vista uma contradi¢cao, suponhamos que I' U {—¢}
€ semanticamente consistente, i.e., suponhamos que existe
uma valoragao v que satisfaz I' U {—p}.

Entao, v satisfaz I e v(—p) =1, i.e., v(p) =0 (x) . Contudo,
da hip6tese, uma vez que v satisfaz ', podemos concluir que
v(¢) = 1, 0 que € contraditorio com («).

Logo, por reducdo ao absurdo, ' U {—¢} é semanticamente
inconsistente.
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Dem. Proposicao 88 (cont.):
<) Suponhamos que v satisfaz I'.

Entdo, v(—¢) = 0, de outra forma teriamos v(—y¢) = 1, donde,
como v satisfaz I', ' U {—¢} seria semanticamente
consistente, contrariando a hipotese.

Logo, v(y) = 1.

Mostramos, assim, que toda a valoracao que satisfaz I'
também satisfaz ¢ e, portanto, I' . O
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