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Sistema Formal de Deducao Natural

Observacao 89: O sistema formal de demonstragdes que
estudaremos nesta secgao sera notado por DNP e designado
por Deducdo Natural Proposicional.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Observacao 90:

O sistema DNP constitui uma certa formalizacao da nocao de
demonstragdo para as férmulas do Calculo Proposicional, num
estilo conhecido como deducéo natural.

As demonstracdes permitirao uma abordagem alternativa a
relacao de consequéncia semantica (definida a custa do
conceito de valoragao) e, em particular, permitirdo identificar as
tautologias com as férmulas para as quais podem ser
construidas demonstracoes.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Exemplo 91:

Demonstragcoes em DNP serao construidas usando um certo
conjunto de regras de inferéncia, que codificam raciocinios
elementares utilizados habitualmente na elaboracao de
demonstragdes matematicas.

Um raciocinio elementar que usamos frequentemente na
construcao de demonstragdes € o seguinte: de p € p — 1
podemos concluir ¢». Representaremos este raciocinio do
seguinte modo:

o p—op

'l/)

Esta regra é habitualmente conhecida por modus ponens,
embora no formalismo DNP adotemos um nome diferente para
esta regra, como veremos adiante.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Outro raciocinio elementar é o seguinte: se assumindo ¢ por
hipétese podemos concluir ), entdo podemos concluir p — .

¥
Utilizemos a notacdo « para simbolizar a possibilidade de
concluir ¢ a partir de .

Entao, este raciocinio podera ser representado do seguinte
modo:

1]1
o=
Neste raciocinio, ¢ € uma hipotese temporaria usada para

concluir . A notagao # reflete o facto de gue a conclusao
© — 1 ja ndo depende da hipbtese temporaria .
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Sistema Formal de Deducao Natural

Notacao 92: O conceito de demonstracao em DNP sera
formalizado adiante, através de uma definicao indutiva.

As demonstracdes corresponderdo a certas arvores finitas de
férmulas, onde uma formula ¢ que ocorra como folha podera

estar cancelada, o que sera notado por 4 ou por [¢].

Na apresentacao das regras de inferéncia de DNP, usaremos a
notacao

P

(0
para representar uma arvore de formulas cuja raiz € v e cujas
eventuais ocorréncias da féormula ¢ como folha estao
necessariamente canceladas.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicao 93:

As regras de inferéncia do sistema formal DNP s&o
apresentadas de seguida.

Cada regra origina uma regra na definicao indutiva do conjunto
das derivacées (Definicao 95).

As regras de inferéncia recebem derivagdes (uma ou mais) e
produzem uma nova derivacao.
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Regras de Introducao Regras de Eliminacao

P

— 1 W%E

=Y

Numa regra de inferéncia, as formulas imediatamente acima do
traco de inferéncia serao chamadas as premissas da regra e a
formula abaixo do traco de inferéncia é chamada a conclusao
da regra de inferéncia.

Uma aplicacdo ou instancia de uma regra de inferéncia € uma
substituicdo das formulas da regra (meta-variaveis) por formulas
do CP.

Chamaremos inferéncia a uma aplicagao de uma regra de
inferéncia.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Regras de Introducao  Regras de Eliminacao

AS)
<
AS)
>
AS)
>
<

AS)
>
<
AS)
<

=5 ! T F
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Sistema Formal de Deducao Natural

Regras de Introducao Regras de Eliminacao

£ W

w .
oV o VE

w @E/)sﬂiﬂﬁ
ooy 1 v T E

HQE
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Sistema Formal de Deducao Natural

Sl

(RAA) L
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Sistema Formal de Deducao Natural

Exemplo 94: Vejamos dois exemplos de inferéncias A E:

(p1 A p2) A (P1 — —P3)

P1 A P2
P1 A P2 ME (1)

D1

NME

Estas duas inferéncias podem ser combinadas do seguinte
modo:

(P1 A p2) A (P1 — —ps) AE
P1 A P2 ANE
pr (2)
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Sistema Formal de Deducao Natural

Combinando esta constru¢cdo com uma inferéncia — / podemos
obter:

[(p1 A p2) A(p1 — —p3) ]

bAp nE
P M |
((p1 A p2) A (p1 — —p3)) — P - (3)

As duas inferéncias em (1), assim como as combinagdes de
inferéncias em (2) e (3), sao exemplos de derivagdes no sistema
formal DNP.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicdo 95: O conjunto DPNF das derivagcdes de DNP é o
menor conjunto X, de arvores finitas de formulas, com folhas
possivelmente canceladas, tal que:

a) para todo p € FCP, a arvore cujo tnico nodo é ¢ pertence a
X;
b) X é fechado para cada uma das regras de inferéncia de DNP;

por exemplo, X é fechado para as regras — E e — | quando
as seguintes condi¢cdes sao satisfeitas (respetivamente):

D, De
D o =Y

D >
) 7 eXe oo eX — b " E

€ X;
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Sistema Formal de Deducao Natural

P
D

D v
i)y eX — oo ! ex

(onde: ) denota uma arvore de férmulas cuja raiz é ¢; e

P

Y
o= Idenota a arvore de formulas obtida de D

adicionando um novo nodo ¢ — 1, que passa a ser a nova
raiz e tem por Unico descendente a raiz de D, e cancelando
todas as eventuais ocorréncias de ¢ como folha).
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Sistema Formal de Deducao Natural

As derivagoes de DNP sao também chamadas deducoes.
No nosso estudo, privilegiaremos a terminologia derivacao.

A terminologia demonstracdo sera reservada para uma classe
especial de derivacoes (ver Definicao 99).
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Observacao 96:

O conjunto DPNP das derivacdes de DNP admite principios de
inducao estrutural e de recursao estrutural.

Existe também um conceito natural de subderivacao.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Por exemplo, a derivacao (3) do Exemplo 94 tem as seguintes
quatro subderivagoes:

(p1AP2) A (p1——p3) AE
(P1 A P2) A (1 — —p3), p1 A P2 "=,
[(p1 A p2) A (P1 — —p3)] A E
(P1 A p2) A (P1 — —ps3) [SRAYS = 1
p1 /\p2 /\1E [ N1
/
pr ME (iAo A (pr— o)) = pr

De facto, estas quatro derivagoes, lidas como uma sequéncia,
constituem uma sequéncia de formagao da derivagao (3).
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Sistema Formal de Deducao Natural

Exemplo 97: Para quaisquer férmulas do CP ¢, ¢ € o, as
construgdes abaixo sao exemplos de derivagdes de DNP.

o K P

oy g NeE

1) 2L E Y= (¢ —0)

o — 0 — E
g — E

- Y 1
ore) oo 21

Os numeros naturais que aparecem a anotar inferéncias e
formulas canceladas estabelecem uma correspondéncia,
univoca, entre as férmulas canceladas e as regras que
permitem efetuar esses cancelamentos.
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Sistema Formal de Deducao Natural

2¢® A ﬁ?@
2) < RAA®

3) o
= W—y) !

Note-se que em 3), a inferéncia — [ anotada com (1) é utilizada
para cancelar a Unica ocorréncia como folha de ¢, enquanto que
a inferéncia — [ anotada com (2) nao é utilizada para efetuar
qualquer cancelamento.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicao 98: Numa derivacao D:

e araiz é chamada a conclusao de D;
e as folhas sdo chamadas as hipoteses de D;

e as folhas canceladas sao chamadas as hipoteses canceladas
de D;

e as folhas ndo canceladas sdo chamadas as hipoteses nao
canceladas de D.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicao 99: Seja D uma derivacdo de DNP e ¢ uma formula
do Caélculo Proposcional.

e Diremos que D é uma derivacao de ¢ a partir de um conjunto
de férmulas ' quando ¢ é a conclusao de D e o conjunto das
hipéteses nao canceladas de D é um subconjunto de T'.

e Diremos que D é uma demonstracao de ¢ quando D é uma
derivacao de ¢ a partir do conjunto vazio.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Exemplo 100: Sejam ¢, ¢ e o férmulas.
a) Seja D; a seguinte derivacao de DNP.

i o=
(0

— E ¢7L>J(1)

75— @
(¥ —=0) = (p—0)

— 1)

Entao:

El o conjunto de hipoteses de D; € {p, v — ¥, — o};

H o conjunto de hipéteses nao canceladas de Dy € {¢ — ¢};
H aconclusdode D é (¢ — o) — (¢ — 0);

A D; é uma derivagdo de (¢ — o) — (¢ — o) a partir de

{o =9}
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b) Seja D, a seguinte derivacao de DNP.

SC) o)
@%ww A E w%ﬁf =
1 -E
=)
(¢ A ) /

Entao:

El o conjunto de hipéteses de D, € {p A —¢};

HE o conjunto de hipdteses nao canceladas de D, é vazio;
HE aconclusdo de D, € —(p A —p);

A D, é uma demonstragao de (¢ A —p).
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicao 101:

Diremos que uma férmula p é consequéncia sintatica de um
conjunto de formulas I' ou que ¢ é derivavel a partir de I
(notacao: I' - ) quando existem derivacoes em DNP de ¢ a
partir de I'.

Escreveremos I t/ ¢ para denotar que ¢ nao € consequéncia
sintaticade .
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Sistema Formal de Deducao Natural

Definicao 102:

Uma férmula ¢ diz-se um teorema de DNP (notacao: + )
quando existe uma demonstragao de .

Escreveremos |/ © para denotar que ¢ nao é teorema de DNP.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Proposicao 103: Para toda a férmula ¢, ¢ € teorema de DNP
seesoselt o

Dem.: Imediata a partir das defini¢coes. O
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Sistema Formal de Deducao Natural

Exemplo 104: Atendendo ao exemplo anterior:

B{r—=¢ir{—=0)=(p—0)
(i.e., (v — o) = (¢ — o) é consequéncia sintatica de

{o = v});

B (o)
(i.e., =(p A =p) € um teorema de DNP).
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Sistema Formal de Deducao Natural

Defini¢cao 105: Um conjunto de formulas I' diz-se
sintaticamente inconsistente quando I -1 e diz-se
sintaticamente consistente no caso contrario (i.e. quando I' /L,
ou seja, quando nao existem derivacoes de | a partir de I).
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Exemplo 106:

O conjunto I = {po, Po <> P1,Po <> —p1} € sintaticamente
inconsistente.

Uma derivagao de | a partirde I' é:

Po  Po < P4 o E Po  Po <> P4 o
P1 —P4 _E

1 E

L
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Sistema Formal de Deducao Natural

Proposicao 107: Seja ' um conjunto de férmulas.
As seguintes afirmacodes sao equivalentes:

a) I é sintaticamente inconsistente;

b) para alguma férmula o, Ty e T+ —y;

¢) paratoda a férmula o, I+ .

Dem.: Por exemplo, é suficiente provar as implicacdes a)=-b),
b)=-c) e c)=-a).
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Sistema Formal de Deducao Natural

a)=-b): Admitindo que I é sintaticamente inconsistente, existe
uma derivagao D de | a partirde .
Assim, fixando uma (qualquer) férmula ¢, tem-se que

i i
Dy =% (1) D, = =5 ()

(as derivagoes Dy e D, obtidas de D acrescentando, em ambos
0s casos, uma inferéncia final (L), com conclusdo ¢ e -,
respetivamente) sao, respetivamente, derivacoes de

(i) ¢ a partir de I' (a conclusao de Dy € ¢ e as hipoteses nao
canceladas de Dy sao as mesmas que em D); e de

(il) = a partirde I (a conclusao de D, é —p e as hipéteses nao
canceladas de D, sao as mesmas que em D).

Por conseguinte, ' p el F —¢.

Exercicio: prove as outras duas implicagoes. O
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Notacao 108:

Na representacao de consequéncias sintaticas utilizaremos
abreviaturas analogas as utilizadas para representacao de
consequéncias semanticas.

Por exemplo, dadas férmulas ¢, ¢4, ..., ¢, € dados conjuntos de
formulas ' e A, anotagao I', A, 4, ..., o F ¢ abrevia
FUAU{p1,...,ont .
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Sistema Formal de Deducao Natural

Proposicao 109: Sejam ¢ e ¢ formulas e I' e A conjuntos de
formulas. Entao:

a)sepel,entaol F ;

b) selpel CA,entdo A+ y;
c)selFpeA ok, entdo A, T F o
dl-p—>yseesésel,pt;
e)seltp—=veAFp,entaol, A+ 1.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Demonstracao da Proposicao 109:
a) Seperl,entaol F .

Dem.:

Suponhamos que ¢ € T.

Entao, a arvore cuja Unica férmula é ¢ € uma derivacao cuja
conclusao € ¢ e cujo conjunto de hipéteses nao canceladas é
{¢}, que é um subconjunto de I', pois ¢ € T.

Assim, encontramos uma derivacao de ¢ a partir de I', pelo
quel  ¢.

b), ¢) e e): Exercicio.
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Dem. da Proposicao 109 (cont.):

dl-p—vseesosel ok

=): Suponhamos que I' - ¢ — 1, i.e., suponhamos que
existe uma derivagao D de o — ¢ a partirde T'.
Entao,
D
p g
D= P

(D' é a derivacao cuja ultima inferéncia é — E e as
derivacdes das premissas sao ¢ e D, respetivamente)
€ uma derivagao de 1 a partir de I' U {¢}, pois:
i) ¢ € aconclusao de D'; e
ii) o conjunto A de hip6teses ndo canceladas de D' é
constituido por ¢ e pelas hipéteses nao canceladas de D, que
formam um subconjunto de I', sendo portanto A um
subconjunto de I' U {y}.
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Sistema Formal de Deducao Natural

Dem. da Proposicao 109 (cont.):

<): Suponhamos agora que I', ¢ - 9, i.e., suponhamos que
existe uma derivacdo D de ¢ a partirde ' U {¢}.

Entao, a derivacao )

p
D

Y
D= o—

— [,

(D' é a derivagao obtida de D acrescentando uma inferéncia
final — /, que cancela todas as ocorréncias de ¢ como hipo6tese)
€ uma derivacao de ¢ — v a partir de I', pois:

i) p — ¢ éaconclusao de D'; e

ii) 0 conjunto A das hipéteses ndo canceladas de D'é constituido
por todas as hipéteses ndo canceladas de D (um subconjunto
de ' U {p}), exceto ¢ e, portanto, A é um subconjuntode . O
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Teorema 110 (Correcéo): Paratodo ¢ € F°F e para todo
r g ICP,

selp,entdao ' = .

Dem.:

Suponhamos que I + ¢, i.e., suponhamos que existe uma
derivacao D de ¢ a partirde I'.

Aplicando o lema que se segue, conclui-se de imediato o
resultado pretendido.

Lema: Para todo D € DPMP | se D é uma derivagéo de ¢ a
partirde I', entao I = ¢.
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Dem. do Teorema da Correcao (cont.):

Lema: Para todo D € DPNP | se D é uma derivagéo de ¢ a partir
del,entdol = o.

Dem. do Lema: Por inducao estrutural em derivagoes.

a) Suponhamos que D é uma derivagao, de ¢ a partir de I', com
um unico nodo.

Entdo, o conjunto de hip6teses nao canceladas de D é {y} e,
assim, p € T.

Donde, pela Proposicéao 86 (a), I' = ¢.
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Dem. do Teorema da Correcao (cont.):
b) Caso D seja uma derivagao de ¢ a partir de I da forma

o
D,
g

V=0

— .

Entao:

o=t —oe
(i) Dy é uma derivagdo de o a partirde I' U {¢}.

Assim, aplicando a hipotese de inducao relativa a
subderivagao Dy, ', ¢ = o.

Donde, pela Proposicéo 86 (d), I ¢ — o.
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Dem. do Teorema da Correcao (cont.):

¢) Caso D seja uma derivacao de ¢ a partir de I da forma
D1 D2
o o=

” — E.

Entao:

(i) ¢ =95

(ii) Dy € uma derivacao de o a partirde I'; e

(iiiy D, € uma derivagao de o0 — ¢ a partirde I'.
Assim, aplicando as hipo6teses de inducao relativas as
subderivagoes Dy e Dy, sequel =oel Eo — 9,
respetivamente.

Daqui, pela Proposicéao 86 (e), conclui-se I' = .

d) Os restantes casos, correspondentes as outras formas
possiveis de D, sdo deixados como exercicio. O
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Observacao 111:

O Teorema da Correcao constitui uma ferramenta para provar a
nao derivabilidade de formulas a partir de conjuntos de
formulas.

De facto, do Teorema da Correcao segue que
FrEe=T"HFo,

0 que significa que, para mostrar que nao existem derivacoes
em DNP de uma féormula ¢ a partir de um conjunto de formulas
I, basta mostar que ¢ nao é consequéncia semantica de I'.
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Exemplo 112: Seja ' = {p; V p2, p1 — Po}-

B Em DNP nao existem derivacdes de py \V p; a partir de I'.
Se existisse uma tal derivacao, pelo Teorema da Correcao,
teriamos ' = py V p1, mas esta consequéncia semantica nao
é valida (tome-se, por exemplo, a valoracao que atribui 1 a p,
e 0 as restantes variaveis proposicionais).

B De forma analoga, pode mostrar-se que nao existem
derivacoes de | a partir de I (exercicio) e, entao, concluir
que I é sintaticamente consistente.
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Definicao 113: Um conjunto de formulas I' diz-se
maximalmente consistente quando:

i) T é sintaticamente consistente; e
ii) para todo o € FF, p € Tou—p €.
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Proposicdo 114: Sejam p ¢ FP el C FCP.
Se ' é maximalmente consistente e I' - ¢, entdo ¢ € T.

Dem.:

Tendo em vista uma contradi¢cao, suponhamos que ¢ ¢ T.

Logo, por ' ser maximalmente consistente, —p € T.

Por hipotese, existe uma derivacao D de ¢ a partir de I.

Assim, podemos construir a seguinte derivacao de | a partir del

D
N

T -E.

e concluir que I é sintaticamente inconsistente, uma
contradicdo com a hipétese de ' ser maximalmente consistente.
Logo, por reducao ao absurdo, p € T. O
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Proposicao 115: Se ' € um conjunto de férmulas
sintaticamente consistente, entao existe um conjunto de
formulas ' tal que: i) I C ™ eii) " € maximalmente
consistente.

Dem.: Prova-se que F°F é um conjunto numeravel.
Seja o, 1, ..., ¢n, ... uma enumeragéo de F°F.
Definimos, para cada n € Ny, I', como:
ro = F;
ro FU{pn} serl,U{pn} € sintaticamente consistente
T T, U{-en} sel,U{p,} é sintaticamente inconsistente

Demonstra-se que I = U I, satisfaz i) e ii), com o auxilio do

neNy
seguinte lema:

Lema: Para todo n € Ny, I, é sintaticamente consistente.
Este lema demonstra-se por indu¢ao em Nj. O

Luis Pinto (DMAT - Univ. Minho) Logica CC 12. semestre, 2020/2021 47/54



Sistema Formal de Deducao Natural

Proposicao 116: Se ' € um conjunto de formulas
sintaticamente consistente, entao I' € semanticamente
consistente.

Dem.: Suponhamos que I' € um conjunto sintaticamente
consistente. Entao, pela proposicao anterior existe um conjunto
*, maximalmente consistente, que contém . Seja v a Unica
valoracao tal que,

para todo p € VP, v(p) = { (1) zgg ; F*
Demonstra-se que:
Lema: v(y) = 1 sse p € %, para todo ¢ € F°F.

Deste lema, uma vez que I' C I'* e que v(p) = 1, para todo
¢ € [*, concluimos que v satisfaz I' e, assim, I é

semanticamente consistente.
O
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Dem. Prop. 115 (cont.):
O lema anterior,

v(e) = 1 sse ¢ € ', para todo p € F°F,

€ demonstrado por inducao estrutural em formulas do Calculo
Proposicional.

A sua demonstragao evidencia a necessidade das varias regras

de inferéncia do sistema DNP.
O
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Teorema 117 (Equivaléncia entre consisténcias sintatica e
semantica): Seja I' C F°F. Entdo: I é sintaticamente
consistente sse ' é semanticamente consistente.

Dem.:
=) Proposicao 116.
<) Tendo em vista um absurdo, suponhamos que I' &
sintaticamente inconsistente, i.e., I 1.
Entao, pelo Teorema da Correcao,

M=l .
Como (por hipotese) I' € semanticamente consistente, existe
uma valoracao v que satisfaz I'.
Daqui, por («), segue v(L) = 1, o que contradiz a definicao de
valoragao.
Logo, por redugao ao absurdo, I é sintaticamente consistente.
O
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Observacao 118: No resto desta seccdo, uma vez que
consisténcia semantica de um conjunto de férmulas é
equivalente a sua consisténcia sintatica, simplificaremos a
terminologia e referir-nos-emos apenas a consisténcia de
conjuntos de formulas.
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Teorema 119 (Completude): Para todo ¢ € F°F e para todo
r C ICP,
sel =g, entao ' F .
Dem.: Provaremos o contrarreciproco. Suponhamos I' t/ ¢.
Entdo, ' U {—¢} € sintaticamente consistente, de outra forma,
existiria uma derivagao D de L a partirde ' U {—¢} e, assim,
(1)

e
D

L
7 RAAM

(onde todas as ocorréncias de —¢ como hipoétese de D ficam
canceladas com a aplicacao de RAA) seria uma derivacao de ¢
a partir de I', contrariando a suposicao I' t/ .

Sendo I' U {—¢} sintaticamente consistente, segue da
Proposi¢ao 116 que existe uma valoracéo v tal que v =TU{—¢}.
Assim, v =T e v(p) =0, donde I }~ . O
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Teorema 120 (Adequacao): Sejam ¢ € FP e I C FCP. Entéo,
N-pssel = .

Dem.: Imediata, a partir dos teoremas da Correcao e da
Completude. O

Corolario 121: Seja ¢ € F°F. Entéo,
© € um teorema de DNP sse ¢ é uma tautologia.

Dem.: Exercicio. 0
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Teorema 122 (Compacidade): Seja I' C F°F. Entéo,
I é consistente sse todo o subconjunto finito de I é consistente.

Dem.:
=) Imediata (recorde-se a Proposicao 80).

<) Tendo em vista um absurdo, suponhamos que I é
sintaticamente inconsistente.
Entdo, existe uma derivagao D de | a partirde T.
Seja I'" o0 conjunto das hipdteses nao canceladas de D, que,
por definicao de derivagao, é finito.
Assim, D é também uma derivacao de L a partir de I, ou
seja, [’ é sintaticamente inconsistente.
Mas, isto contradiz a hipétese inicial, uma vez que I'" seria um
subconjunto de T finito e inconsistente.
Logo, por reducao ao absurdo, I' € sintaticamente consistente.

O
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