Definicao (Regras de Infer:

As regras de inferéncia do sistema formal de Dedugao Natural
para o Calculo Proposicional (DNP) sdo as seguintes:

Regras de Introdugéo Regras de Eliminagdo
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Para toda a derivagdo D, se D é uma derivagao de ¢ a partir
del, entdol = .
Demonstracao
A demonstragao faz-se por indugao estrutural em derivagoes.
a) Suponhamos que D é uma derivagéo de  a partir de I' com um
unico nodo. Entdo, o conjunto de hipéteses ndo canceladas de
D é {p} e, assim, o € I'. Donde, I |= ¢.
b) Se D é da forma /

D4
o
7

P — o

entdo p = ¢ — o e Dy é uma derivagao de o a partir de ' U {1/'}.
Aplicando a hipétese de indugdo a subderivagdo Dy de D, vem
que I, ¢ |= 0. Portanto, I =¥ — o.

c) Se D é uma derivagdo de ¢ a partir de ' da forma

D4 D,
o o=y
P
entdo: ¢ = v; Dy € uma derivagdo de o a partirde I' e D, € uma
derivagado de ¢ — 1 a partir de I". Assim, aplicando a hipdtese
deindugdoa Dy ea Dy, T |=oerl |= o — 1, respetivamente.
Donde, I = 2.
Teorema da Correcao

Para toda a férmula ¢ e para todo o conjunto de férmulas I,
selt o, entdo I = .

Teorema da Completude

Para toda a formula ¢ e para todo o conjunto de formulas I

O conjunto D°"" das derivagdes de DNP (também chamadas dedu-
¢oes ou demonstragoes) é o conjunto de arvores de formulas ano-
tadas gerado pelo conjunto de regras indutivas que contém uma
unica regra base que &
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representando y a arvore cujo Unico nodo € ¢, e que contém uma
regra indutiva por cada uma das regras de inferéncia de DNP de tipo
semelhante as dos seguintes exemplos: as regras indutivas que
correspondem as regras de inferéncia — 7 e — E sao, resp.,
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Sendo DPMP um conjunto definido indutivamente, existe um
principio de indugdo estrutural que lhe esta associado.

A definigao indutiva de DPNP é determinista, como tal, existe
também um teorema de recurséo estrutural para DPNF.

Os subobjetos de uma derivagao D sao chamados
subderivacoes de D.
Numa derivagéo D:

@ araiz de D é chamada a conclusao de D;

@ as folhas de D sao chamadas as hipoteses de D;

@ as folhas de D anotadas com um corte sdo chamadas as
hipéteses canceladas (ou cortadas) e as folhas de D sem
qualquer anotagao chamadas as hipoteses nao cancela-
das (ou nao cortadas) de D.

Uma férmula ¢ diz-se derivavel a partir de um conjunto I de
férmulas, ou uma consequéncia sintatica de I', se existir uma
derivagdo D de DNP cuja concluséo € ¢ e cujo conjunto de
hipéteses nao canceladas é um subconjunto de I'. Em tal
caso, escreve-se [ |- ¢ e diz-se que D é uma derivagdo de ¢ a
partirde I'.
Uma férmula ¢ diz-se um teorema de DNP se existir uma
derivagéo D de ¢ a partir do conjunto vazio de hipoteses ndo
canceladas. Em tal caso, escreve-se - ¢ e diz-se que D é uma
derivacéo de ¢.
Sejam p e ¢ férmulas e I e A conjuntos de férmulas.
i) Seperl,entdol .
i) Sel-pel C A, entdo Al .
i) Sel-peA,pt 1, entdo I, A 3.
iv) '@ — 1 se esbésel, pk . Em particular, quando
r=0tem-se, 0 p — Y seesdse gt .
v) Selp—vellyp entaol .
Demonstragao (continuagéo).
iv)
“ —=" Suponhamos que I' - ¢ — ¢. Entao existe uma derivagao
D de ¢ — 1 a partir de I'. Logo, D
R A 4
"
é uma derivagao de ¢ a partir de I' U {}.

" Suponhamos agora que ', - v. Entéo, existe uma
derivaga@o D de v a partir de I' U {}. Logo, a derivagao
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onde todas as ocorréncias de ¢ (como folha) em D séo

canceladas, com a aplicagao de — I, é uma derivagéo de
@ —apartirde . [

sel =, entdol+ .

Para toda a formula ¢ e para todo o conjunto de féormulas T,
M-pseesoserl = ¢. |

Para toda a formula ¢,

€ um teorema se e sO se € uma tautologia.
Um tipo de linguagem é um terno L = (F,R,N'), em que:
@ F é um conjunto enumeravel de simbolos chamados
simbolos de fungéo;

© R é um conjunto enumeravel de simbolos chamados
simbolos de relagao ou simbolos de predicado;

FUR — Ny
s — N(s) sendo N/(s)
designado a aridade de s.

Os simbolos de fungdo de aridade 0 sdo chamados constantes
€ 0 seu conjunto é vulgarmente representado por C.

Laie = ({0, 8,4+, x},{=,<},N)
onde N(0) =0, N(s) =1, N(+) =2, N(x) =2, N(=)=2¢e
N (<) =2, é um tipo de linguagem.
O alfabeto A, do Calculo de Predicados, de um tipo de lin-
guagem L & o conjunto formado pelos seguintes simbolos:
@ simbolos de funcdo e simbolos de predicado de L;
@ os conectivos proposicionais L, A, V, =, — € «;

© N é uma fungéo

© x0.X1....,Xn. ..., chamados variaveis , formando um
conjunto numeravel representado por V;

© d eV, chamados quantificador existencial e quantificador
universal, respetivamente;

Q “(.ye.

O conjunto 7; dos L-termos é o subconjunto de A;" definido
indutivamente pelas seguintes regras:

Q paracadax; eV, x €7, ;
ceTLc;

© para cada simbolo de fungdo f de L, de aridade n > 1,

@ paracadac e,

el theTi,
fty,....tn) €T
Chamaremos subtermos aos subobjetos de um L-termo
Exemplo
O conjunto dos subtermos de 0 + s(x2) &

{0+ s(x2),0,8(x2), X2}

A sequéncia de objetos x;, s(x), 0.0 + s(x) € uma sequéncia
de formagao de 0 + s(x2).

Principio de Indugao Estrutural em L-Termos

Seja P(t) uma propriedade que depende de um L-termo t e
suponhamos que:
@ paratodoo x € V, P(x) é valida;
@ paratodo o c € C, P(c) é valida;
© para todo o simbolo de fungéo f, de aridade n > 1, e para
todos os t, ..., th € 7, se P(t1)....,P(ty) sao validas,
entdo P(f(ty....,tn)) é valida.

Entéo P(t) é valida, para todo o L-termo t.

Teorema de Recursao Estrutural para L-Termos
Sejam Y um conjunto, gy : V — Y e ge : C — Y fungdes e seja,
para cada simbolo de fungéo f, de aridade n > 1,gs: Y" — Y
uma fungdo. Entdo, existe uma e uma s6 fungédo G : 7; — Y tal
que:

@ paratodoo x € V, G(x) = gy(x);

@ paratodooc € C, G(c) = ge(c);

© para todo o simbolo de fung&o f, de aridade n > 1, e para

quaisquer ty, ...,t, € 7,

Gl =GN C) t),

O conjunto VAR(t), das variaveis que ocorrem num L-termo t,
é definido, por recurs@o estrutural em ¢, como:

@ paratodoo x €V, VAR(x) = {x};
@ paratodooc €C, VAR(c) = 0;
© para todo o simbolo de fungéo f, de aridade n > 1, e para
quaisquer fq, ..., t, € 7;,
VAR(f(t1, ..., t)) = VAR(t1) U - - - U VAR(tn).-
Definicao
O L-termo que resulta da substituigdo, num L-termo fp, de uma

variavel x por um L-termo t, que notaremos por fy[t/x], é defi-
nido, por recursdo estrutural em ty, como:

_Jtsey=x
@ paratodooy €V, y[t/x] = { 5D e
@ paratodooc eC,c[t/x] =c;
© para todo o simbolo de fungéo f, de aridade n > 1, e para
quaisquer ty,....t; € 7,

F(ty, oo t)[t/X] = F(t1[t/X], ..., talt/X]).

Definigao
Uma palavra sobre o alfabeto .4, , da forma

R(ty,..., tn)
onde R € R tem aridade n e t;..... {, € 7;, € chamada uma
L-férmula atémica.
O conjunto das L-féormulas atémicas representa-se por At; .
Exemplo
As palavras < (xg,s(0)) e = (X0, X4), sobre o alfabeto A, ,,
530 Ly-formulas atomicas.
O conjunto das L-férmulas, que notamos por 7}, € o conjunto
definido indutivamente, sobre o conjunto de palavras sobre A,
pelas regras:

Qo lEfLJ'Q

e " Sy
Q o€ F ", para cada L-formula atomica o;
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Definicao

Aos subobjetos de uma L-formula ¢ chamaremos subformulas
de .

Principio de Indugdo Estrutural em L-Férmulas

Seja P() uma propriedade que depende de uma L-férmula ¢,
e suponhamos que:
Q@ P(L) é valida;
@ para cada v € At,, P(v) é valida;
© para cada ¢ € F, se P(¢) é valida, entdo P(—v) é valida;
© para quaisquer 0 € {A,V,—, <} e, 0 € Fi,se P(v) e
P(c) séo validas, entdo P(v'0c) é valida;
Q paraquaisquer Q € {3,V}, x e Ve y € F, se P(y) é
valida, entdo P(Qyv) é valida.
Entdo P(y) é vélida, para toda a L-formula .

Teorema de Recursao Estrutural em L-formulas

Sejam Y um conjuntoe y € Y e sejamg : Aty — Y,
g-:Y—=Y,gn:YxY—Y(paracadaO e {A,V,—,<})e
gq: Y — Y (para cada Q € {3,V}) fungdes. Entéo, existe uma
e uma so fungdo G : F — Y tal que:

Q G(L)=y;
@ para qualquer ¢ € At;, G(p) = g(¢);
© para qualquer ¢ € Fi, G(—p) = g-(G(¥), ¥);
Q para quaisquer O € {A,V,—, <} e p, ¥ € F,
G(0y) = ga(G(p), G(¥), ¥, ¥):
© para quaisquer Q € {3,¥}, x eVepe F,
G(Qx) = ga(G(p). ¥)-

Definicao

Dada uma subférmula de uma L-férmula ¢ da forma Qyv, em
que Q € {3,V} e x € V, a L-férmula ¢» € chamada o alcance
dessa ocorréncia do quantificador Q.



Numa L-férmula ¢, uma ocorréncia numa subférmula atémica
de p de uma variavel x diz-se
@ livre quando essa ocorréncia ndo esta no alcance de
nenhum quantificador Qx (com Q € {3.V});
@ ligada, caso contrario.

Denota-se

LIV(; ~) {variaveis que tém ocorréncias livres em };
LIG(y) = {variaveis que tém ocorréncias ligadas em ¢}.

A L-férmula obtida por substituicdo numa L-férmula ¢ de todas
as ocorréncias livres de uma variavel x por um L-termo ¢,
notada p|t/x], & definida por recursao estrutural em ¢ por:
Q Lft/x]=1
© para todo o simbolo de relagéo R, de aridade n, e para
quaisquer ty, ...,t, € 71,
R(ty, ... to)[t/x] = R(ts[t/X], ..., ta[t /x]);
Q paratodoo ¢ € F, (—v)[t/x] = —[t/x];
© para quaisquer 0 € {A,V, —, <} e ¥, € F,
(1102 [t/x] = Un[t/x] 0ot /X];
© paraquaisquer Qe {3,V},y e Ve € F,
@it ={ QYo s #x.
Definigao

|

Uma variavel x diz-se substituivel por um L-termo ¢ numa
L-féormula », quando

@ né&o existem ocorréncias livres de x no alcance de Qy, em
que Q € {3,V} e y € VAR(t),
ou, equivalentemente, quando

@ para toda a ocorréncia livre de x em ,, se essa ocorréncia
esta no alcance de Q,, com Q € {3.V}, entdo y ¢ VAR(t).

Sejam
p =Y (X1 <X2) V(X1 <X) e t=x1+S(x)
@ xp € substituivel por t em >, pois Xo ndo tem ocorréncias
livres em .

@ x4 € substituivel por t em 2, pois a Unica ocorréncia livre
de x4 em » ndo se encontra no alcance de quantificadores.
@ X, ndo é substituivel por t em , uma vez que x, tem uma
ocorréncia livre no alcance do quantificador Vy, e
X1 € VAR(t).

Em - existem duas ocorréncias livres de x,. Uma delas esta
no alcance de um Unico quantificador, Vy,. A outra ocorréncia
nao esta no alcance de qualquer quantificador. Logo, x; &
substituivel por um L-termo t em > se e s6 se x; & VAR(t).

Uma L-férmula ¢ diz-se uma L-sentenga, ou uma L-formula
fechada, quando nao tem ocorréncias livres de variaveis, i.e.,
LIV(p) =
Sejam ¢ uma L-sentenga, x uma variavel e t um L-termo.
Entao, p[t/x] = ¢.
Exemplo 1
Seja Exit = (No, ), onde:

@ 0 é o numero natural zero;

@ 5:Ng - Ny é a funcgdo de sucessor em No;
n — n+1

e F: N¢ — No € a funcéo de adigao em Ny;
(n.m) — nim

@ x: N — N é a fungao de multiplicagdo em Np;
(n.m) — nxm

@ =éarelagdo {(n.n) | n € Ny}, de igualdade em No;

o = éarelagdo {(n,m) € N | n < m}, de inferioridade em
No.
Entao, Ex € uma L-estrutura.
Defini¢ao
Uma L-estrutura € um par £ = (D, ) onde:
@ D é um conjunto néo vazio, chamado o dominio de E e
notado por dom(E);
~ é uma fungao de dominio F U R, chamada a fungao
interpretagdo de E, tal que:
e acada constante c ¢ Fde L,
~ faz corresponder um elemento ¢ de D;
e a cada simbolo de funcéo f € F de L, de aridade n > 1,
~ faz corresponder uma fungéo n-aria f : D" — D;
e a cada simbolo de relagdo R € R de L, de aridade n,
~ faz corresponder uma relagao n-aria R € D".
Para cada simbolo s € F U R, s chama-se a interpretagdo
desemE.

2}

Exemplo 2

E também uma L 4;-estrutura o par ({0, 1},
@ 0=0;
e 5:{0,1

), em que:

{0.1} ;

11

}
0 1
1 = 0

{0,132 = {0,1}

0 sex=y
() {1 sex#y

x:{0,1}2 — {0,1}
1 sex=y
) {0 senao
@ =éarelagao {(0.0).(1,1)};
@ < éarelagdo {(0.1)}. |

Seja E = (D, ™) uma L-estrutura. Uma atribuicdo em E € uma
funcéo

=1

a:vV—D,
do conjunto V das variaveis para o dominio D da L-estrutura E.
A fungao
Cil) No
X —
€ uma atribuicao na L-estrutura Eaqe = (No, 7).
Seja a uma atribuicdo numa L-estrutura E = (D, ) e seja
t € 7; um L-termo.
O valor de t para a atribui¢do a, denotado por t[a]z ou
simplesmente por t[a] (quando ndo ha duvidas quanto a
L-estrutura em causa), € o elemento de D definido, por
recursdo estrutural em ¢, como:
@ Paracada x € V, x[a] = a(x);
©Q Paracadac € C, cla] =¢;
@ Para todo o simbolo de fungao f, de aridade n > 1, e para
todos os ty, ..., JtheT,

Seja t um L-termo e sejam a1 e a; duas atribuicdes numa
L-estrutura E = (D, ). Se a1(x) = ax(x) para toda a variavel
x € VAR(t), entdo t[a] = t[az].

Demonstragao.

Por indugéo estrutural em t.

@ Casot = x; € V. Entdo, x; € VAR(t).
ai(x;) = az(x;). Assim,

Logo, por hipétese,

tla] = xi[a1]
= ai(x) por(*)
= ax(x)
= xjlaz] por(*)
= ftag].
(*) Definigé@o de valor de um termo para uma atribuig&o.
@ Casot = c € C. Entéo,
tlag] = clai]
= ¢ por(*)
= c[az] por(*)
= taz].
© Casot =f(ty,..., t,), onde f € F; é um simbolo de fungao
de aridaden > 1ety.....t, € 7;. Entao,
tlay] = i(h ..... tn)[a1]
= f(tifai),... talas]) por ()

= f(t[az],- .., ta[az])
por H.1., pois VAR(f;) C VAR(t)

= tn)[az] por (*)
= tlaz]. 0

Seja a uma atribuigdo numa L-estrutura E = (D, ™), seja x;

uma variavel e seja d € D. Denotamos por a(’g) a atribuicao
a(’;) YV — D
oy d sei=j
7 a(x) sei#j

Sejam t e u dois L-termos, seja x uma variavel e seja a uma
atribuigdo numa L-estrutura. Entdo t[u/x][a] = t[a(ula])]

Seja a uma atribuicdo numa L-estrutura E =
p € F, uma L-formula.
O valor légico de ¢ para a atribuicao a, denotado por y[a]e ou
simplesmente por 2[a] (quando ndo ha dividas quanto a
L-estrutura em causa), € o elemento do conjunto {0. 1}
definido, por recursdo estrutural em ¢, como:

a) L[a]=0;

b) Para todo o simbolo de relagao R de aridade n e para

todos os t.,..., theTp,

(D,”) eseja

th)[a] = 1 se e s6 se (ti[al,....t[a]) € R;

c) Para cada + € F, (—¢)[a] = 1 - v[a];
d) Para quaisquer v,o € Fi, (v Ao)[a] =
e) Para quaisquer v),0 € Fi, (1 V o)[a]
f) Para quaisquer ¢, o € F,
(¥ —o)la]=0 seesodse
g) Para quaisquer ¥, o € Fp,
(v —o)la]=1 seesdse
h) Paracada ¢ € ; ecadax € V,
(3xv)al =1 seesdse yep x;-[a(;)] =
seesose max {u'[a(;)] |de D} =1
i) Paracadavy € F, ecadax €V,
(Vx)a] =1 seesdse Vgep vla(y)] =1
se e s se min{:;v[a N |deD} =
Seja p a seguinte Lan-formula
Y (1 = Xo V 3y, (X1 = 8(x2))).

e seja a a atribuicdo @™ na L -estrutura Ey. O valor ldgico de ¢
para a atribuicdo a € 1. De facto, tem-se [a] = 1

sse Vnen, ((X1 =% V 3y, (04 = s(xz)))[a(;“)] = 1)
sse  Vneng Xo)[a ) =10u 3y, (x1 = s(x2)))

min{y[a], o[a]};
= max{¢|a],c[a]};

v[a]=1ec[a] =0;

v[a] = ola];

& a3 )1=1)
Vm&r«., (M a( = Xola ( ] oU Sy (x4 = S(Xz))[a( )(; )
SS€  Vnyemo (n1 =0ou anevo(h[a( ) (:‘;) =s xz)[a(: )( ) )

s88 Vayero (M = 00U Tpyen (11 = S(Xz[a( ()
sse  Vn,eno (M = 00U Jn,eng(m = nz + 1)).

\

Dado que esta ultima afirmagéo ¢ verdadeira, deduzimos que

pla] = 1.



