Enuncie o teorema de inducao estrutural para G.

R: O Principio de Inducao Estrutural para G

pode ser enunciado da seguinte forma.

Seja P(x) uma propriedade relativa aos elementos

x 2 G e suponhamos que:

(1) P(a) e verdadeira;

(2) para qualquer x 2 G, se P(x) e verdadeira, entao P(xa) e
verdadeira;

(3) para quaisquer x, y 2 G, se P(x) e P(y) sao verdadeiras,
entao P(x *y)

e verdadeira.

Entao P(x) e verdadeira, para todo o x 2 G.

Seja v : F — (0.1} a Unica fungdo que resulta da aplicagido
do Teorema de Recurséo Estrutural para °° em que:

@ paracadap, € V°, v(p) = g(p));

Q v(1)=0;

© paracada ¢ € FP, v(-¢) =1 - v(p);

Q para quaisquer p, 7' = FCP,

a) V(p V1) = max{v(e),v(v)}
b) v(p A1) = min{v(p),v(¥)}:
) V(g — ) —0seesosev(y)=1ev(y)=0;

¥

d) V(g — o) =1seesdsev(p)=v(v).

Entao v € uma valoracéo tal que v(p;) = g(p;) para todo o

i £ No, e como referimos acima € a unica funcao nestas
condicdes.

Uma férmula - diz-se logicamente equivalente a uma
férmula ., e escreve-se - = ., se .~ — & uma tautologia. Ou
seja, tem-se . se v( ) = v(.) para toda a valoragdo v.

Exemplo 1
Tem-se Po — P2+ —P2 — —Po
pois, como vimos no exemplo anterior, a formula
(Po — p2) = (—P2 — —Po)
& uma tautologia. Mais geralmente, pode-se mostrar que

para todas as formulas . e'- _

Esta equivaléncia logica & muito util pois € ela que permite as
“demonstragdes por contra-reciproco”. Ou seja, quando se quer
provar uma propasicédo do tipo “se ¢, entéo ", pode-se provar
alternativamente a proposicéo “se —u, entdo —y".

Definicao

Seja «» uma férmula do Calculo Proposicional e seja p; uma
variavel proposicional. A funcédo

[o/ol: 7 — FoP
p = plv/pi]

onde [.'/p;] representa a férmula obtida de - pela
substituicao de todas as ocorréncias de p; por ¢, € definida
por recurs&o estrutural em F°F como a Unica fungéo tal que:

" v se n=i

@ Paratodoon e Ng, pylt p,]_{p" 5% oy
Q L[V/p] =L

© Paratodoo v € FP, (=y)[¢/pi] = (—¢[¢/pi));

© Para quaisquer 1,72 € FP e O e {V.A,—, =},

(1 0@2)[v/Pi] = (eal¥:/pi1 O w2 [4/pi])-

Demonstragao (continuacao).

Q P(L) istoé, L[v1/p] [¢2/pi]. € verdadeira pois
[¥1/pi] = [¥2/pi)-
© Seja » uma férmula e suponhamos, por hipétese de indugéo
(HI), que P( ) é valida, ou seja, que se tem
ol /pi) = ¢[vz/pi]. Queremos provar que se verifica P( ),
ou seja, que a formula o = ! J[t2/pi) € uma
tautologia. Seja v uma valoragao qualquer. Entdo
V(O /p]) =V (ool /pd) =1~ v(elen/pl)
L1 — v (/i) = v(-¢lt/pl) = v((-¢)l2/P1)-
Logo, v(~) = 1 0 que prova que = é uma tautologia.

[1/P]

Q Se P(;1)eP(:)sao verdadeiras e [1< {, —}, entdo
P(1022) é verdadeira [Exercicio].
‘=" Suponhamos agora que ¥,» € F°F ,[i/p] = »[i2/p)]. Entdo,
tomando em particular » = p,, tem-se p,[v/p/] = pi[v2/p]. ou
seja, por definicdo de substituicao, 1 2. 0

Qoo W

2) Aférmula —pg A ps A —ps € simultaneamente uma
e FNC(n=3,m=m=m3=1,lin=-po.lar=pse
£31 = —ps)
@ FND (n =1, my =3, €11 = —po. £12 = ps & {13 = —ps).
A férmula pg V —p, é também uma FNC e uma FND.
Em geral, conjungdes de literais e disjuncdes de literais
sdo, em simultaneo, formas normais conjuntivas e

disjuntivas.
3) Aformula (—pa vV p2) A (p3 v p2) € uma FNC, mas néo é
uma FND.
4) Aférmula —(py A py A pg) V —py n@o é uma FNC nem uma
FND.
Para cada/ = {1,...,2"} tal que b, = 1 seja
_ I p sea ;=1 q_
,»,J_{ pr sea,j:ﬂ G=1,....n
e seja Bi= i1 Aaja A Aajp.

Note-se que o valor légico na linha / da tabela de verdade de 3,
€& 1 enquanto que em todas as outras linhas é 0. Finalmente,
suponhamos que /1, i, . .., ix s&o as linhas para as quais
b, =1, etome-se

=B VB V- VB
Ent&o ¢ & uma FND e, por construgéo,

A complexidade logica de uma formula v € um nimero r( ')
em que a fungdo r : F° — Ny se define por:
© paracadap, = VP, r(p;) = 0;

Qr(L)=0;
© para cada y € F°°, r(—yp) =1+ 1(p);
Q para quaisquer o, 1 € FP,
a) r(pVve)=1+max{r(p).r(¥)}.
b) r(p A ) =1+ max{r(e).r(¥)},
€) r(p —¥) =14+max{r(p).r(¥)},
d) r(p < ) =1+ max{r(p).r(¥)}.
Definicao
Uma formula > diz-se uma:
o tautologia, e escreve-se = ., se V() = 1 paratodaa
valoracéo v.

o contradicdo se v(.-) = 0 para toda a valoragao v.

Aformula - = (p3 ' _) — —p3 do exemplo anterior € uma
tautologia. De facto, se v € uma valoracdo qualquer, tem-se

1) =min{v(ps), v(L)} = min{v(ps).0} = 0.
pois ter-se-ia v( ) =0 se e sO se
=1ev(-ps)=0.

V(Ds

Logo

v(ps L)

Teorema

Para quaisquer . FCF sdo vélidas as seguintes
equivaléncias logicas:

i) (¢

| (associatividade)

(comutatividade)

(idempoténcia)

....(elemento neutro)

(distributividade)

)hemoososcensoaans (leis de De Morgan)

... (lei da dupla negacao)

Teorema (Generalizagao)

Sejam - e « duas férmulas e p; uma variavel proposicional. Se
€ uma tautologia, entéo [/'/p;] também é uma tautologia.

Dada uma valoracao v qualquer, seja v’ a valoracao definida,
para cada variavel proposicional p,,, por

{ v (1) sepn = pj.

v (pn) se pn # pi.
Prova-se (Exercicio 3.7) que v/ (2) = v ([v'/pi]).
Logo, se - € uma tautologia, entao v’ () = 1, donde se deduz
que v (-[v/pi]) =1.
Dado que v é uma valoragéo qualquer, conclui-se que
€ uma tautologia.

Demenstragéo

Mostremos, por exemple, que | '/} é complete. Para tal seja
f: FOF — FCF a tnica fungéo tal que:
@ paracadap c VY f(p)=p;
Q f(L) = —(pav-p
Q para qualsquer -, € FOF,
a) f(—¢) = -f(e).
1) — F(e)vF(s)),
¥) = ~(~F(e)V-F()).
W) = ~f()VI(L),
€} (i — ) — ~(=(=f(F)VA(¥))V
Pode-se verificar (exercicio) que, para toda a formula -, - = f(-) e
todos os conectivos de f(,-) pertencem a { -, }. Conclui-se assim
que este conjunto de conectivos & completo. m]
Teorema
Para cada férmula », existem uma forma normal conjuntiva
e uma forma normal disjuntiva 9 tais que = ° e p = 9.

12 Demonstragao.

FNC's e FND's logicamente equivalentes a » podem ser obtidas
através das seguintes transformacgdes:
@ Eliminar as ocorréncias dos conectivos —, — e |, utilizando as
equivaléncias logicas
1= (1 — w2) A2 = 1),
1 =2 1 V2,
1 &= poA-po.

[/

(=F(2)VF(#)))-

o

=
=

@ Mover negacdes que se encontrem fora de conjuncées ou
disjuncées para dentro delas, utilizando as leis de De Morgan.

@ Eliminar duplas negacdes.

© Aplicar a distributividade entre a conjungé&o e a disjungéo. 0

Sejam v uma valoragd@e e I um conjunto de formulas. Diz-se
que:
@ v satisfaz |, e escreve-se v |= [, se ¥ .
@ v ndo satisfaz ', e escreve-se v = N, se 3 ¢

Exemplos

1) Seja v uma valorac@o tal que v(py) = 1Tev(p;) =0e
consideremos os conjuntos

v(e) =1
V() = 0.

r = {po P2, P2 Po, LV pote

M2 = {po — p2, po}. Entdo
@ v =T pois v(po A —p2) = v(p2 — po) = v(L Vpe)=1
e v [~ 12 jéque v(po — p2) = 0.

2) v = | para toda a valoragdo v.

Uma valoracéo é uma fungéo v : F°° — {0.1} tal que, para
quaisquer . 1> € F°P:

) v(

) v(
d) v(p A) = min{v(e),v(¥)};
e) vip— ) =0seesosev(y)=1ev(¥)=0;
f) v(p = ¢) =1se esosev(p)=Vv().

Sendo ¢ uma formula, v(~) € chamado o valor logico de
para a valoragao v.

Sejam v & v, valoracOes e seja - uma formula. Se
Vi(p;) = va(pi) para todas as variaveis p; < var(,), entao

V() =valo)

Demonstracdo.

A demonstracéo efectua-se usando o Principio de Indugéo
Estrutural para F“° [Exercicio]

Teorema

Sejam e « formulas. Entao,

0

) o — b oV,
III) pVYop—YP, eV *(*, *v‘)(
V) p N -=,>—(—T‘ —1.').
Vi) oo — 1,
vil) Lo oA g

Teorema (Substituicio)

Sejam ;e 2 duas formulas e seja p; uma variavel
proposicional. Entao
in se @ s 58 Vi € FF L[un/pi] & lva/pil-

u

=" Suponhamos primeiro que u'2, @ mostremos, usando o
Principio de Inducéo Estrutural para 77 que
Vo € FP olin/p] & ¢lda/p]
Para cada formula i € F5 seja P(y), w[v1/pi] < #[va2/pl].
@ P(p;) éacondigdo p[vy/p] = bl
) Sej =i, entdo pi[vn/pi] = v & pi[va/pr
por hipotese ) <+ i, tem-se p,[v/p/]
i) Sej+#i, entdo pj[vn/pi] = p; = pilv=/p)]. Dado que < &
uma relagdo reflexiva, deduz-se que p/[¢1/pi] < pilia/pl.
A condicéo P(p,)  portanto verdadeira.

@ As varidveis proposicionais, p;, e as negacdes de variaveis
proposicionais, —p;, sdo chamadas (férmulas) literais.
@ Formulas do tipo
i) (b11V---Vilim) A A (L1 V
i) (Gra A Alym) V-V (g A= N pm,,)
onde os {; sao literais e n,m1, ..., mp € N, sdo chamadas,
respectivamente, formas normais conjuntivas (FNC) e
formas normais disjuntivas (FND).

1) Um literal 7 & simultaneamente uma forma normal
conjuntiva e uma forma normal disjuntiva (basta tomar
n=1,my =1e/y; =/, nadefinigdo de formas normais).

]

23 Demonstragdo.

Uma demonstragao alternativa do tecrema pode ser feita
recorrendo a tabela de verdade da férmula . Vejamos como
objter uma FND, “, logicamente equivalente a .
@ Se » € uma contradigéo, toma-se ¢ = pg A —pg.
@ Sendo suponhamos, sem perda de generalidade, que
P1,P2, ..., Pn SA0 as varidveis que ocorrem em . A tabela
de verdade de  pode ser representada na seguinte forma:

P
1

P2

1

Pa-1
1

Pn
] by

linha / — a1 | a2 Qinor | @ | b

Bin

onde, paracadai e {1,...,2"}, b; = vi() para toda a
valorago v, tal que v,(p;) = a,; paraj = {1 n}.

Um conjunto I de férmulas diz-se:

0 0 0 0

@ (: cor se existe alguma
valorag@o que o satisfaca.
@ ( i i: nte se ndo & consistente,

i.e., se v = I para toda a valorag&o v.

1) O conjunto I, — {pg P2, P2 — Po, Po} & consistente
pois, como vimos nos exemplos anteriores, [ € satisfeito
por toda a valoragdo v tal que v(pg) = 1 & v(ps) = 0.

2) Oconjunto Iz = {pg P2, po} dos exemplos
anteriores também & consistente ja que I, & satisfeito por
qualquer valoragdo v tal que v(pp) = 1 e v(p) = 1.




N | (R |

3) Oconjunto '3 = {ps — |,pa / po} & inconsistente. De Sejam » uma férmula e I um conjunto de férmulas. Diz-se que
facto, seja v uma valoragao qualquer e suponhamos que  é uma consequéncia semantica de I, e escreve-se [ = ¢,
v(ps — L) = 1. Entdo v(ps) = 0, donde v(ps / po) = 0. quando para toda a valoragao v,

Portanto, v = I'; para toda a valoragéo v. se v satisfaz I', ento v satisfaz -,

ouseja, sev,. V(4)=1, entdov(y)=1.

.
Sejam I"e A conjuntos de férmulas tais que I C A.

Sendo ¢, ¢1, ..., o formulas e ' e A conjuntos de féormulas,

escreveremos em geral

i) ¢1, pn = emvezde {1,...,on} E .
Dem_onAstntagéo: IAE uma consequéncia imediata da definicdo de i) [0, wnEpemvezde MU {gq,..., ¢n} = @
consisténcia semantica. a

i) Se A é consistente, entdo I' é consistente.

ii) Se I é inconsistente, entdo A é inconsistente.

i) FAEpemvezdeTUA = ¢.

Proposicéo

Sejam ¢ e ¢ formulas e I" e A conjuntos de férmulas. Sejam o, o1, ., on formulas. As seguintes afirmagdes séo
i) Seperl, entdorl = . equivalentes:
i) Ser =pel CA, entdo A = . i) ©1,...,n = .
i) Sel=yp e, p =, entdo N A = . i) w1 A---Apn =
iv) [ =¢ — seesbésel, = . Em particular, quando i) = (1 £ ©n) — ©-

=(tem-se, ) = — ¥ seesdse p = 1.

v)Sel=p —~vel=p entdol . Demonstrag3o.
= “if) <= iii)" € um caso particular da alinea iv) do teorema anterior.
.

“f) < ii)" é um caso particular da equivaléncia
i) Consideremos (> € I'. Seja v uma valoragéo e suponhamos que

v = I. Entdo, v(o) = 1 para toda a férmula o € . Em particular, en e nl=e 0SS noi - unlEw
dado que ¢ € I' por hipétese, tem-se v(2) = 1. Portanto I' = . onde ' é um conjunto qualquer de férmulas. Esta equivaléncia pode
ii)-v) Exercicio. - ser demonstrada por inducéo sobre n (exercicio). o

Seja » uma formula. Entéo,

Eyp seesdose (E

“—" Suponhamos primeiro que - € uma tautologia. Entéo v(y) =1
para toda a valoragéo v. Em particular, v(y) = 1 para toda a
valoragéo v que satisfaz (. Ou seja, 0 |= .

p.

‘=" Suponhamos agora que (! |= ;. Entéo v(v) = 1 para toda a
valoracdo v que satisfaz (l. Mas toda a valoracao satisfaz o
conjunto vazio. Logo, v(y) = 1 para toda a valoragéo v.
Portanto > é uma tautologia.

Teorema (Redugé&o ao Absurdo)

Seja » uma férmula e ssja [ um conjunto de férmulas. Entéo, I' = »
se e so se [ U { -} & semanticamente inconsistente.

“—" Suponhamos que I = &, por reducdo ao absurdo, que
U {~p} é semanticamente consistente, ou seja, que existe
uma valoragdo v que satisfaz U {1}, Entéo, v |- e
v() = 1, donde v(y2) = 0. Por hipétese I' |- .». Logo, dade
que v |= I, pode-se concluir que v(») = 1. Tem-se portanto
simultaneamente v(7) = 0 e v() = 1 o que ndo é possivel pois
v é uma fungéo. Logo, por reducéo ao absurdo, I U { -~} é
semanticamente inconsistente.

‘=" Suponhamos agora que [ U {—} é semanticamente
inconsistente. Seja v uma valoragéo que satisfaz I'. Entéo,
v(—) = 0 pois, caso contrério, ter-se-ia v(—y) =1ev =T,
donde I U {—°} seria semanticamente consistents, contrariando
a hipdtese. Logo, v(7) =1 (m]

L. Seja X o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a.b,+ —, (,)} e seja G o conjunto gerado pela 1 g) y = ((a-b)+(((a+a)-b)-b))

seguinte definicio indutiva determinista sobre X. Sequencia de formaggo: .
rea CeG yel 3, (a-b), (ata), ((a+a)-b), (((a+a)-b)-b), 3)p0: escola fecha pl: pais poupa p2: futuro melhor
X E-heG Tarned T ((a-b)+(((a+a)-b)-b)) porque cada elem. da sequencia, ou a)p0->plig 7p0<->p2:d  plvp2iw
Seja ainda ¢ : G — Z & tinica funcio que satisfaz as seguintes condicdes: pertence & base da defini¢do indutiva ou é obtida por aplicacdo das regras b) !
o gla) =0; 2) e 3)a elementos anteriores da sequencia, sendo o ultimo elemento u! PO |P1 |P2 |9 || w| Pelaanalise databela, ¢ | w sdo
eg((z—8) =glz) - 1, paratodo oz € & 1)1 |1 |1]0]1]| simultaneamente verdadeiras
e gllz+y) =g(x)+g(y). para todos s 2,y € G. b) calcular g{u)  u=((a-b)+(a+a)-b)-b)) 1 ! 2 ! ! ! naslinhas 2 e 5, nas quais p1 &
(8) Construa uma 4rvore de formagio do elemento u = ((a —b) + (((a+a) =B) - b)) de G. = gllab)) +g(((a+a)-b)-b) =g(a) -1+ gl(a+a)-b) -1 T o To To oL Verdadeira
(b) Calcule g(u), onde u € a palavra da alinea anterior. =0-1+g(a)+gla)-1-1 =0-1+0+0-1-1= -3 0 I 1 I I I Logo o pais poupa!
() Enuncie o Principio de induglio estrutural para G. ¢) Principio de Inducao estrutural o1t o 101
(d) Prove por indugiio estrutural que, para todo o & € G, gfx) < 0. Seja_P(u) uma propriedade sobre os elementos u de G oo |1 |[1]1]0
() Considere a fungio h: & — Ny tal que, para todo o = £ G, h(z) é 0 mimero de ocorréncias Se1)P(a) , 0 ]0 jOo |1]0]1
da letra b na palavra z. Defina a fungio h por recursio estrutural. 2)Se P(u) entdo P((u-b)), paratodo u € G
(F) Tdentifique, sem justificar, qual a relacio que existe entre as funcdes g e h 3) Se P(u) e Ply) entdo P((u+y)), paratodo u € G 4)
2. Seja ¢ a seguinte formula do Cileulo Proposicional: Entdo P(u) para todo u €G a) |=¢>Pseesose|=7¢ ou |=
@=lpo v op) A (v pr). d) P(u) = g(u)<=0 V(ig->1) v(e)=0ouvih) =1
() Indique uma formula logicamente equivalente a ¢ onde apenas oeorram os conectivos = e —. 1)g(a)=0<=0
{b) Mostre que ¢ = =p;. Logo, P(a) e [V ]oxd [7e
. ; 2)Sejau € G tal que P(u) (H.1)}
(€} ¢ & uma tantologial Queremos provar P((u-b)), sabemos que g(u)<=0 111 0 =79
3. Considere as seguintes proposigdes: g((u-b)) = g(u)-1<=0 portanto, P((u-b)) 1101 1
|<=0] por H.I 0|1 ]0 1
« Se a escola fecha, o pais poupa. 3) sejam u,y € G tais que P(u) e P(y) , ousejs, [g{u)<=0 e g(y)<=0] oo 1 1 |=0
» O futuro serd melhor se e s6 se a escola niio fecha. v)? [H.1]

« () pafs poupa ou o futuro ndo serd melhor,
I<=0] |<=0] porH.|

(a) Exprima as afirmaces anteriores através de formulas do Caleulo Proposicional, utilizando

varidveis propesicionais para representar as frases atémicas. em G, P(u), paratodo u€ G

e)hG->
(b) Mostre que, se as trés proposigbes acima sfo simultaneamente verdadeiras, entfio o pafs poupa. h e definido por recursdo estrutural por:
. o ’ . y . . . . 1) h(a)=0
2 , e FCOP o T € FOP w© ns N - s o
4. Sejam p € F© e T € F*". Diga se as afirmacdes seguintes sfio verdadeiras ou falsas: 2) h((u-b)) = h{a) +1, paratodo u € G
(a) Fyg—tseesise = pon i 3) h({uty))=h(u)+ hly), paratodou,y €G
flgz=h

(b) Se I' é inconsistente, entdio todo o subconjunto de I é inconsistente,
(¢) Se i ¢ uma contradigiio e T' |z o, entiio T é inconsistente.
2) @ =(7p0v p1) /\(7p0v 7p1)
a)b & o, conectivosde U : 7,->
& (7p0v p1) A\ (7p0v 7p1)

b) @ |=7p1 (sempre que ¢ e Vrd, 7ple Vrd

PO [ P1 | POV7pl [ 7pOv7pl
< (p1->p0) \(pO->7p1) RERE 0
@ (p1->p0) A77(p0->7p1) 1001 1
& 7(pl->p0) ->7(p0->7pl) o1 o 1
0|0 |1 1
c) Pela tabela construida em b), @ Pela analise da tabela, sempre que ¢ toma
nem sempre tem o valor logico 1, Valor logico 1(L. 2 e 4), 7p1 tambem toma
pelo que ndo e tautologia! o valor Logico 1, Logo @ |=7pl

Por 1) 2) 3), pelo Principio de indugéo estrutural estrutural

FALSO

b) Se I & incaonsistente, entdo todo Dl
subconjuntode I' € inconsistente!

I ={p0,p1,7p0}inconsistente
A = {p0} consistente

A C T logo a afirmacdo e falsa

) @ é contradicdoe T [=¢

T éinconsistente
“1) ¢ é contradicdo: v(p) = 0 para qualquer
valoracdov
Hipdteses
\‘ 2) T |=¢:sempre que v satisfaz I,

- temos v(p)=1
Suponhamosque I é consistente, entdo, existe valoragdov
que satisfaz T
Para essa valoragdo, v(p) =1(hip. 2) mas isso contradiza
hip. 1, logo, I inconsistente. A afirmagdo e verdadeiral



